Es sei A eine (m x n)-Matrix und beR™M.

Pivotposition: Ist eine Position (/, /) in A, die zu einer fihrenden “1" in der
reduzierten Zeilenstufenform (ZSF) von A gehort.

Pivotspalte: Ist eine Spalte von A, die eine Pivotposition enthalt.

Theorem 3: Existenz einer Lésung von AX = b:

Das lineare Gleichungssystem AX :_ﬁ ist genau dann lésbar, wenn die ZSF der
erweiterten Koeffizientenmatrix [A|b] keine Zeile der Form [0...0 ¢ mitc # 0
enthalt. D.h. wenn die letzte Spalte von [A|B] keine Pivotspalte ist.

Eindeutigkeit der Losung von AX = b:
Ist das lineare Gleichungssystem AX = b 16sbar, so besteht die Losungsmenge aus
® ciner eindeutigen Losung < Jede Spalte von A ist Pivotspalte.

® unendlich vielen Losungen < Mindestens eine Spalte von A ist keine
Pivotspalte.



Es sei A eine (m x n)-Matrix und b € R™.

Fir das lineare Gleichungssystem AX = b sind

® Basisvariablen diejenigen Variablen des Gleichungssystems, die Pivotspalten
der Koeffizientenmatrix A zugeordnet sind,

® freie Variablen diejenigen Variablen des Gleichungssystems, die keine
Basisvariablen sind.

Ist das lineare Gleichungssystem AX = b 16sbar, so besteht die Lésungsmenge aus
® ciner eindeutigen Losung <« alle Variablen sind Basisvariablen,
® unendlich vielen Losungen < es existiert mindestens eine freie Variable.

Theorem 4:

Ein lineares Gleichungssystem AX = b mit (m x n)-Matrix A ist fur jeden Vektor

—

b € R™ |6sbar < A besitzt in jeder Zeile eine Pivotposition.



Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

Beispiel:
X1 + 6X2 + 2)(3 — 5X4 — 2X5 = —4
—2x1 — 12x% — 2x3 + 2x4 + 3x5= i
3 4+ 18 + 4dx3 — Tx4 — 4= -8

Erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 6 2 -5 -2
Ap=| -2 -12 -2 2 3

3 18 4 -7 -4

—4
11
-8

Mit Gauss-Algorithmus in ZSF (Vorwartsphase):

16 2 -5 —2|-4
Ab ~ | 0 0 2 -8 —1| 3
000 0 1| 7
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Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

Beispiel:
6 2 -5 —2|-4
[Ab] ~ | 0 0 -8 1| 3
00 0 0 7
Ablesen:

® Basisvariable: x1, x3 und xs,

® freje Variable: x, und xy.

® | etzte Spalte ist nicht Pivotspalte = Ld&sungen existieren.
® FEs existieren freie Variable = unendlich viele Losungen.
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Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

Beispiel: \Weiter mit Gauss-Algorithmus in reduzierte ZSF (Rickwartsphase):

6 0 3 o0fo
[AlB] ~ 00 —4 0|5
00 0 0 7

= Losungsmenge:

X1 —6xp — 3x4
X3 = b4+4dx X2, X4 € R beliebig
X5 = 7

Mit Parameter x, =:t, x4 =: s geschrieben:

x; = —6t—3s x = 0—-6-t—3-s
X, = t X, = 04+1-t+0-s
X3 = b+4s & X3 = b+0-t+4-s
Xp, = S Xxa2 = 0+0-t+1-s
X5 = 7 Xxs = 74+0-t+0-s
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Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

Beispiel: Losungsmenge in parametrischer Vektorform:
Bezeichnung der Parameter: x, =: t, x3 =: s

X1 = —6t—3s X1 0 —6 -3
Xp =t Xo 0 1 0
X3 = b+44s = x3 | =] 5 |+t 0 [+s 4 t, s € R bel.
X4 = X4 0 0 1
X5 = 7 X5 7 0 0

—— N — —— ——
=X =V

1 =V;

=)
b
N

Kurzz | X=Vyg+1tV; +sth, tse€R beliebig]|.

Geometrische Interpretation: Die Lésungsmenge ist eine Ebene in R,
die an den Vektor V "angeheftet” ist.
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Homogene lineare Gleichungssysteme

Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist von der Form
AX=0.

Jedes homogene lineare Gleichungssystem ist stets |9sbar, denn es besitzt die
triviale Losung X = 0.

Interessant ist, ob auch nichttriviale Losungen existieren, d.h. Lésungen X # 0.

Existenz nichttrivialer Losungen:

Theorem 5: Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat nichttriviale
Losungen genau dann, wenn es mindestens eine freie Variable besitzt.
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