Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist von der Form
AR=0.

Jedes homogene lineare Gleichungssystem ist stets losbar, denn es besitzt die
triviale Losung X = 0.

Interessant ist, ob auch nichttriviale Losungen existieren, d.h. Losungen X # 0.
Existenz nichttrivialer Losungen:

Theorem 5: Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat nichttriviale
Losungen genau dann, wenn es mindestens eine freie Variable besitzt.

Hat ein homogenes lineares Gleichungssystem A% = G mit (m x n)-Matrix A genau
k freie Variable (k < n), dann existieren Vektoren v, ..., Vx € R" derart, dass fir die
Lésungsmenge L gilt:

L={RXeER"|X=tV1+...+ &V, t,..., ,k €R} .




Ausbalancieren chemischer Gleichungen

PbNg und Cr Mn, Og reagieren zu Pbs O4, Cr, O3, Mn O, und NO
Also:

my - PbNg + my - Cr Mny, Og — mg-Pbz Oy + my-Crp O3 + mg-Mn O, + mg- NO

‘ m my ms mg ms Mg
Pb 1 0 3 0 0 0
N | 6 0 0 0 0 1
Cr 0 1 0 2 0 0
Mn 0 2 0 0 1 0
0 0 8 4 3 2 1

TU Dresden, WS 2013/14 Einflhrung in die Mathematik fur Informatiker Folie 2



Ausbalancieren chemischer Gleichungen

1 0 3 0 0 0
6 0 0 0 0 1
m 0 | +mm 1 =ms3 0 |4+mg 2 +ms 0 | +mg 0
0 2 0 0 1 0
0 8 4 3 2 1
In Matrixform:
170 -3 0 0 0 m 0
6 0 0 0 0 —1 22 0
0 1 0 -2 0 o0 S |=1]o0
02 0 0 -1 0 g“ 0
0 8 -4 -3 -2 -1 5 0
Me
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Mit Gauss-Algorithmus:

170 -3 0 0 © 170 0 0 0 —x
6 0 0 0 0 -1 01 00 0 -Z
01 0 -2 0 0 f~[00o0 00 -3
0 2 0 0 -1 0 0 0 0 1 O _%

-4 -3 -2 - 44
0 8 4 3 2 1 0000 1 -2

= Loésungsmenge:
(my, My, mg, ma, mg)T = 3m gm 3 lm ﬁm ' mg €R
10 M2, M3, Ma, Ms) " = { 55M6. 7=Me, oo Mo, 7=Me, 726 | Mo

Lésungsmenge in parametrischer Vektorform:

5 22 5 11 44

(M1, my, ma, My, ms, mg)” = t- ( ***** 1

30" 45" 90" 45" 45°



Ausbalancieren chemischer Gleichungen

Lésungsmenge:

[mmmmmm]77t522511441T1‘eR
112 e T e e = 307 457 907 457 45 ’

Gesucht sind alle ganzzahligen Losungen!
"Minimale” Losung fur t = 90:

(my, My, mg, ma, ms, mg)T = (15, 44, 5, 22, 88, 90)"
Balancierte chemische Reaktionsgleichung:

15 PbNg + 44 CrMny Og — 5Pbs Oy + 22Cr, O3 + 88Mn O, + 90 NO
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Es sei A eine (m x n)-Matrix und beRM.
Theorem 6 Das lineare Gleichungssystem AX = b sei Iosbar (d.h. hat eine oder
unendlich viele Losungen). Es sei s eine Losung.

Dann gilt: Die Losungsmenge von AX = Bist die Menge aller Vektoren X € R”, die
sich in der Form
)? = + )?h

schreiben lassen, wobei ¥, eine Losung des homogenen Systems AX = 0 ist.

Man nennt die Losung § auch partikulare L6sung und sagt:

Die Lésungsmenge L von AX = b 14Rt sich als Summe aus einer partikularen
Lésung und der allgemeinen Lésung £y der homogenen Gleichung schreiben:

L=3+1 ::{)?GR” | =5+ %, zhez:o}.



Die inverse Matrix

Eine (n x n)-Matrix A heif3t invertierbar, wenn es eine (n x n)-Matrix B gibt, so

dass
A-B=B-A=E,.

Bezeichnung: A~ := B inverse Matrix von A.
Invertierbare Matrizen heif3en regular, nicht invertierbare (n x n)-Matrizen singular.

Bemerkung: Die Menge aller regularen (n x n)-Matrizen bildet mit der
Matrizenmultiplikation eine Gruppe: ~ (R"X™,.).

Theorem 7: Fir eine invertierbare (n x n)-Matrix A hat das lineare Gleichungs-
system AX = b fir jeden Vektor b € R” die eindeutige Lésung X = A~1b.

Flr invertierbare (n x n)-Matrizen A und B gilt:
° (A—1)71
o (AB)~'=B""A""T
° (AT)—1 — (A—1)T )
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Beispiel: Die Inversen der Elementarmatrizen

Jede Elementarmatrix ist invertierbar, d.h. jede elementare Zeilenoperation ist
reversibel!

Beispiele fir 3 x 3 Matrizen:

l Vertauschen: 2.Zeile< 3.Zeile [ [ Addieren: 2.Zeile+\-1.Zeile [
1 0 O 1 0 O 1
M=o 1 0| My=| 0 0 1 |, My=1[ A
0 0 A 0o 1 0 0

Inverse:
-1 -1
), M, Mo, M, =<

o —= O
- O O

>~ o o
Il

o > =
o -0

- OO
N——



Theorem 8: - Uber die inverse Matrix -

Es sei A eine (n x n)-Matrix. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

1. Alist invertierbar.

Ahat n Pivot-Positionen.

A ist zeilen-aquivalent zu Ep.

Das lineare Gleichungssystem AX = b istfur jedes b € R" I5sbar.
Das homogene Gleichungssystem AX = 0 hat nur die triviale Losung.

Es existiert eine (n x n)-Matrix C, so dass C- A = Ej.

AN L

Es existiert eine (n x n)-Matrix D, so dass A- D = Ep.

Gilt die Bedingung 6 bzw. 7,soist C=A""1 bzw. D= A"".

Berechnung der Inversen: z.B. mittels des Gauss-Algorithmus.



