Losung 1.1 1.1/1

Gegeben: at’"+b=0, t(0) = ty, t(L) = to, t1 > to

Gesucht: t(z), Diskussion der Félle b < 0, b =0und b > 0
Skizze des qualitativen Verlaufs von t(x).

Die angegebene Dgl. entspricht der Dgl. des stationdren Temperaturfeldes in einer ebe-
nen Platte mit innerer Warmequelle (b > 0) bzw. mit einer Wérmesenke (b < 0). Es
handelt sich um eine lineare, inhomogene Dgl. 2. Ordnung mit kontanten Koeffizienten.
Die allgemeine Losung ergibt sich als Summe der Losung der homogenen Dgl. (b = 0)
und der partikularen Losung der inhomogenen Dgl.

Umformung und zweimalige Integration liefert

b b
= —- t'=—a+0C
a a
b, o
t=— 747 +Cy v+ Oy (allgemeine Losung)
a

Die Integrationskonstanten werden mit Hilfe der Randbedingungen bestimmt:

to — 1 b
— L
L +2a

t(fE:L):tQ = 01:

Damit folgt fiir die spezielle Losung nach Einsetzen und Umformen

t(x):2bax(L—:p)+a:t2;t1

+ 1 .

Die qualitative grafische Darstellung dieser

Funktion zeigt nebenstehendes Bild. Bei b th
= 0 (keine Warmequellen) liegt fiir die sta- ¢ b=0
tiondare Temperaturverteilung in einer ebe- 1
nen Wand eine lineare Funktion vor. Bei A
einer Warmequelle (b > 0) ergibt sich ein b<0
nach oben gekriimmter Verlauf. Da die ¢
Wiérmestromdichte auf der rechten Wand- ?
seite grofer ist als auf der linken Seite, ist 0 1
dort der Temperaturgradient grofier. 2

I—
b /

L

Bei einer Wiarmesenke (b < 0) ist der Verlauf nach unten gekriimmt und die grofiten
Wirmestromdichten treten an der linken Wandseite auf. | A | liefert den Beitrag der

partikularen Losung. Das Betragsmaximum ergibt sich bei x = 0,5 L zu

b L2
Amaz |= o
| =52



Losung 1.2 1.2/1

d*t dt
Gegeben: —— + n =

! ~0,1,2
dr? = r dr ’ " T

Gesucht: allgemeine Losung

Mit n = 0,1,2 beschreibt obige Dgl. das stationéare, eindimensionale Temperaturfeld in
einer ebenen Platte, einer Zylinderwand bzw. einer Kugelwand.
Mit der Substitution dt/dr = v folgt

dv n dv dr

— 4+ —v=0; — =—n —

dr r v r
n = 0:

dv = 0; v=Cq; t=C;r+Cs

n=1
dl:_@; mv=—Inr+InC;
v T
1 dt
U:le:— t2011DT+CQ
r dr
n =2
d d
iz_Ql; 1HU=—21DT+1H01
v T
1 dt 1
U:CH?:f t:_017+02
r dr r

Zur Bestimmung der noch unbekannten Koeffizienten € und C5 miissen die Randbe-
dingungen vorgegeben werden. Das ist jedoch nicht Ziel dieser Aufgabe.



Losung 1.3 1.3/1

Gegeben: Ein Schmiedestiick (m, ¢,, to bei 7p), dem die Wirbelstromleistung P
verlustlos zugefiihrt wird

Gesucht: Die Temperaturfunktion ¢ = ¢(7)
Die Wirbelstromleistung P ist identisch mit dem zugefithrten Warmestrom Q.
P=Q

Dieser zugefiihrte Warmestrom bewirkt eine Erhohung der inneren Energie bzw. der
Enthalpie des Schmiedestiickes (¢, & ¢,; fester Kérper mit o = const.)

dH mc,dt )
Q:E: dl; mit dH =m ¢, dt
Q dr =m c, dt
Integration

T t
Q/ dT:mcp/dt
To to
Q(r—7,)=mc, (t—t,)
Mit @ = P folgt

P (r—1,)
m ¢,

t=t,+

d. h. linearer Temperaturanstieg mit der Zeit.



Losung 1.4 1.4/1

Gegeben: Rohrstromung mit Geschwindigkeitsprofil

W(r) = Ve (1 - (;)2)

t(r)—t 2
Temperaturprofil 9(r) = Hr) =t = (T)
tw — Uk R
Gesucht: mittlere Geschwindigkeit w,,
Mischungstemperatur 1,

Das angegebene Geschwindigkeitsprofil gilt fiir eine laminare Rohrstromung. Die mittlere
Geschwindigkeit im Rohr ergibt sich aus der Integration des Geschwindigkeitsprofils iiber
dem Rohrquerschnitt bezogen auf den Rohrquerschnitt. Fir die Integration wird von
schmalen Kreisringen mit der Breite dr und der Flache 2 7 r dr ausgegangen. Fiir ein
Rohr mit dem Radius R und dem variablen Radius r gilt

g 271w g 7\ 2
Wy, 7rR2 O/w 27rrdr—77TR2 0/(1—<R>>7"d7’
2 Wiao l?" rt r_ Winaz

R2 |2 4R, 2

Die mittlere Geschwindigkeit entspricht der halben maximalen Geschwindigkeit, die in
der Rohrmitte vorliegt.

Das angegebene Temperaturprofil stellt eine einfache Naherung dar, an der die Bildung
der Mischungstemperatur gezeigt werden soll. Bei der Ermittlung der Mischungstemper-
atur ist zu beachten, daf} sich sowohl die Geschwindigkeit als auch die Temperatur iiber
dem Rohrradius andern. Es muf deshalb bei der Integration von dem Enthalpiestrom als
Funktion des Rohrradius ausgegangen werden. Es gilt fiir die mittlere Temperatur bzw.
Mischungstemperatur

R
({ w(r) oc, t(r) 2 mrdr

ty =

O iy

w(r) gc, 2mrdr

Fiir konstante Stoffwerte ¢ und ¢, und geschrieben mit der dimensionslosen Temper-
atur gilt analog

1.4/2



1.4/2
(r) 9(r) 27 rdr

R
J
0

tm, — 1
9, = K
tw —ti

S E)
fwmaz (1—(;) >27rrdr

Fiir die vorgegebenen Profile fiir Geschwindigkeit und Temperatur ist die mittlere di-
mensionslose Temperatur 1/3. D. h., das Verhéltnis der Differenz Mischungstemperatur
minus Kerntemperatur zur Differenz Wandtemperatur minus Kerntemperatur ist 1/3.

w(r) 2 mrdr

r\ 2 R (3 ro 2 2
Noorrar (2T \a B R
Rt (mw)r 22
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Losung 1.5 1.5/1

Gegeben: Fliissigkeitsdurchstromte Rohrleitung (d; ~ d,, L, tg, o, w, ¢,)

Gesucht: Austrittstemperatur t4 fiir die Félle

a) ¢ = const.
b) ¢ ~t —ty (ty = konstante Umgebungstemperatur)

dQ =34 dA
dA
A
—1= H | T .
H + dH
d=d,
dL

Die Energiestrombilanz fiir ein kleines Stiick der Leitung dL ergibt (siehe Bild)
H—dQ — (H+dH) =0
dQ = — dH
Warmestrom iiber Rohrwand
dQ=qgdA=¢drdlL mit d;=d,=d
Anderung des Enthalpiestromes
dH =1 ¢, dt

Massestrom, berechnet aus Kontinuitatsgleichung
T

d; .
4 0

m=owA=pw
Damit folgt nach Einsetzen und Umformen
44dL=— owdc, dt.

1.5/2



1.5/2
a) ¢ = const.
L ta
4(}/dL:—gwdcp/dt
o te

4qL

ty=tp— — 1
ATE owcyd

b) Laut Aufgabe ist der flichenspezifische Verlustwirmestrom ¢ = k (t — ty) mit dem
Proportionalitétsfaktor k& (Wérmedurchgangskoeffizient).

Einsetzen in GL.(1) ergibt
4k (t—ty)dL=—pwdc,dt

Nach Trennung der Variablen folgt

dt
4de:—deCpm
Integration
L ta
dt
4k/dL:—gwdcp/
t—ty
o te
ta—t
4k L=—-powdcyln 47U
E—tu
ta =ty + (tg — tv) ik L
= — exp| — —| .
A U E U p owc,d

Da die abgegebene Warmestromdichte proportional der Differenz zwischen Fliissigkeits-
und Umgebungstemperatur ist, ergibt sich ein exponentieller Verlauf der Fliissigkeitstem-
peratur langs der Rohrleitung und ebenso fiir die Austrittstemperatur in Abhangigkeit
von der Rohrlange.

Temperaturverlauf
langs der Rohrleitung

th

' x
b) ta

tU

HJ.Z1.140302 zul 6sung152.dsf



Losung 2.1 2.1/1

Gegeben:

Gesucht:

Stationare Warmeleitung in einer ebenen Wand mit
1. )\:)\0, 2. )\:)\0(1+a1 t), 3. )\:Ao(l—alt)

0 =0,3m, ty; =20 °C, ty, = — 10°C, A =1 W/(m K) oder A\ =
1

W t
Y 9
mK( +0,0 OC)

Temperaturverlauf ¢(z) in der Wand
Warmestromdichte ¢ durch Wand

Das Fouriersche Erfahrungsgesetz fiir eine ebene Wand lautet

A dt
— 2=
1 dx
a _ g
r A = (2)
Damit liefern die drei Falle: tW,i (1)
dt g 3
1. da::_)(\JOZCOHSt' ( )
(lineare Temperaturabnahme) t,,
,a
dt q
2. — =— ——————  const.
d X (L+agt
df ' ( o “ ) Xi Xa
q
3. e — t. HJ.Z1.1560302.zuL 6sung21.dsf
i o (d—an ” eoms

Die Warmestromdichte durch die Wand berechnet sich aus der Integration des Fourier-
schen Erfahrungsgesetzes. Die Warmestromdichte ist in der ebenen Wand und im sta-
tionaren Fall konstant.

2.1/2



tWa

/da:——)\ / dt
th
W
1 —— (=10 °C — 20 °C)
2 A a %
G=— (tw, tW,>:_ m K :100E
Ty — T 0,3m m?
Ta tw,a
b)c}/dx:— / o (1+ at)dt
z; tw,i
. a
q (Ta — ;) = — Ao [twva—tmi+2(t%4,’a—t%v’i)]
ottt 5 (B — )
q:
Ty — T4
W 0,02
1 _10°C —920° ) -1 2_2202:|
R { 0°C =20 °C+ 3.5 ((~10)* = 20%) °C
0,3 m

= 110 W/m2.
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Losung 2.2 2.2/1

Gegeben: Betonwand mit Isolierschicht

55 =0,16 m S = 0,03 m
Ap =0,80 W/(mK) A = 0,06 W/(m K)
tw, = 12 °C twa = —10 °C

Gesucht: Temperatur an der Beriihrungsflache, wenn die Isolierung innen bzw. auflen
angebracht ist.

<

Mit(}—i y_ A

4]
@ = — und dem Warmeleitwiderstand Ry = gilt analog dem Ohm-
R, XA

A
schen Gesetz fiir die gesamte Wand (Reihenschaltung) bzw. die linke Wandschicht

5 twi — twa twi —t twi— 8]
q — = == .
(Ryp+ Rags) A Ryrs A Ryp A

Damit folgt fiir die linke bzw. rechte Anordnung
t1=twi — ¢ Rags A ti=tw;—q Rap A.

Die gegebenen Zahlenwerte liefern fiir A = 1 m?

Ors K OB
—; Ry =
W’ B A A

=0,2

=lks

2.2/2
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12—-(-10) K W
=31,4 — .
0,5+0,2 Emg " m?2
W
Die Warmestromdichte durch die Wand ist unabhéngig von der Reihenfolge der beiden
Schichten.

q=

SchlieB8lich ergibt sich
W
t1=12°C-314 — 0,5 — 1m®=-3,7°C
m

Im?=5,7°C.

== ==

W
tr=12°C-314 — 0,2
m

Der Temperaturverlauf ist im Bild dargestellt. Da es sich um die Warmeleitung durch
eine ebene Wand fiir den stationaren Fall bei konstantem Warmeleitkoeffizienten han-
delt, treten lineare Temperaturverlaufe auf. Je grofler der Warmeleitkoeffizient ist, desto
kleiner ist der Temperaturgradient.



Losung 2.3 2.3/1

Gegeben: Stationare Warmeleitung durch ebene Wand
¢=600W/m? 6=0,2m, ty,=10°C,
A=X (1+at)=15(140,01¢/°C) W/(m K)

Gesucht: Temperatur ¢, in Wandmitte

Fouriersches Erfahrungsgesetz fiir ebene Wand

A dt
L, a
dx

Trennung der Variablen und Integration (zwischen §/2 und 9, da die Temperatur t,,
an der Stelle §/2 gesucht ist und bei § gegeben ist)

a 4 tW,a
_)\i / de = / (14 at)dt mit a=0,01/°Cund \g =15 W/(m K)
0 572 tm
_ 42 twa = tm + 5 (ta — 12)
2 )\() @ m
) 2 )
2 4+t — 12, — = twa =0
m+ W.,a a w, )\Oa
PO [ I 00
" a2 e Wa Ao @
°C °C? 2 °C 600 W/m? 0,2 m °C
by = — 10% °C? 10 °C :
0,01 " J 0,012 001 TS W/ (m K) 0,01
t,m = 13,58 °C

(Nur positive Wurzel liefert ein physikalisch sinnvolles Resultat.)

Aufgaben, bei denen nach einer Ortlichen Temperatur gefragt ist, lassen sich auch aus-
gehend von der Fourierschen Differentialgleichung des Temperaturfeldes 16sen. Die obige
Losung mit dem Fourierschen Erfahrungsgesetz als Ausgangsgleichung ist aber im vor-
liegenden Fall einfacher, da die Warmestromdichte konstant und gegeben ist.



Losung 2.4

Gegeben: d; = 150 mm
ds = 250 mm
t; =25,9 °C
to =20 °C
Q=47W

Gesucht: a) t =t(r)

b) A von Sand

a) Das Temperaturprofil in der
durch den Sand gebildeten
Kugelschale ist gemaf
Umdruck S. 10

[yt <1 1)
- 11 X\ /-

1 )

td

b) Fiir Warmestrom und Wérmeleitwiderstand der Sand-Kugelschale gilt nach Umdruck

S. 10

.t — 1t 1 1 1
— . Ry = _
Q R)\ ’ A 47‘(‘/\ (Tl 7‘2)

und umgestellt nach dem gesuchten Warmeleitkoeffizienten des Sandes ergibt sich

0 1

Die gegebenen Zahlenwerte liefern

W
A=0,338 — .
’ m K



Losung 2.5 2.5/1

Gegeben: Langes Kabel
ro = 0,01 m, A\; = 230 W/(m K); 94 = 2,5-107% Q cm
Isolierung
R = 0,03 m; Ay = 0,35 W/(m K); tw, =0 °C;
tmaz = 60 °C

Gesucht: a) zuldssige Stromstérke
b) t(r =0)

. lektrischer Leit
a) Der durch den elektrischen Stromfluf eoamsehier Leter

freigesetzte Warmestrom @ im elektrischen
Leiter wird iiber die Isolierung nach auflen
geleitet.

Isolierung

: tmax - tW(z
Q=13 Ro=—F5—=
R/\,Is

tmaa} - tW,a

Imax =
Ro Ry 15

nur positive Wurzel physikalisch sinnvoll)

. Qel L Qel L
Mit  Rq = =
' “ A g

(Ohmscher Widerstand des elektrischen Leiters)

1 R
d Rysy=s—In—
o % ZWL)\QHTO

(Wérmeleitwiderstand der Kabelisolierung)

folgt

W
2)\2 (tmam_tW,a>:ﬂ_001m 20,35 miK (60_O>K 1Q

R 0,03m _ W
kil 2.5.10-% Q m In~ M
0t In ’ MG i m A

[max =TTy

Iaw = 1228.5 A.

b) Die Fouriersche Differentialgleichung des Temperaturfeldes

ot q: A
7:av2t—|—7qz mit a=—-
or 0 Cp 0Cp

2.5/2



2.5/2

geht im vorliegenden Fall (stationér, eindimensional) iiber in die gewohnliche Dgl.
Pt 1 dt g
- _.|_ - =
dr2  r dr )\

Die Warmequelldichte im elektrischen Leiter ergibt sich aus

=0.

&:Q: Irzna,x QelL _ Irznax Qel
Vo rmrmdardlL w2rg

Die obige Dgl. 1at sich mit Beachtung der Produktregel schreiben

1 d dt 4
m«(%>m—0

Mit Trennung der Variablen wird die Integration moglich:

dt g;
/d<rdr> ——/)\lrdr

dt a4

ro =3 N r? + Oy (nach 1. Integration)
@ . G
dt = / _ 4 M)y
/ < 2 /\1 rt r ) "
i,
t=— 41 ;y +CyInr+Csy (nach 2. Integration)
1

Die Konstanten lassen sich aus den beiden Randbedingungen ermitteln:

dt
(dr) = 0 (Symmetriebedingung) = C; =0
r=0

tr=m" :tmax = C: :tmax+
(r=ro) 2 4\
Damit folgt fiir die Temperaturverteilung im elektrischen Leiter

d;

Hr) = tmae + (15 = 1) 37
Die Temperatur in der Kabelachse ergibt sich zu

W

Hir = 0) = tyy 4 —maz Ol _ g0y 1228,5° A% 2,5-107 O m 1 9

2 .2 W
4 AT 4-230 — 72 0,012 m?
m K

t(r =0) = 60,04 °C.



Losung 2.6 2.6/1

Gegeben: Wasserdurchstromtes Stahlrohr mit Isolierung
d; = 200 mm d, = 210 mm 07s = 100 mm
Ast =50 W/ (m K) A = 0,06 W/(m K)
a; =300 W/(m? K)  a, =20 W/(m? K)
t; =110 °C te =20 °C
Gesucht: a) Warmetransportwiderstinde,
b) ldngenbezogener Wérmestrom,
¢) innere und duflere Wandtemperatur,
d) relativer Fehler bei ausschliefllicher Berticksichtigung der Isolierung

a) Die Widerstdnde werden fiir L = 1 m Rohrldnge berechnet

R, = L 0 005305 &
Y awd, L W
1 K
R, = = 0,03882 —
“ " g7 (da+2055) L W
d,
Rysi = ——0- =1,553-107% —
AET L9 N W
1 da+2515
g Gat 2015
d K
Ryjo=——%a  — 1775 —
o T L2\, W

Der Gesamtwiderstand fiir 1 m Rohrlange betragt

K
Ry = Ry, + Ry st + Ry 1s + Ry, = 1,819 W

Fiir den Warmedurchgangskoeffizient ergibt sich fiir 1 m Rohrlange

1 1 W
Rk Az Rk ™ dz L ’ m? K

ki

b) Der ldngenbezogene Wérmestrom, der vom Rohr an die Umgebung abgegeben wird,
betragt

Q tz _ta

W
= = — 49,48 —
L LR " m

2.6/2



2.6/2
c¢) Die Oberflachentemperaturen berechnen sich am einfachsten, wenn von der Innen- bzw.
Auflentemperatur ausgegangen und der Warmeiibergang berticksichtigt wird.

Q/L
twa = ta =21,92 °C
W +oza7r(da+2513)
)/L
tI/V,z:tz_ Q/ :109,73 OC
Q; T A;

d) Der lingenbezogene Warmestrom fiir den Fall, dafi nur die Isolierung beriicksichtigt
wird, betragt

Q ti_ta

W
L L R,\’[S ’ m

und damit tritt folgender Fehler auf

AC 50,712 — 49. 48
f=| ﬁ |-100% = — . 100% = 2,49%
9) 49, 48

. KSt }\‘Is
Q4 Oy
t—
' d 1,
H a
di 8Is
_;—> : HJ.Z1.220302.zuL6sung26.dsf




Losung 2.7 2.7/1

Gegeben: Nafldampfdurchstromtes Stahlrohr mit Isolierung
d; = 200 mm d, = 220 mm
0rs = 150 mm L=10m
Ars = 0,15 W/(m K) a, =20 W/(m? K)
Raﬂ' = R)\’Rom =0 WE = 0,8 IIl/S, ta =20 °C
p = 0,5 MPa zp =10
ts = 151,9 °C r=2108 kJ/kg v” =0,3748 m3/kg

Gesucht: a) x4
b) x4 bei 67, = 105 mm

a) Mit p = 0,5 MPa folgt aus der
Sattigungstafel:
t; = ty(p) = 151,9 °C \ Isolierung
t
Der Warmestrom vom Nafldampf {tber — N
die Rohrwand an die Umgebung ist Stahl t
. tz - ta
Q=—7 d,
k —_—>
da 8is
Rk — Raz + R)\7St + R}\’Is + Raa HJ.Z1.220302.zuL8sung27 dsf
1 1 dy +2 614 1
Ry, = 1
FTTL <2 e T A T g2 5Is)>
1 1 0,22+2-0,15 1
R, = In +
710m \2-0,15 W/(m K) 0,22 20 W/(m? K)(0,22 +2-0,15 m
K
Ry, = 0,094331 W

Die Zahlenwerte liefern fiir den Warmestrom

Q = 1398,27 W.

Die abgegebene Warme fiihrt zu einer teilweisen Kondensation des Dampfes und somit zur
Verringerung des Dampfanteils x. Die Energiebilanz fiir das durchstrémte Stahlrohr lautet

Q=Hp—H,
Q =1 (hg —ha) = m (zp —za) (W"(p) — I (p)) .

2.7/2



2.7/2
Mit der Kontinuitatsgleichung
1 T , 0,8m/s 70,2 m?

m=ow A= e A= s ke 4

= 0,067056 kg/s

und
" —h' =r(p)
. r=2108 kJ/kg s
sowie . _ 0,3748 m? /kg } aus Sattigungstafel
folgt
Q4@ o 4-0,3748 m®/kg 1398,2T W
A T T S wp 2 2108-10° J/kg 0,8 m/s 7 0,22 m?

24 = 0,9901

b) Mit den gleichen Beziehungen wie unter Teilaufgabe a) und nur verdnderter Isolierstarke
ergibt sich

K .
Ry, =0,074044 W Q =1781,37 W, x4 = 0,9874.
Wie zu erwarten war, vergroflert sich wegen der geringeren Isolierstirke der abgegebene
Wiérmestrom und der Dampfgehalt am Austritt nimmt ab.



Losung 2.8 2.8/1

Gegeben: Mehrschichtige, ebene Wand

5 = 150 mm A =4 W/(m K)

8> = 300 mm Ao = (0,5 + /2200 °C) W/(m K)
d3 = 4 mm A3 =20 W/(m K)

t; = 1400 °C te =20 °C

a; =100 W/(m? K)  «a, =20 W/(m? K)

Gesucht: a) Qualitativer Temperaturverlauf in der Wand,
b) flichenspezifischer Warmestrom ¢ durch die Wand

a) Da ein stationdrer Warmetransport
stattfindet, mufl gelten

s li—twi  lwi—t t ——
=71 = 5, : 4

A2 A3 ¢ Z L
o tW,a - ta

=ty b= twa \
5 0 é

LR 04 5, 0y
Qg
Mit den gegebenen Groflen wird X

1 m? K 01 m? K

— =0,01 ; — =0,0375 ;

o ’ W’ A ’ W’

09 m? K 03 , m? K 1 2K

= =0,365 ; —=2-10" ;, — =005

)\2 W )\3 W Ay

Geordnet ergeben sich die Ungleichungen

o 1 - 01 1 09
A3 o A1 (0% A2
(tg — tI/V,a) < (tz — twﬂ') < (tVV,z — tl) < (twﬂ — ta) < (tl — tg).
Fir das temperaturabhangige Ay wurde als 1. Naherung angenommen:

W
Xo(tn = 710 °C) = 0,822 ——.
o 710 °C) = 0,822 ——

2.8/2
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Entsprechend den Ungleichungen ergibt sich das Temperaturprofil im obigen Bild.

b) Der Warmestrom in der Schamotteschicht ergibt sich wegen der Temperaturabhéngigkeit
von Ay = A\g + a t aus der Integration der Fourierschen Warmeleitgleichung

A dt dt
Gy = —o(t) i —(Mo+at) o

t1

02 to
s / d:v:—/()\o—i—at) dt
0

b=y [ota-t)+5 (B-8) &
Gy = —512 P\o + % (t2 + tl)] (ta —t1) = —512 Az (tm) (t2 — t1). (2)

Die mittlere Warmeleitfahigkeit fiir die Schicht 2 ergibt sich somit aus dem Ansatz
Ao = (0,5 +t2,,/2200 °C) W/(m K) (3)
mit der mittleren Temperatur ts,, = 0,5 (t; + t2).

Die Temperaturen t; und ¢, sind jedoch noch unbekannt. Fiir die Schichten links und
rechts der Schamottewand gilt:

L= s ta—t,
QI_i_i_é (4>7 Q3_§+i' (5)
Q; A1 A3 (6%

Wegen der Kontinuitat des Warmestromes gilt weiterhin

(}1:(}2:(}3:(} (6)
bzw.

“ ti_ta

=T 6 6, 1 @

%) A >\2,m A3 U,

Die GlIn.(2), (4) und (5) mit den 3 Unbekannten ¢, ¢; und ¢, miissen nun gelost werden.
Im vorliegenden Fall geht dies am einfachsten durch eine iterative Rechnung. Folgende
Schritte sind dabei abzuarbeiten:
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1. Annahme einer mittleren Temperatur o, fir die Schamottewand
2. Berechnung von A, ,,, aus GL.(3)
3. Berechnung von ¢ nach G1.(7)

4. Berechnung von t; und ¢, aus den Gln.(4) und (5)

~ (1 ) A [0 1
ti=t;— g <+ 1) (8), tgzta+q<3+> (9)

Q; A1 )\3 Qg

5. Kontrolle der angenommenen mittleren Temperatur fiir die Schamotteschicht
tg’m — 0, 5 (tl + tQ)

6. Wiederholung der Rechnung bis erforderliche Genauigkeit erreicht ist.

Die Benutzung der G1.(7) statt der G1.(2) im 3. Schritt erleichtert die iterative Rechnung,
da die Temperaturen t¢; und ¢, bekannt sind, die Temperaturen ¢; und ¢, in GL.(2) aber
noch nicht.

Beispiel:

1. Iteration: t5,, = 0,5 (1400+ 20) °C =710 °C
Aam = 0,8227 W/(m K)
q = 2984,7 W/m?, t; = 1258,22 °C, t, = 169, 84 °C
tom = 714,03 °C

2. Iteration: ty,, = 714,03 °C, Aym = 0,824558 W/(m K)
q = 2990,05 W/m?, t; = 1257,97 °C, t, = 170,10 °C
tom = 714,035 °C.

Die Iteration fiihrt im vorliegenden Fall sehr schnell zum Ziel, da der Startwert schon sehr
gut war. Aber auch in anderen Fallen ist das angegebene Iterationsschema sehr effektiv.

Das Gleichungssystem (1), (4) und (5) kann auch exakt gelost werden. Dazu sind einige
Umformungen notwendig. Nach Einsetzen der Temperaturen ¢; und ¢, (Gln.(8) und (9))
in G1.(1) erhélt man nach einigen Umformungen die folgende quadratische Gleichung fiir ¢

Kl (}2+K26}+K3:0

mit
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A
Ko=1+22 (A4 B)+ = (ty B+1; A)
b2 b2
Ky=— (loa—t;)+ 5 (ta — ¢
v= 2 (=t + 5 (=)
1 & 6 1
A= —+— B=_>+—.
Oéi_'_)\l7 )\3 Qg

Die Losung der quadratischen Gleichung lautet (nur positive Wurzel liefert einen physikalisch

sinnvollen Wert)

\ Ky ( K )2 K3
q=- - T K
2 K, 2 K, K

Mit den Werten A\g = 0,5 W/(m K) und a = 1/2200W/(m K?) sowie

A =0,0475 m* K/W und B = 0,0502 m? K/W wird

Ky =1,9984091 - 10~ m?/W, K, = 1,2651121 und K3 = — 3784, 545 W /m?

und damit ¢ = 2990, 05 W /m?2.



Losung 2.9 2.9/1

Gegeben: Betonwand mit Auflenisolierung und Putz

(53 = 0,16 m )\B = 0,8 W/(Hl K)
87 = 0,06 m Azs = 0,05 W/(m K)
(Sp = 0,0l m AP = 0,8 W/(m K)
t; =22 °C t, =5 °C

a;=5W/(m?*K) «a,=20W/(m? K)
Von auBen zugefithrter Warmestrom infolge Sonneneinwirkung ¢ g = 400 W /m?

Gesucht: Warmestromdichte durch die Wand und Temperaturverlauf in der Wand
ohne b) und mit Sonneneinwirkung c)

a) Wirmestromdichte ¢ durch die Wand (ohne Sonneneinwirkung)

2 ti_ta
q:
1 1) 01 0 1
— 49U er 2
a; )\B >\[s /\P Aq
B (22— 5) K
o 1 0,16 m 0,06 m 0,01l m 1
U T U S
m? K " mK T mK " mK m? K
:10,226E2
m

b) Temperaturverlauf
Vergleich der einzelnen Widerstande
Beton Isolierung

R)\,P < Ra,a < Ra,i = RA,B < R)\,Is PUtZ

R b T~

liefert wegen Q =
Atp < Ata < Atl = AtB < Atjs

Vergleich der Anstiege in der Wand

(), = (), = (&),
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Die Temperaturen betragen

twi =1
tl - tVV,z

tW,a - 2fa

to =twgq

~

2
_ 4 _ 990 _ 10,226 W/m®
Q; 5 W/(m? K)

J 2
CQdp 19,95 — 10,226 W/m? 0,16 m
A5 0,8 W/(m K)
q .. 10,226 W/m?
* Qq =570 20 W/(m?2 K)
q Op 10,226 W/m? - 0,01 m

19P _ 5 51 0C
T T YT T R W m K

=19,95 °C

= 17,91 °C

=5,51°C

= 5,64 °C

c) Es wird angenommen, da8 ty,, > t; wird.
Die Energiestrombilanz lautet dafiir:

Qs =0Q1+ Qs bzw. ds=q;+ 0y (1)

Auf Grund

Warmestromdichte zwischen innen und R S ol

auBen nicht gleich. Deshalb miissen die i

beiden Bere
werden.

der Sonneneinwirkung ist die

iche 1 und 2 getrennt berechnet

2.9/2

e tVV,a - tz - tW,a - t’L (2>
N, 5ls+5B 1 R A

— +

)\p )\Is )\B o AVARRENEIEEYN

‘ (3) 3

5

ye

Nach Einsetzen von (2) und (3) in (1) ergibt sich die duflere Wandtemperatur zu

~

a

o BT RA TR A

W — 1 1
"mA R A
0,01 m 0,06 m 0,16 m 1m m? K
O,S—mK 0,05—mK O,8—mK 5m2K

2.9/3



2.9/3

1 m? K
Ry A= " W= 0,05 W
m?2 K
W 22 °C 5 °C
400 ——
00 2t m? K m? K
1,6125 0,05
e = — 24,91 °C
W, L1 W :
1,6125  0,05) m? K

Da tw, > t; ist, geht ein Warmestrom von auflen nach innen und es tritt tber der
Wand kein Warmeverlust des Gebaudes auf.

Wenn bei der obigen Berechnung von der Annahme ¢y, < t; ausgegangen worden wére,
ergibt sich natiirlich der gleiche Zahlenwert fiir ¢y,,. Der berechnete Wert fiir c}l ware
allerdings negativ, da dann der Warmestrom anders als angenommen gerichtet ist.

Mit den Gleichungen (2) und (3) folgt nach Einsetzen der Werte
W

m?2

- W n
G =1,804 —: g, = 398,2

Die restlichen Temperaturen ergeben sich aus

tws =t + 11 = 22,36 °C

aq
)
t) =ty + L8 — 929 72°C
B
A 5.
ty =t + L5 9y g9 oC

Is

Den qualitiven Temperaturverlauf in der Wand zeigt die folgende Skizze.

t, b

1:W,i tW,a

HJ.Z1.1050302.zuL 6sung29c. dsf



Losung 2.10

Hohe H = 2,4 m, Breite B = 3,6 m, Dicke 6 = 0,24 m
Abmessungen eines Steines a = 0,36 m, h = 0,24 m, § = 0,24 m b = 0,05 m
Wiirmeleitkoeffizient Wandmaterial Ay = 0,6 W/(m K),

2.10/1

Wirmeiibergangskoeffizienten a; = 5 W/(m? K), a, = 15 W/(m? K)

Gegeben: Mauer aus Hohlblocksteinen
Luft A\, = 0,08 W/(m K)
Umgebungstemperaturen ¢; = 20 °C, t, = —5 °C
Gesucht:

b) Wérmestrom @ durch Wand nach 2 Modellen
¢) Warmestrom () durch Wand mit Vollsteinen

a) Wiérmedurchgangskoeffizient k& nach 2 Modellen

Aus Symmetriegriinden braucht nur ein halber Stein betrachtet zu werden.

Wandmaterial

Luft

Ersatzschaltbilder:
Modell A 1
Ra,a
T
R.wa
1
T
Riw2 R,.. Rows
pe
1
Row.
T
Ra,i

] Rowe

Symmetrieachse
=/
o
M
2}
AQ
)
o
t
b/2
—— f——
al2
Modell B
Ji RK,W5
Rone [ |Re [
T
RK,WS
1
R
R
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Modell A Modell B
1 5

21 L |3 41 L |s
1 5

Modell A: Es wird angenommen, dafl in der Schicht 1 eine einheitliche Temperatur in
Querrichtung vorliegt. Das bedeutet, daf fiir den Warmetransport in Querrichtung kein
Widerstand auftritt (unendlich groe Warmeleitféhigkeit).

Modell B: Es wird angenommen, daf in den beiden &ufleren Wandschichten keine Warme-
leitung in Querrichtung auftritt (vernachléssigbar geringe Warmeleitfahigkeit). Zwischen
Schicht 4 und 5 bzw. zur eingeschlossenen Luft erfolgt kein Warmetransport.

In der Realitat ist die Warmestromdichte in der Schicht 1 nicht konstant tiber dem Quer-
schnitt. Im Bereich iiber der eingeschlossenen Luftschicht tritt eine kleinere Warmestrom-
dichte auf als iiber der Schicht 2. Durch die dadurch entstehenden Temperaturgradienten
in Querrichtung kommt auch ein Warmestrom in Querrichtung (z. B. von Schicht 5 zu
Schicht 4) zustande. Das realistische Ergebnis liegt zwischen den beiden Modellen A und
B.

a) Wiarmedurchgangskoeffizient k fiir die gesamte Wand

1

E=—
ARy’

A=BH

Anzahl der Steine in der gesamten Wand

HB  24m3,6m

— -1
h a 0,24 m 0,36 m 00

n =

Warmedurchgangswiderstand fiir die gesamte Wand (Parallelschaltung der Widerstande
fiir alle halben Steine)

R

R, = —
k 2n

R Wiarmedurchgangswiderstand fiir einen halben Stein (laut Skizze).
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Damit wird

_ 2HB 2
" BHRah Rah

k

Zu diesem Ergebnis kommt man auch sofort, wenn der Warmedurchgangskoeffizient fiir
einen halben Stein berechnet wird. Da k flachenbezogen ist, sind verschiedene Herleitun-
gen moglich.

Modell A:
1
R = Ro; + Rawa + —1 1 T T fawa + Ra,
+——+
Rywa Ry  Ryws
Modell B:
1
RB - Rai + 1 1 1 + Raa

+ +
Rywa 2R ws+ Ry Rawge

Die Warmedurchgangswiderstande ergeben sich aus einer Reihen- und Parallelschaltung
der einzelnen Teilwiderstande:

Reihenschaltung R=>R;

1
Parallelschaltung R=—

s 1
R,

Die einzelnen Teilwiderstande betragen:

R, = L 1 :46296E
: a»gh W ’ W

’52 5@0,181’110,2411]

1 1 K
Qg a W ) W

A 5 h 15— 0,18 m 0,24 m

b 0,05 K

R)\,W,l = a == W ’ - == ]., 9290 W

Aw 5 b 0,6 —0,18m0,24m

m K

§5—2b 0,14 m K
R — — ’ — 19,4444 — 2.10/4
AW2 TN b A ’ W /

0,6ﬂ 0,05m 0,24 m
m K
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Rows = 5_2b - . 0,14 m _ 38,8889 VI;
My = h 0,6 —— 0,025 m 0,24 m
2 m K
5 0.24 m K
Ry = - i —33.3333 —
A W )
Aw b h 0,6 — 0,05 m 0,24 m w
m K
K
Ryws = b = 0,05 m — 3.3069 —
o A(a 3b)h 0.6 0,105 m 0.24 w
w 2 2 ) HlK ) m v, m
5 0.24 K
Ryws = —— = T - — 66,6667 -
My = h 0,6 —— 0,025 m 0,24 m
2 m K
5—2b 0.14 K
Ry, = — - e = 60,4444
AL (—b> h 0,08 —0,105m 0,24 m
2 2 m K

Damit wird fir den Warmewiderstand fiir einen halben Stein nach den beiden Mod-
ellen

K K
R4 =20,9546 — Rp = 23,3703 —
A ) Wa B ’ W

und fiir den Warmedurchgangskoeffizienten

W W
ka=1,1047 —— kg = 0,9905 )
A ) m2 K, B ) Il'l2 K

Die Ergebnisse nach den beiden Modellen unterscheiden sich nur um etwa 10 %. Das
Modell B liefert den minimalen Wert, da keine Warmeleitung in Querrichtung zugelassen
wird.

Modell A liefert den maximalen Wert, da kein Widerstand fiir die Warmeleitung in Quer-
richtung angenommen wird. Mit einem Mittelwert aus den beiden Modellen liegt man
sehr nahe an dem realistischen Wert, der jedoch nur durch eine zweidimensionale Berech-
nung (z. B. mit Temperaturfeldprogrammen) mit wesentlich groflerem Aufwand ermittelt
werden kann.

b) Wérmestrom durch die gesamte Wand

Q=kBH (t; —t,)

Modell A

: W
Qa=1,1047 —=- 3,6 m- 2,4 m (20 +5) K =238,6 W 2.10/5
m
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Modell B

. W
Qpr = 0,9905 — 3,6 m-2,4m (20+5) K=213,9 W
m? K

c) Wirmestrom durch Wand aus Vollsteinen

t—t,
© 1 1 n o n 1
B H a; )\W (6%
_ (204+5) K 894 W
1 1 0,24 m 1
3,6m 2,4 m W W W




Losung 2.11

2.11/1

Gegeben: Paket aus mehreren Schichten Kupferblech und Papier

Abmessungen L =B =9 = 0,2 m
Kupfer A\ = 372 W/(m K)

Papier Ap = 0,12 W/(m K), ¢ = 0,7
Wandtemperatur ty, = 200 °C

Umgebung ¢y = 20 °C, a = 10 W/(m? K)

Gesucht:  Effektiver Warmeleitkoeflizient Ay
iibertragener Warmestrom ()

fir Warmestrom a) langs der Bleche und b) quer zu den Blechen

In der Aufgabe sind die Reihen- und Parallelschaltung von vielen gleichartigen Widerstéinden
zu betrachten. Es kann eine eindimensionale Warmeleitung durch das Paket angenommen
werden, da die Seitenflichen ideal isoliert sind (adiabate Wénde). In der Anordnung a)
stromt die Warme langs der Bleche (Parallelschaltung), in der Anordnung b) quer zu den

Blechen (Reihenschaltung).

Anordnung a)

Anordnung b)

adiabat
a’! tU OL, tU
T AQ
Q ) w0
5 tw Papier B B tw;
- Kupfer ) -

a) Parallelschaltung von Widerstédnden im Paket

1
Rges = 271 + Ra
R
Widerstand der Kupferbleche
B
R pr—
MET Nk (I=—9) 6 L

HJ.Z1.220302.zuL 5sung211.dsf
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Widerstand des Papiers

B
Ryp=——"7-—
AP A P Y o L
Wiérmetibergangswiderstand

1

“adl

gesamter Widerstand

1 1 1 1
Ryes = + = +
< 5L 0L L oL oL
E)\K(l_(P)"i_f)\PSO “ F[)‘K(l_go)‘i‘)\PSO] “
B 1 N 1
-~ 0,22 m? W W W s 9
’ 2 — (1— 12 — 10 0,2° m
om 372 —- (1-0,7)+0,12 — 0,7 — %
—2545K
=2, W
Warmestrom

. tw—ty (200 —20) K
Q p— R pu—
ges

=70,73 W

2,545 —
’ W

effektiver Warmeleitkoeffizient

B 1
p— p—
Foacss Aesr 0 L I

Aeff=Ax (1—¢@)+Ap o

W W
=372 —— (1-0,7)+0,12 — 0,7=111,7 W/(m K)

b) Reihenschaltung der Widersténde
Rges = Z R)\ + Ra

Da die Reihenfolge der Widerstande bei einer Reihenschaltung keine Rolle spielen, konnen
die Dicken der jeweiligen Materialien addiert werden.
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Widerstand der Kupferbleche

(1—¢p)d

Ryj—=-— "7
MO Nk B L

Widerstand des Papiers

__po
Ap BL

Ry p

Warmeiibergangswiderstand

1
aB L

R, =

gesamter Widerstand

(1—¢)o @0 1

Boes =BT "0, BL T aBL
1-0,7)-0,2 0,7-0,2 1
Rges:( W) 2m2+ W H; 2 W 2 9
2 ——0,2 12 —— 0.2 1 2
37 mKO’ m 0, mKO’ m OmQKO’ m
K
= 31,67 —
W
Warmestrom
. tw —t 200 — 20) K
Q= WR v _ | 12 =5,683 W
ges 31,67 —
\WY
effektiver Warmeleitkoeflizient
Roji=—  —%'R
)\Eff—)\effBL— A
N ) 1 B 1
eff_BL(l—gp)6+ ) _1—s0+£
A B L A\ B L K Ap
1 \WY
= =07 . 0.7 :0,1714—mK
372ﬂ O,lQﬂ

m K m K
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Gegeben: kugelformiges Brennelement r; = 11 mm, A = 28 W/(m K)
Hiillmaterial § = 2 mm, Ay = 20 W/(m K)
Kiihlmedium ¢, = 250 °C, a = 2000 W/(m? K)
volumenspezifische Leistung im Brennelement ¢ = 1,2 - 10> W/m?

Gesucht: Temperatur t; an der inneren Hiillenwand
Temperatur 5 im Kern des Brennelementes

Der erzeugte Wirmestrom im Brennelement ergibt sich mit der Warmequelldichte ¢
-~ ~ 4
Q=qV=q 37 ry

Der Warmedurchgang von der Oberflache des Brennelementes an das Kithlmedium liefert
eine zweite Gleichung fiir den Warmestrom

o tl_ta o tl_ta
C Raw+Re 1 1 (1 1 )+ 1
4dm \Aw \r1 rm+9 a(r +6)°

Einsetzen und Umformen liefert die Temperatur an der inneren Hiillenwand

Q

t_t+éﬁ1<1_1>+ !
L 3 /\W T T1+5 Q(T1+5)2
1,2-108 E?, 0,011 m?
t; = 250 °C + 1
3
1 ( 1 1 ) 1 1
B 24 = 444,7 °C

g0 ¥ \0011 0,013) m o500 W a2 0

m K m? K

Zur Ermittlung der Kerntemperatur mufl das Temperaturprofil im Brennelement ausge-
hend von der Fourierschen Differentialgleichung berechnet werden.

Die Fouriersche Differentialgleichung fiir den eindimensionalen Fall und eine Kugel mit
innerer Warmequelle lautet:

Pt 2dt g
- _|_ - =2
dr?  rdr A
Eine einfachere Losung der Differentialgleichung (1) ist fiir die folgende Form mdglich

(Kontrolle durch Anwendung der Produktregel, um wieder auf Gl.(1) zu kommen).
2.13/2
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1 d [ ,dt q;

- = - i 2

r? dr (T dr> + A (2)
Trennung der Variablen und Integration

dt q
2 At 4 2
/ d (r dr) 3 re dr
,dt g’

LT a3 e (3)

nochmalige Trennung der Variablen und Integration

q dr
/dt:_ﬁ TdT—i—C'l 2
%2
qr C
t=——7r—F — — 4
6 A r TG (4)
Randbedingungen:
dt .
1.7":O:d—:O Aus GL.(3) wird C; =0
r

~ 9
2.r=r:t=1t Aus Gl.(4) wird C’gztl—i—%.

Damit lautet das Temperaturprofil

t(r) =t + GL/\ (rf - r2)

Fiir die Kerntemperatur tx = ¢(r = 0) ergibt sich

W
ir? 1,2-10° — -0,011* m?
tg =t + — =444,7 °C + m =531,1°C

6 A 6.08

m K

Temperaturverlauf im Brennelement
A
tK |_\
t, N
t,

-
HJ.ZI.220302.zuL6sung213.dsf r1 r1 + 8 r
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Gegeben: Dampffithrende Rohrleitung mit wahlweise verschiedenen Isolierstarken
D=20mm, L =2m
01/62/03 = 0,0025 m/0,01 m /0,025 m
Ars = 0,15 W/(m K)
t; =120 °C, t, = 20 °C, a, = 7,5 W/(m? K)
Roe,i = R/\,Rohr =0

Gesucht: Aussage zur Zweckmaéafigkeit der Isolierung

a) Unter den gegebenen Bedingungen ist der Wéarmestrom an die Umgebung (R,; =
RA,Rohr - O)

. ti—ta_ QFL(tz—ta)
R W/ T P W
)\]s D Qg (D + 2 (515)

Setzt man nacheinander die gegebenen Isolierschichtdicken einschliellich des nicht gegebe-
nen Wertes dy = 0 ein, so folgt

015 0 0,0025 | 0,01 0,025 | m
Q | 94,25 | 103,39 | 111,33 | 103,33 | W

Die Werte zeigen, daB obige Funktion Q(d;) ein Maximum aufweist. Die Ursache hier-
fir ist die geringer werdende Zunahme des ersten Summanden (Wéarmeleitwiderstand)
gegeniiber der Abnahme des zweiten (Warmetibergangswiderstand) im Nenner von Glei-
chung (1). Eine Isolierung mit dem vorhandenen Isoliermaterial ist nicht sinnvoll, da der
Wiérmestrom bei den gegebenen Isolierschichtdicken gréfer ist als ohne Isolierung. Dieser
Effekt tritt immer dann auf, wenn das Isoliermaterial keine sehr guten Isoliereigenschaften
aufweist, es sich um die Isolierung von Rohren mit kleinem Durchmesser handelt und der
aufere Warmetibergangskoeffizient klein ist.

b) Bei einer negativen Wirkung der Isolierung tritt immer ein Maximum von Q in

Abhéngigkeit von der Isolierschichtdicke d75 auf. GIl.(1) hat dann ein Maximum, wenn
der Nenner F' ein Minimum aufweist.
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Der Ort des Extremwertes kann aus

dQ _dF _ 0
dors  doys
ermittelt werden. Mit
1 D +2 ¢y 2
Pt oy
wird
dF 2 4

0

o1y A1y (D+2075) 0w (D+2075)2

und daraus die Isolierschichtdicke dgx bei dem maximalen Warmestrom

Ars D 0,15 W/(mK) 0,02m
R W/m2K) 2 =00l m.
Bei weiterer Zunahme der Isolierschichtdicke nimmt @ ab. Der Wert Qy = 94,25 W
ohne Isolierung wird bei einer Isolierschichtdicke von §y = 0,0392 m erreicht (iterative
Losung aus GL.(1)).
Damit gerade keine negative Wirkung der Isolierung auftritt, muf das Maximum von Q
bei dpx = 0 liegen. Damit ergibt sich fiir die Warmeleitfahigkeit des Isoliermaterials

Da, 0,02m-7,5W/(m?K
Nga = Tt = == /K)o 075 W/m K).

Das zu verwendende Isoliermaterial darf also hochstens diese Warmeleitfahigkeit aufweisen,
wenn keine negative Wirkung der Isolierung auftreten soll. Ebenso ergibt sich, dafl bei
der vorgegebenen Isolierung keine negative Wirkung auftritt, wenn der Warmeiibergangs-
koeffizient o, > 15 W/(m? K) bzw. der Rohrdurchmesser D > 0,04 m sind.

QA ’%:0
15y,
mk

)L/s =

=275 Wy
's = 0,05 W/mK

'
6IS



Losung 2.15 2.15/1
Gegeben: Betonwand, innen mit einer Heizfolie versehen
53 = 100 mm 5F = 0,5 mim
t; =20°C to=—3°C
a; =8 W/(m?K) a,=15W/(m? K)
7] \ o,
Gesucht: Notwendige Folienheizleistung ot / t,
>
Auf der Wandinnenseite soll  kein t, \ t,
Wiérmeverlust auftreten, d. h. von der 4 ( tW,a
Folie an den Raum wird kein Warmestrom
tibertragen.  Folgerung: ¢, = ty,; und EF> Og .

die Angabe von «; ist iiberflilssig.  Die
gesamte Heizleistung der Folie erscheint als
Warmestrom nach auflen.

HJ.Z1.220302.zuL 5sung215.dsf

Da die Folie sehr diinn und ihr Warmeleitkoeffizient verhéltnisméfig grof3 ist, kann mit

guter Naherung der Warmeleitwiderstand in der Folie vernachlassigt werden.

Man erhalt mit ¢; = ty; fiir die Warmestromdichte von der Folieninnenseite nach aufien

C bt 20 — (—3)) K

§= __ (0=(=3) 166,552 V.
5B+1 0,1m N 1 m2
Ao ow oy Wy W

" mK m2 K
Mit
. Q9 g
q_

Ve Adr op

folgt die volumenspezifische Heizleistung der Folie zu

¢=333,1kW/m* .

(1)

Die exakte Berechnung erfordert zunéachst die Bestimmung der Temperatur ¢; mit Hilfe

der Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld in der Folie

\ &t -
F@ﬂ]:o 2.15/2
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Die zweimalige Integration liefert

_ 1
2 \p

Mit C; = 0 und Cy = t; aus den Randbedingungen (dt/dz),—o = 0 und
t(x = 0) = t; folgt schlieBlich fiir die Temperatur ¢; = t(z = dp)

t= .T2+Cll’+02

e

! 2 \p

0k
und weiter mit der Gleichung fiir den Warmetransport durch die Betonwand

q

t; — 62 — t,
o tl_ta o 2)\F F
T T s T
)\B Qg >\B Qg

Mit Beachtung von GL.(2), ¢ = ¢ /dp, folgt daraus nach Umformen

= 166, 548 %
m

Der Unterschied zur Lésung nach GI.(1) ist tatséchlich verschwindend gering.



Losung 2.16 2.16/1

Gegeben: Mikroprozessor Breite B = 10 mm, Lange L = 20 mm, Leistung Q =15W
Kiihlkorper Dicke 6 = 4 mm, Temperatur tx = 60 °C
Wiirmeleitkoeffizient A\ = 200 W/(m K)
Luftschicht Dicke 6, = 0,01 mm, Warmeleitkoeffizient A, = 0,0286 W/(m K)
Wiérmeleitpaste Dicke dp = 0,2 mm, Warmeleitkoeffizient A\p = 10 W/(m K)

Gesucht: a) Temperatur ty, an Kontaktfliche bei innigem Kontakt
b) Temperatur ¢y, am Prozessor bei Luftschicht

¢) Temperatur ty,. am Prozessor bei teilweisem Kontakt
d

) Temperatur ty,4 am Prozessor bei Warmeleitpaste

a) Bei Annahme eines innigen Kontaktes zwischen Mikroprozessor und Kiihlkorper tritt nur
tiber dem Kiihlkorper ein Temperaturabfall auf. An der Oberfliche des Mikroprozessors
bzw. an der Kontaktflache zwischen Mikroprozessor und Kiihlkorper stellt sich bei der An-
nahme, dass die gesamte thermische Leistung des Mikroprozessors durch den Kiihlkorper
transportiert werden muss, die folgende Temperatur ein.

Q Ok 15 W - 0,004 m
twa =t + 2 2K _ 6o oC
Wa =T BT T 0,01-0,02 m? 200 W/(m K)

=61,5°C

b) Bei Annahme einer Luftschicht zwischen Mikroprozessor und Kiihlkérper steigt die Tem-
peratur an der Oberflache des Prozessors sehr an, da die Luftschicht trotz der geringen Dicke
einen groflen Widerstand hat.

) [k 6
15W,b=751r<+i <K+L>

BL \A¢ AL
15 W 0,004 m 11075 m
— 60 °C : — 87,72 °C
T0,00-0,02 m2 <2oo W/(m K) © 0,0286 W/(m K)> !

Die zuléassige Temperatur von etwa 80 °C fiir die Oberflachentemperatur an einem Mikro-
prozessor wird nach diesem Modell tiberschritten.

c) Es wird angenommen, dass auf Grund der Oberflichenrauigkeit auf 10 % der Oberfléache
ein direkter Kontakt zwischen Prozessor und Kiihlkorper besteht und auf 90 % der Oberflache
eine Luftschicht vorliegt. Die Rauigkeitstiefe entspricht der Luftschichtdicke, so dass sich die
Dicke des Kiihlkorpers naherungsweise um + bzw. - 0,5 67, verdndert. Fiir diesen Fall kann
mit der Parallel- und Reihenschaltung von Widerstanden der gesamte Widerstand fiir die
Anordnung ermittelt werden.
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Widerstand der Luftschicht

oL, 1-107%m K
R, = = =1,9525 —
AL 0,9 B L 0,0286 W/(m K) 0,9-0,01-0,02 m? W
Widerstand des Kiihlkorpers tiber der Luftschicht
0 — 0,50 0,004 m —0,5-1075 K
Ry= K220 _ Al C —0,11097 —
Ak 0,9 B L 200 W/(m K) 0,9-0,01-0,02 m? W
Widerstand des Kiihlkorpers bei direktem Kontakt
) 0,506 0,004 0,5-107° K
Ry = kU000 , 004 m + 0, 100125 —
A 0,1 B L 200 W/(m K) 0,1-0,01-0,02 m? W

Gesamtwiderstand

B (bt 1) ! P .
99 \Ri+ Ry  Rg/)  \(1,9425+0,11097) K/W  1,00125 K/W

= 0,67307 K/W

Temperatur an Oberflache des Prozessors

- K
twe =tk +Q Rges = 60 °C+15W'0,67307W:7O,1 °C

Bei dieser Rechnung wurde angenommen, dass im Kiihlkorper keine Warmeleitung in Quer-
richtung auftritt. Wenn die Kontaktflachen zwischen Kiihlkérper und Prozessor einen gerin-
gen Abstand voneinander haben, sollte auch eine Warmeleitung in Querrichtung beriicksichtigt
werden. Damit sinkt die Temperatur an der Oberflache des Prozessors.

d) Bei Verwendung einer Wirmeleitpaste konnen Unebenheiten an den Oberflachen aus-
geglichen werden, so dass ein guter Kontakt zwischen Prozessor und Kiihlkorper besteht.
Die Temperatur an der Oberflache des Mikroporzessors berechnet sich zu

Q (dx Op
ta =t + 2 (2K L 08
L D AV

_ 60 °C + 15 W ( 0,004 m 0,0002 m

— 63,0 °C
0,01-0,02 m2 \ 200 W/(m K) 10 W/(m K)> ’



Losung 2.17 2.17/1

Gegeben: Flachdach mit Isolierung 67, = 16 cm, A;s = 0,046 W/(m K)
Raumtemperatur t; = 20 °C
Umgebungstemperatur ¢, = - 15 °C
Wirmeiibergangskoeffizienten «; = 5 W/(m? K), o, = 20 W/(m? K)
Schneeschicht g = 20 cm, Ag = 0,12 W/(m K)

Gesucht: a)Wérmestromdichte durch Dach ohne Schneeschicht

b) Wirmestromdichte durch Dach mit Schneeschicht
c¢) Dicke der Schneeschicht bei Beginn des Schmelzens

a) Widerstand fiir isoliertes Flachdach

B L1 0 1Y) _ 1 1 L 016m 1
e AN A aw) A\BW/m2K) 0,046 W/(m K) ' 20 W/(m? K)

1 Km?
=3,728 —
’ A W

Warmestromdichte durch Dach

. Q ti—t, (20— (-15)K W
©= AT AR, 5 gg K0 =998 5
’ W
b) Widerstand fiir Flachdach mit Schnee
dg 1 0,2\ K m? 1 Km?
Rip = Ria = , 12 : =9 A
kb k’+)\SA A<378+0,12> W 5,395 W

Warmestromdichte durch Dach

s L=ty (20— (—15) K W

QS - A th - K m2 - 6’488 m?

9,395

W
Da lockerer Schnee eine gute Isolierwirkung hat, sinkt die Warmestromdichte merklich ab.

c¢) Der Schnee auf dem Dach beginnt zu schmelzen, wenn die Temperatur auf der Oberfléache
des Daches ty = 0 °C betragt. Fiir diesen Fall ist die Warmestromdichte durch das Dach

s li — 1o . (20_0)K _ W
de=T1 5. = i 0T6m  — BT 3

w T, SW/m2K) 0,046 W/(m K)
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Fiir den Warmetransport von der Dachoberflache an die Umgebung gilt

s 2fO_ta
doc = = 1
co 1

)\S Oy,

und daraus ergibt sich die notwendige Schneedicke

_ ((0— (—15)) K 1 ) W

- . 0,12 —— = 0,325 m.
5,437 W/m2 20 W/m2K))  ~mkK oo

Eine groflere Schneedicke von lockerem Schnee ist im vorliegenden Fall nicht méglich. Wenn
das Dach schlechter isoliert ist, verringert sich diese maximale Schneedicke.Wenn die Schneedecke
fester wird, erhoht sich der Warmeleitkoeffizient fiir den Schnee und es ist eine grofiere
Schneedecke moglich. Ebenso kann die Schneedecke bei tieferen Auflentemperaturen zunehmen.
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Gegeben: Rohr d = 200 mm, \;; = 0,06 W/(m K), 6;, = 250 mm
Luftstrom w = 3 m/s, t; = 400 °C, o;, = 0,517 kg/m?
cor = 1,069 kJ/ (kg K)
Heizung P.;/L = 100 W/m
Warmetibergangskoeffizienten a; = 8 W/(m? K), a, = 6 W/(m? K)
Umgebung t, = 20 °C

Gesucht: Rohrwandtemperatur ty
Temperaturanderung der Luft Aty

Die Energiebilanz fiir die beschriebene Anordnung lautet wenn angenommen wird, dass die
Wandtemperatur tiber der Lufttemperatur liegt

Pel = Q’L + Qa
Der Warmestrom von der Rohrwand an den Luftstrom berechnet sich zu
Qi:aﬂrdL (tW_tL)

und der Warmestrom von der Rohrwand an die Umgebung

Qo=kmdlL (tw—1t,)
mit dem Warmedurchgangskoeffizienten k (bezogen auf die Rohroberflache)

d d  d+26.]"
k= 1
(@ +20) 2 T d

-1

0,2 m n 0,2 m 10,7m
W W M0.2m
0,7 2 0,06 —— ’

m2 K 7’ m T mK

Nach Einsetzen und Umstellen nach der sich einstellenden Rohrwandtemperatur ergibt sich

=(,4683
6 ’ m2 K

1
PEZ/L'i—FOéitL—Fk’ta
md
Oéi—i—k?

ty =
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w1 W
100~ 48— 400 °C 40,4683 - 20 °C
ty = mr,em m m = 397,78 °C

W
—— 4
8m2K+O, 683 K

Da die Wandtemperatur ty kleiner als die Lufttemperatur ¢, ist, erfolgt eine Abkiihlung des
Luftstroms. Die Temperaturdnderung des Luftstroms berechnet sich mit der Energiebilanz
fiir den Luftstrom

Qi = my, cpr, At

Der iibertragene Wirmestrom Q; betriigt fiir eine Rohrlénge von L = 1 m

Qi = ;T d L(tW—tL>

=3 70,2 m 1 m(397,78 — 400) K = —11,15 W

m? K
Der Luftmassestrom berechnet sich aus der Kontinuitédtsgleichung zu

k
r = o &~ d?w=0,517 -2 70,22 m? 0,3 2 = 0,04873 kg/s
4 m3 4 s
Die Luft im Rohr kiihlt sich pro m im Rohr um

—11,1
AtL:_Q 15 W

mr Cpr

- e — =—0,214K
0,04873 — 1069 ——
’ s kg K

ab. Da die Temperaturanderung der Luft sehr gering ist, dient die beschriebene Anord-
nung dem Ziel, die Lufttemperatur im Rohr konstant zu halten.
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Gegeben: Platte mit Rippen
tw = 100 °C, tyy = 20 °C, a = 10 W/(m? K),
A=20W/(mK), L=0,15m

Rundstab d = 45 mm
Rechteckstab @ = 40 mm

Gesucht: t,,, ng, Q undt,

Die Differentialgleichungen fiir den Rundstab und den Rechteckstab lassen sich auf die
Dgl. fiir eine gerade Rippe zuriickfiihren:

d?0
@_Wﬁe:o (1)

0=t—ty Ubertemperatur der Rippe

| 2 /
m = 3 50; = )C\Y E{* Rippengrofie

Uund A Umfang und Querschnittsflache der Rippe.

Die allgemeine Losung der Dgl.(1) ist bekanntlich
0=Ce™+(Cye ™,
Mit den beiden Randbedingungen

9<$:O):tw—tU:Qa

-\ <d6’> =0
dr ) _.

lassen sich die Integrationskonstanten berechnen:

e m L em L

01:(% CQZQa

emL_Feme’ emL_i_eme
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Die Temperaturverteilung entlang der Rippe ist damit

em(l—z) 4 o—m(L—2) B Cosh[m(L — J})]

en L pe-mL "% cosh(m L)

0(x) = 0, (2)

Dieses Ergebnis kann auch aus dem Skript S.32 bzw. Umdruck S.15 entnommen wer-
den (mit L fiir H)

Die mittlere Temperatur in der Rippe folgt aus

L
1 .
Om = T U/ 0(z)dx mit 6(z) nach GL.(2).

Man erhalt

0, sinh(m L)

O = L cosh(m L) m

O,
0,, = —I tanh(m L) = t,, —ty . (3)

Mit GL.(3) ergibt sich fiir den Rippenwirkungsgrad

tm —ty O 1
= =™ — _—_ tanh(m L) .
tw—tU (ga m L an (m )

MR

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhalt man

U/m | A/m* | m/m™*|¢,/°C| nr
Rundstab 0,141 | 0,00159 | 6,667 | 80,93 | 0,761
Rechteckstab | 0,160 | 0,0016 | 7,071 | 79.3 | 0,741

Rundstab U =7 d, A* =7 /4 d?
Rechteckstab U = 4 a, A* = a?

Der pro Stab abgegebene Warmestrom berechnet sich fiir den Rundstab zu

Q=amndlL(t,—ty)=10

W
<7 0,045 m 0,15 m (80,93 —20)K = 12,92 W

m2
und fiur den Rechteckstab zu

Q=adal(t,—ty) =10

\W
5 4-0,04 m 0,15 m(79,3 —20)K = 14,23 W.
m? K
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Bei dieser Berechnung wurde von der gesamten Rippenflache und der mittleren Rippen-
temperatur ausgegangen. Der Warmestrom kann auch mit dem Ansatz fiir den Rippenfuf3

Q =a" Agr 0,
mit dem scheinbaren Warmeiibergangskoeffizienten am Rippenfuf3 fiir eine ebene Rippe
a® = X\ m tanh(m L)
berechnet werden. Z. B. fiir den Rundstab wird
@Q = A m tanh(m L) % d? (tw — ty)
=20 V\% 6,667 Dlﬂ tanh(6,667 - 0, 15) % 0,045% m* (100 — 20) K = 12,92 W.

m
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Gegeben: Temperaturmefifithler im Schutzrohr
d, =10 mm, d; =6mm, X=50W/(mK),
a =50 W/(m? K)
tw =80 °C, t,=120°°C
MeBfehler 8y, =t;, —t, = 2 K

Gesucht: a) eine allgemeine Beziehung fiir die Schutzrohrlange
b) die konkrete Schutzrohrlange L im vorliegenden Fall

a) Der Temperaturverlauf entlang des Schutzrohres ergibt sich mit der Beziehung fiir die
ebene Rippe (siehe Skript S.32 G1.(2.57) oder Umdruck S.15) zu

0—0 coshim (L — )]
" cosh(m L)
mit ..
0=t—t, Ubertemperatur der Rippe (Schutzrohr)
gegeniiber dem Fluid
O, =tw — t, Ubertemperatur am Rippenfufl
(Schutzrohrfufl) gegeniiber dem Fluid
U dq o : ) .
m = )(fé = 2 (d%id?))\ modifizierte Rippengréfie (Schutzrohrgrofe)

_ « T/ 0
U=rd, A_4(da di)
Mit z = L ergibt sich fiir die Ubertemperatur am Ende des Schutzrohres

1

O = ba cosh(m L)

Daraus folgt die Lange L des Schutzrohres

| (- &
L:§ Warcoshgz

b) Die gegebenen Zahlenwerte liefern fiir L:

W
L 10,012 = 0,006%) m? 50 —— 40
L:§ m K ;cosh (2)20,147111.
0,01 m 50

m? K
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Gegeben: Doppelrohr-Warmetibertrager
Innenrohr: Wasser
d; =20 mm,  «a; = 5800 W/(m? K)
Ringraum: Luft
D; =25 mm, D,=60mm, «,=270W/(m?K)
my = 0715 kg/S7 AtL = 80 K, tr, —tw = 60 K
e = 1 kJ/(kg K)
Rippen: H = 15 mm, 0g = 1 mm, Ag; = 50 W/(m K), 8 Stiick

Gesucht: Lange L des Warmetibertragers

Der im  Apparat zu tibertragende
Wiérmestrom ergibt sich aus der Ener-
giebilanz fiir die Luft zu

Q:mL CpL AtL (1)
. ke kJ
O=0,15-21 21 80 K = 12 kW.

s  kgK

Die dazu notwendige Flache bzw. Rohrlange
berechnet man mit der Gleichung fiir den
Wiérmedurchgang

.t —tw
Q=" ©)

und dem Wéarmedurchgangswiderstand

1 /1 D, 1
_ In 2 .
R =7 (ozi & ong M d Ta, D) 3)

Fiir den aquivalenten Warmetibergangskoeffizienten & auf der Luftseite gilt nach Um-
druck S.15

AU *ARF
Y A

a = Qo
mit dem scheinbaren Warmeiibergangskoeffizienten o* am Rippenfuf3 fiir eine ebene Rippe
a* = Agt m tanh(m H)
mit der Rippengrofie
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2 a,
m = .
\ Ast Or

2.24/2
Mit der Flache des Rippenfufles Agr = 8 dr L, der unberippten Fliche Ay =7 D; L —

8 0g L und der unberippt gedachten Flache A =7 D; L wird
_ s Dz -84 R
Qg = Qg

8 0n
«
7TDZ'

m Dz '
Die gegebenen Zahlenwerte liefern

m= 103,92 m!
a* = 47555 W/(m? K)
Q, = 7269 W/(m? K)

P

(1 Ll D1 )
7 (t —tw) \o d, 2)\Stn

und mit den Gleichungen (1), (2) und (3) wird die gesuchte Lénge

d;

daDi
L 0,025 m
12000 W 1 " 0.02 m 1
L=—"60K + W "
— .02 2. 50—  726.9 —— 0,02
5800 —— 0,02 m 50— 7269 - 0,025m
L =419 m.
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Gegeben: Rippenrohr ti OR ta

D, =29 mm

d, = 16 mm

d; = 14 mm o [~ A

0r = 0,6 mm e

0 = 3,2 mm A ' o

a; = 650 W/(m? K)

ag =20 W/(m? K) d, 1 H

Aa = 200 W/(m K) —

Ast = 50 W/(m K) d,

ti - ta = 20 K Da
_—

Gesucht: Q/L fiir
a) Aluminium
b) Stahl als Rohrwand- und Rippenwerkstoff

Die Berechnung erfolgt iiber den scheinbaren Warmetibergangskoeffizienten o* am Rip-
penfufl. Nach Umdruck S.16 gilt fiir den vorliegenden Fall einer Kreisrippe ndherungsweise

Da+1
D “a
a® = X\ m tanh [m H (1 +0,35 In a)} da . (1)
> (

D,
“ 140,351n d)

Die Rippengrofle m und die Rippenhohe H folgen aus

RU_ 20&3

A\ X dg
H=-(D,—d,).
2( a a)

m =

o
A
1

Fiir das Verhéltnis U/A* (warmeabgebender Umfang/wirmeleitender Querschnitt) gilt
an jeder Stelle der Kreisrippe mit dem variablen Durchmesser d

U 27Td_2

E_’/Td(SR_g

Der adquivalente Warmeiibergangskoeffizient auf der Rohrauenseite ergibt sich nach Um-
druck S.15 im vorliegenden Fall zu

_ AU * ARF ( 5R> * 6R

Q,=0r — +a — =ap ([1——=|+a" —.

A A 5 5
2.25/2
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Daraus folgt fiir den Warmedurchgangswiderstand

R—i 1 _|_i1 @4_ 1
FTT L \ad  2x N d T a,d,

und fiir den langenbezogenen Warmestrom

Q_ti_ta

L R.L’

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhalt man

H m af a Ry, Q/L
mm | m!' | W/m?K) | W/ (m?K) | K/W | W/m
Aluminium | 6,5 | 18,257 605,2 129,7 0,1884 | 106,1
Stahl 6,5 | 36,615 593,21 127,5 0,1915 | 104,5

Wiérmetechnisch spielt die Wahl des Werkstoffes in diesem Beispiel praktisch keine Rolle,
da der Warmeleitwiderstand am gesamten Warmetransportwiderstand nur einen kleinen
Anteil hat. Das kommt auch durch den hohen Rippenwirkungsgrad bzw. den geringen
Temperaturabfall iiber der Rippenhohe zum Ausdruck.

Anmerkung:

Die Bedingung fiir die Anwendung der Gleichung (1) mit m r, > 0,5 ist nicht gegeben
(beim Aluminium m 7, = 0,146, bei Stahl m r, = 0,293). Jedoch kann diese GI.
auch angewendet werden, wenn ng > 0,5 ist. Wegen ng = 0,993 fiir Aluminum bzw.
nr = 0,973 fiir Stahl, berechnet nach der GI.

D,
tanh (m H (1+0,35) In d)

R = D
mH(1—|—0,35 lndfa

a

ist eine Anwendung zuléssig.
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Gegeben: Wirmerohr, aufien (Luftseite) mit stumpfen Nadelrippen bestiickt.

te = 35 °C t; =170 °C
ag =50 W/(m? K) A = 370 W/(m K)
4, = 6000 W /m? Ra;=Ry=0

Nadelrippe: H = 40 mm, dr = 3 mm

Gesucht: a) ¢ fiir das unberippte Rohr
b) Abstand ¢ der Nadelrippen bei auen beripptem Rohr

a) Fiir das unberippte Rohr ergibt sich der auf die AuBenfliche bezogene Warmestrom,
wenn nur der auflere Warmeiibergangswiderstand beriicksichtigt wird, zu

. W
G, = ar (t; — t,) = 50 (70— 35) K = 1750 —.

m? K

b) Da iiber den Rohrdurchmesser keine Aussage vorliegt, wird die Rohroberflache abgewick-
elt und als eben betrachtet.

Mit der Rippengrofie

und dem Umfang und der Querschnittsflache
der Rippen

Y

U=ndp A ="d& Y
4 \%

N
Q)
OO

folgt )

4 ap 4-50 W/(m?* K) 1
_ _ — 13,423 —.
" \//\ dn \/370 W/mK)0,003m ' m

Die Wirmestromdichte fiir das betrachtete Flichenelement A, = §% mit Rippenbesatz
berechnet sich aus

ti _ta
. 1
1R, (1)

2.26/2

~

a

_Q
-2
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Wegen R, ; = R) = 0 reduziert sich der Warmedurchgangswiderstand auf

R,=R, =—— 2
o= Fou = —1 )

mit dem dquivalenten Warmeiibergangskoeffizienten &, auf der berippten Auflenseite

A A
Ay = ap -2 4o 2 (3)

A, A,
A, = 2 Flache ohne Rippen
Agrr = % d3 Flache des Rippenfufles
Ay = A, — Agr rippenfreie Flache innerhalb A,

Der scheinbare Warmeiibergangskoeffizient am Rippenfuf fiir eine Nadelrippe berechnet
sich nach dem Umdruck S.16 aus

a* = X\ m tanh(m H)

W 1 W
= —— 13,423 — tanh(13,423-0,04) = 24 —
370 — 13,423 — tanh(13,423 - 0,04) = 2436,8 ——
Aus (3) folgt fiir die Grofle des Fléchenelementes
Ao=App ——2 = ¢ (4)
Qg — R

und mit (1) und (2) ergibt sich fiir den dquivalenten Wérmeiibergangskoeffizienten

~

4
G = (5)

Damit folgt aus (4) und (5) fiir den Abstand der Rippen

s o — ap
t ¢ R
T (2436,8 — 50) W/(m? K)
= |=0,003% m? ’ =0,01179 m .
400 0 wm? w T

(70 — 35) K m?2 K



