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Beitrag zur Generierung der Hüllvolumina für die NC-Fertigung 
mittels Gaußabbildung 

Dipl.-Ing. Lee, Seok Won 

1 Einleitung 

Fräsen ist ein weitverbreiteter spanender Fertigungsprozess. Während des Fräsens 
wird das Rohteil ständig durch geometrisch bestimmte Werkzeuge, die sich entlang 
der vorgegebenen Bahnen bewegen, gefertigt und die geforderte Form wird dadurch 
letztendlich erreicht. Um die Produktqualität gewährleisten sowie  um 
Hinterschneidungen oder Kollisionen zwischen Werkzeugen, 
Maschinenkomponenten und Werkstück Ausschuss in der Fertigung vermeiden zu 
können, ist es notwendig, den Fertigungsprozess vor dem realen Einsatz zu 
simulieren und gegebenenfalls die Fehler zu korrigieren. Die Verifizierung des 
Fräsenprozesses wird immer mehr zu einem ausschlaggebendem Faktor im 
gesamten  Produktionsprozess [JAC05] [CGI96]. 

 

2 Ausgangssituation 

Die Ermittlung des Hüllvolumens wird bereits seit mehreren Jahren untersucht, 
enthält aber immer noch Mängel. Das zeigt sich bei der folgenden kritischen 
Betrachtung der Arbeiten zur Hüllvolumenberechnung.  

Methodik: Die mathematische Formulierung des Hüllvolumens wurde mittels der 
Singularitäts-Theorie [ABD97], der Sweep Envelope Differentiale Gleichung (SEDE) 
[BLW97], Envelope-Theorie [WL90] und der impliziten Modellierung [SLL94] unter-
sucht.   

Polygonale Annährung: Es gibt wenige Arbeiten, die eine polyhedrale Annährung 
der Hüllvolumina versucht haben. Im zweidimensionalen Raum realisierte 
Untersuchungen [AKL93, LHK02] betreffen generalisierte Sweep-Vorgänge für 
Kurven und wenden diese Algorithmen beim Schrift-Design an. Im dreidimensionalen 
Raum beschreibt [WL90] die geometrische Repräsentation der Hüllvolumina für 
kompakte n-Mannigfaltigkeiten. [SLL94] unter Nutzung diskreter Repräsentationen 
und der Rekonstruktion von Gleichwertflächen (iso-surface) zur Annährung der 
Hüllvolumina. [BSC00] untersucht einen einfachen Fall für rotatorische Sweep-
Vorgänge zur Erzeugung der genauen Hüllvolumina. Die 3D-Algorithmen für 
Hüllvolumina sind entweder auf einfache geometrische Primitive [RAA99] oder 
einfache Sweep-Trajektorie [BSC00] beschränkt. In anderen Fällen sind die 
Genauigkeit [SLL94] oder die Stabilität [AA95] nicht ausreichend. [JER89, GLA98] 
versuchen, mit Hilfe von Polyedern die Hüllvolumina für eine NC-Bearbeitung darzu-
stellen. 

Visualisierung: Viele Algorithmen haben Rasterelektronik-Hardware verwendet, um 
Oberflächen der Hüllvolumina zu visualisieren. Diese Algorithmen benutzen Z-Buffer-
Hardware, die nicht die echte Oberfläche der 3D-Hüllvolumina, sondern eine 2D-
Projektion  in Blickrichtung berechnet [HUA94, HUI94, HOO86, CPS98, SAI91]. 
Andere Algorithmen haben CSG oder NURBS verwendet, um Hüllvolumina zu 
visualisieren [WDD04, KAW91, CHI02]. 
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Tabelle 2.1 enthält die Übersicht früherer Arbeiten über die Berechnung der 
Hüllvolumina. 

 
Tab. 2.1:  Übersicht früherer Arbeiten zur Simulation der Fräsbearbeitung 

Präsentation des Ansätze 

Werkstück Werkzeug 

Fehler 
Analyse 

Bahn WZ-Form Ansichtsabh. Hüllvolumen- 
generierung 

Anz. d. 
Achsen 

[WW86] 
Dexel 

Dexel Ja  Kugel oder 
Zylinder 

 Differentiale 
Gleichung 

5 

[HOO86] 
Dexel 

Dexel Nein  C0-stetig Abhängig Stempel in 
Image-Space 

3, 
5(langsamer) 

[HUA94] 
Erw. Dexel 

Dexel Ja Korrektur C0-stetig  Stempel in 
Image-Space 

3-5 

[JER89] 
Rasenmöher 

Mesh Polygonale Ja  Kugel oder 
Zylinder 

 Polygonale 3-5 

[KAW91] 
Graftree 

Octree/CSG Ja  Beliebig  CSG 5 

[SAI91] 
G-Buffer 

Erweiterte 
Z-Buffer 

Ja Erzeugung/
Verifikation 

C1-stetig Abhängig Scanning der 
G-Buffer 

3 

[CPS98] 
Z-Buffer 

Z-Buffer Nein  Teilweise 
C1-stetig 

 Analytische 
4 Grad Glch. 

3 

[BLW97] 
SEDE 

Polygonale   C1-stetig  Differentiale 
Gleichung 

5 

[CHI02] 
 

NURBS Ja  C1-stetig  Analytisch 5 

[Wei04] 
Moving 
Frame 

keins  NURBS 
Nein  

C1-stetig 
 

Analytisch 
5 

[GLA98] 
Γ-Buffer 

Γ-Buffer polygonale Ja Erzeugung/
Verifikation 

C0-stetig  
Scannen der 
Γ-Buffer  
Polygonale 

3-5 

Gauß-
Abbildung Polygonal Ja 

Erzeugung/
Verifikation C0-stetig  

analytisch 
Polygonale 3-5 

 

Im Gegensatz zu den oben genannten Ansätzen wird im Folgenden eine neue 
Methode zur Ermittlung der Hüllvolumina mit Hilfe der Gauß-Abbildung vorgestellt. 

 

3 Mathematischer Hintergrund 

Definition 1: Gauß-Abbildung und Gaußsche Sphäre 
Sei S d R3 eine Fläche mit Orientierung N. Die Abbildung N : S → R3 hat ihre Werte 
in der Einheitssphäre S2 = {(x,y,z) 0 R3; x2+y2+z2 = 1}, eigentlich also N : S → S2. 
Diese Abbildung heißt Gauß-Abbildung von S [DOC83].  

Der Bildbereich, welcher von dem Definitionsbereich in Euklidischen Raum mittels 
Gauß-Abbildung abgebildet wird, heißt Gaußsche Sphäre. 

 

Definition 2: Konvexe Hülle 
Die konvexe Hülle von einem Objekt oder einer Menge von Objekten wird als die 
minimale konvexe Menge, die gegebene Objekte umhüllt, verstanden. In 2D (3D) ist 
die konvexe Hülle begrifflich zu finden durch die Ausdehnung des Gummibands (-
ballons), der die Objekte hüllt [DVOS00].  
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Gegeben sei eine Menge M von Punkten im Raum. Die konvexe Hülle von M ist die 
kleinste konvexe Menge, in der M enthalten ist. Für N Punkte p1,…, pN in Raum ist 
die konvexe Hülle C gegeben durch den Ausdruck 
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Definition 3: Kugelabschnitt, -kappe und  -zone 
Eine die Kugel schneidende Ebene zerlegt den Kugelkörper in zwei Kugelabschnitte, 
die Kugelfläche in zwei Kugelkappen. Der zwischen zwei parallelen Schnittebenen 
liegende Teil des Kugelkörpers heißt Kugelschicht; der von diesen Ebenen begrenzte 
Teil der Kugelfläche heißt Kugelzone (s. Abb. 1.) [HS98]. 
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r2

h

r1

r2

h r1

r2

h

         
1) Kugelabschnitt (Kugelkörper)    2) Kugelzone (Kugelfläche)           3) Kugelkappe (Kugelfläche)         

Abb. 1. Sphärische Geometrie 

 

4 Ansatz 

4.1 Begriffe 

Definition 4: Kontakt-Abbildung (C-Map) 
τ sei ein beliebiger Vektor im Raum und bilde τ auf der Einheitskugel mittels Gauß-
Abbildung ab. Dann ist ein Großkreis ermittelt, indem eine Ebene senkrecht zu τ 
durch den Ursprung des Kreises die Einheitskugel schneidet. Dieser Großkreis wird 
als Kontakt-Abbildung (C-Map) vom Vektor τ bezeichnet. Die Kontakt-Abbildung CM 
von τ ist wie folgt gegeben: 

 0,1,0|   nnnCM . 

 
Proposition 1. 

Die C-Map besitzt derartige Eigenschaften, dass jeder Punkt auf der Kugel gemäß 
dem Skalarprodukt n•τ zu einem von 3 unterschiedlichen Bereichen gehört:  

 positiver Bereich (n•τ>0)   

 Nullbereich (n•τ=0)   

 negativer Bereich (n•τ<0). 

 
Proposition 2. 

Nach Proposition 1 unterscheidet man 3 Eingriffsbereiche im Rahmen des Spanens 
(s. Abb. 2.):  

(1) Eingriffsflächenbereich (n•τ>0)  
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Bereich, der auf der positiven Halbkugel in der Gaußscher Sphäre liegt, in dem das 
Werkzeug das Material berührt und fräst  

(2) Eingriffsfreier Flächenbereich (n•τ<0)  

Bereich, der auf der negativen Halbkugel liegt, wo das Werkzeug vom Material 
getrennt ist.  

(3) Eingriffskurve (n•τ=0) 

Bereich, der zwischen (1) und (2) liegt, wo das Werkzeug streift das Material.  

 
τ

n

n•τ=0 : Eingriffskurve

n•τ>0 : Vorderseite
(Eingriffsflächenbereich)

n•τ<0 : Rückseite
(Eingriffsfreier Flächenbereich)

|n|=1 : Einheitskugel

 
 
Abb. 2. Kontakt-Abbildung (C-Map) 

 

Definition 4: Werkzeug-Abbildung (T-Map) 
Bei Definition 1 wird ein Werkzeug abgebildet auf Punkte, Kreise, Kugelkappe oder -
zone d.h. auf der Gaußschen Sphäre. Z.B. ist ein Zylinder des Werkzeugkörpers auf 
einen Großkreis abgebildet, ein Kegel auf einen kleinen Kreis, eine Ebene sowie 
Decke oder Boden z.B. eines Schaftfräser auf einen Punkt, der im Pol liegt, ein Torus 
auf eine Kugelzone und eine Kugel eines Kugelfräsers auf die Kugelkappe. Der 
Bereich, der derartig abgebildet wird, heißt Werkzeug-Abbildung (T-Map) (s. Abb. 3.). 
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Abb. 3. Werkzeug-Abbildung (T-Map) : Gauß-Abbildung einer generalisierten 
Werkzeugform 

Laut Hüllkurven-Theorie kann das Problem, Hüllvolumina zu ermitteln, auf ein 
Problem vereinfacht werden, einen Bereich, wo das Skalarprodukt von 
Oberflächennormal n und Geschwindigkeitsvektor τ auf einem Punkt auf den 
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Oberflächen von sich bewegendem Objekt als Null (n•τ=0) gesetzt wird, zu finden 
[BOL64,WW86,RAD02]. 

 

4.2 Prinzip der Ermittlung der Hüllvolumina 
Bei der 3-Achs-Fräsbearbeitung bewegt sich das Werkzeug ohne Schwenken der 
Werkzeugachse. In der Gleichung 2 kann daher der Term für die rotatorische 
Bewegung entfallen. Der übrigbleibende translatorische Geschwindigkeitsvektor des 
Werkzeuges soll mit τ bezeichnet werden. Hiermit kann eine Kontakt-Abbildung von τ 
auf eine Kugel K mit dem Radius r=1 entstehen. Auf der anderen Seite kann eine 
Werkzeug-Abbildung für ein gegebenes Werkzeug ermittelt werden. Aus der 
Überlappung der Werkzeug- und Kontakt-Abbildung resultiert eine Eingriffskurve, die 
am betrachteten Bearbeitungsort zum Hüllkörper gehört (s. Abb. 4.). Wenn alle 
Eingriffskurven auf diese Art und Weise ermittelt, interpoliert und dann mit dem 
eingriffsfreien Flächenbereich am Startort und dem Eingriffsflächenbereich am Zielort 
verbunden werden, entsteht ein Hüllkörper von einem sich bewegenden Werkzeug 
(s. Gl.1 und 2).  

 ]1,0[|)1()()0(   ttHFH  ,    (1) 

 
wobei H der Hüllkörper des Werkzeugbewegungsbereichs mit   der 
Werkzeugoberfläche, )0( der eingriffsfreie Flächenbereich von   am Startort, 

)1( der Eingriffsflächenbereich von   am Zielort und HF der Hüllmantel aller 
Eingriffskurven auf dem Bearbeitungsweg von   sind. 

Der Hüllmantel HF kann wiederum kinematisch mit der folgenden Gleichung 
beschrieben werden [HKS97]. 

),,,()()(),,(,0),,(),,(|),,({ tvuttVtvuVtvuVtvuNtvuHF t          

                    ]}1,0[],1,0[],1,0[  tvu ,     (2) 

 
wobei Vt die translatorische Geschwindigkeit, ω die momentane Winkel-
geschwindigkeit, N(u,v,t) der Normalenvektor von  , V(u,v,t) der momentane 
Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt t an einem Punkt der Werkzeugoberfläche, 
die parametrisch mit u und v beschrieben ist, sind. 

{H = -(0)  HF(t)  +(1) | t [0,1]} 
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Abb. 4. Prinzip der Ermittlung der Eingriffskurve zur Bildung des Hüllkörpers vom 
Werkzeugbewegungsbereich;  
   1) Generalisierte Werkzeugform und deren Normalenvektoren N,  
   2) Gauß-Abbildung G der Normalenvektoren auf die Kugel S mit Radius r=1,      
   3) momentaner Geschwindigkeitsvektor τ am Werkzeug und dessen Kontakt-Abbildung auf einer 

Kugel K mit dem Radius r=1. Die Fläche auf der Kugel wird nach dem Skalarprodukt N·τ in 3 
Subflächen unterteilt: Halbkugel für den Eingriffsflächenbereich (N·τ>0), Großkreis des Eingriffs 
(N·τ=0), Halbkugel für den eingriffsfreien Flächenbereich (N·τ<0),         

   4) Überlappen der Werkzeug-Abbildung und Kontakt-Abbildung,  
5) Durch Überlappung werden Eingriffskurve, Eingriffs- und eingriffsfreier Flächenbereich auf der 
Werkzeugoberfläche getrennt. Damit kann das Eingriffsverhalten veranschaulicht werden. 
 

5 Zusammenfassung 

Der neue Ansatz zur Modellierung des Hüllvolumen des Fräswerkzeuges, welches 
sich ohne Rotation und Schwenkbewegung translatorisch im Raum bewegt, erfolgt 
auf der Basis der Gauß-Abbildung. Die Grundidee besteht darin,  
a) die im Euklidischen Raum beschriebene Geometrie und  Bewegungsrichtung des 
Werkzeuges mittels Gauß-Abbildung in die sphärische Fläche der Einheitskugel 
umzuwandeln;  
b) die Beziehung zwischen Werkzeug-Abbildung und Kontakt-Abbildung gemäß der 
Lage von Kontakt-Abbildung festzustellen und die Schnittlinien zwischen Werkzeug-
Abbildung und Kontakt-Abbildung zu finden;  
c) umgekehrt die Schnittlinien aus dem sphärischem Raum in den Euklidischen 
Raum zurückzuführen und dadurch die Eingriffkurve zu einer vorgeschriebenen Zeit 
zu ermitteln sowie die Eingriffskurven zur jeweiligen Zeit miteinander zu verbinden. 

Der vorgeschlagene Ansatz hilft intuitiv das Eingriffsverhältnis von generalisierten 
Werkzeugen zu verstehen, einfach die Hüllvolumen zu implementieren und ist 
erweiterbar bis hin zur Berechnung der Hüllvolumen der teilweise C0-stetige konvexe 
Menge des Werkzeuges. 
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