Die inverse Matrix

Eine (n X n)-Matrix A hei8t invertierbar, wenn es eine (n X n)-Matrix B gibt, so

dass
A-B=B-A=E,

Bezeichnung: A~!:=B inverse Matrix von A.

Invertierbare Matrizen heiflen regulér, nicht invertierbare Matrizen singulér.

Es gilt: Ist A eine invertierbare (n X n)-Matrix iiber K, dann hat das lineare
Gleichungssystem Ax = b fiir jeden Vektor b € K" die eindeutige Lésung
x=A"1h.
Fiir invertierbare (n x n)-Matrizen A, B gilt:
° (Afl)fl
e (AB)"!'=B"1A"!
° (AT)—I — (A—I)T .
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Beispiel Gauss-Algorithmus — Vorwartsphase —

21 4+ x2 + 3xg = 24 (1) (2 1 3|24
x1 4+ x2 4+ 2x3 = 16 (2) (1 1 2|16
2x; + x3 = 15 (3) \ 2 0 1|15
21 + x2 + 3x3 = 24 (1) 2 1 3 |24
ixa 4+ 3x3 = 4 (2) | o L L] 4
— x2 — 2x3 = -9 (3) 0 -1 -2 -9
21+  x + 3xg = 24 (1) 2 1 3|24
ixa 4+ 3x3 = 4 (2) 0 2 14
- x3 = -1 (3) \0 0 -1]|-1

= Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix
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Beispiel Gauss-Algorithmus — Riickwértsphase —

2x1 4+  x2 4+ 3xz3 = 24 (1) 2 1 3|24
+ 3xe + ix3 = 4 (2) 0 3 1|4

x3 = 1 (3 \0o 0 1|1

2x1 +  x2 = 21 (1) 2 1 0]21
1x9 = I @) 0 % of 3%

x3 = 1 (3 \o0o 0 1|1

x1 = 71" 1 0 0]7
X2 = 7 (2") 01 0|7

x3 = 1 (3" 0 0 1|1

= reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix
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Gauss-Algorithmus

Matrizen A und B, die auseinander durch Anwendung von elementaren
Zeilenoperationen hervorgehen, heiffen zueinander zeilen-dquivalent.

Zeilenstufenform:
® Alle Zeilen mit Nichtnulleintrdgen liegen oberhalb der Nullzeilen.

® Jeder fithrende Eintrag einer Zeile (d.h. der von links gesehen erste
Nichtnulleintrag) liegt rechts des fithrenden Eintrags der dariiber-
liegenden Zeile.

Reduzierte Zeilenstufenform: Zeilenstufenform, fiir die gilt:
® Der fithrende Eintrag der Nichtnullzeilen ist 1.

® Jeder fithrende Eintrag einer Zeile ist der einzige Nichtnulleintrag in
seiner Spalte.

Es gilt: Jede Matrix ist zu genau einer Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
zeilen-dquivalent.
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Elementarmatrizen

Elementarmatrix heifit jede (n X n)-Matrix, die durch das Ausfiihren einer
elementaren Zeilenoperation aus der Einheitsmatrix E, entsteht.

Jede elementare Zeilenoperation angewandt auf eine (m X n)-Matrix A kann als
Multiplikation von A mit einer geeigneten Elementarmatrix geschrieben werden.

Beispiel: fiir 3 x 3 Matrizen

Skalieren: X-(3) ‘ ‘Vertauschen: (2)e (3) ‘ ‘ Addieren: (2)+AX-(1)
1 0 0 1 0 0 1 0 0
E; = 0 1 0 Eo = 0 0 1 Es = A1 O
0 0 X 0 1 0 0 0 1
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Beispiel weiter:

1 0 0 1 2 3 1 2 3
Ei-A= 0 1 0 4 5 6 = 4 5 6
0 0 A 7 8 9 AT X8 A9
1 0 0 1 2 3 1 2 3
Eo- A= 0 0 1 4 5 6 = 7 8 9
0 1 0 7T 8 9 4 5 6
1 0 0 1 2 3 1 2 3
Esz-A= A1 0 4 5 6 = A-l+4 X245 A-34+6
0 0 1 7T 8 9 7 8 9
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Jede elementare Zeilenoperation ist reversibel, m. a. W. jede Elementarmatrix

ist invertierbar.

Inverse fiir das Beispiel:
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Theorem zur Aquivalenz linearer Systeme

Sind die erweiterten Koeflizientenmatrizen zweier linearer Systeme Ax = b und
Ax = b zeilenzquivalent ([A|b] ~ [A[b]), so sind die Systeme Aquivalent (d.h.

sie haben dieselbe Losungsmenge).

Beweis: Es existieren Elementarmatrizen Eq, ..., Ey mit

Ex-...-Ep - [A]b] = [A]b].

= Ex-...-E1-A=A und Ep-...-
Es gilt damit:
As=b <~ Ex ... EjAs=E-...-
< As=h
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Ei1-b=bhb.
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