Eine Menge von Vektoren B = {by, ..., bn} eines Vektorraumes V heil3t Basis von
V, wenn gilt:

(B1) die Menge von Vektoren {by, ..., bn} ist linear unabhéngig,

(B2) V = Span({bs, ..., bn}).

Basisauswahlsatz:

Fir jeden Unterraum U = Span({vy, ..., vk}) C V, U # {0} laRt sich eine
Teilmenge von {vy, ..., vk } auswahlen, die eine Basis von U ist.

Koordinatensystem bzgl einer Basis:

EsseiB={by,..., bn} eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem v € V eindeutig
bestimmte ¢y, ..., ch € Kmit v=ociby +...+ cnbn.
G

Koordinatenvektor von v bzgl. B: [v]g :=

Cn



Es gilt:

® Die Koordinatenabbildung Fg : V — K", v — [v]g ist ein Isomorphismus.
® Alle Basen eines Vektorraums V haben dieselbe Anzahl Elemente.

< Hat V eine Basis B = {bs, ..., b}, soist jede Menge aus mehr als n
Vektoren in V linear abhangig und keine Menge aus weniger als n Vektoren
spannt ganz V auf.

Die Dimension eines Vektorraumes V:
® |stB={by,..., bn} eine Basisvon V, soist dim V:=n.
® dim {0} :=0.
® Hat V keine endliche Basis, so hei3t V unendlich-dimensional.

Basiserganzungssatz:

Ist U C V ein Unterraum von V und dim V = n, so kann jede Menge linear
unabhangiger Vektoren aus U zu einer Basis von U erweitert werden, und es gilt
dim U < dim V.

Istdim V = n, so ist jede Menge von n linear unabhangigen Vektoren und jede
aufspannende Menge von n Vektoren in V eine Basis.



Gegeben sind Basen B = {by, ..., bn} und B= {51 ..... Bn} eines Vektorraumes V.

Fir einen Vektor v € V seien die Koordinaten [v]s gegeben und [v]z gesucht.

Berechnen die Koordinatenvektoren der alten Basis B in der neuen Basis B:

b = anbi+...+aibn
bn = ant b’\ + ...+ annbn
Dann gilt:
an ... am
Vg = : : Vs
an ... amn
::WB,B

Die Matrix WB,B hei3t Basiswechselmatrix. Es gilt: WB_;§ = WB,B'



Spezell fir [ V = R"] und Basen B={by, ..., bo} und B = {by, ..., b} in V:

Berechnen die Koordinatenvektoren der alten Basis B in der neuen Basis B:

b = anbi+...+aibn

bn = ani b’\ + ...+ amBn
bedeutet die Matrixgleichung (A- X = B)

an ... am
[E‘\Bn] . . :[b1bn]
: .

=A an ... @ =B

=X

zu lésen. Dies ist z.B. mit dem Gauss-Algorithmus maoglich.



