an ... @
A= =(a1a ... an)

am ... @mn

Spaltenraum von A:  Col(A) := Span({a1, ..., an}t).

Kernvon A:  Ker(A) := {x € K" | Ax = 0}.
Ker(A) ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0.
Es gilt:

® Col(A) ist ein Unterraum des Vektorraumes K.
Die Pivotspalten von A formen eine Basis von Col(A).
Rang von A:  rg(A) :=dim Col(A).

® Ker(A) ist ein Unterraum des Vektorraumes K".

Ist{x e K" | x=tv + vo + ...+ tskvi, t1, . .., t, € K} die Losungsmenge
von Ax = 0 in parametrischer Vektorform, so ist {vy, ..., vk} eine Basis von
Ker(A).

Dimensionsformel: | rg (A) + dim Ker(A) = n ‘




Es seien V und W Vektorraume Uber einem Koérper K.

Eine Abbildung f : V — W heift linear oder Homomorphismus, falls
(1) YuveV: flu+v)="~f(u)+f(v).
(2) Vv e VVa eK: f(av) = af(v).

d.h:|VuveVVa BeK: flau+ Bv) = af(u) + Bf(v).

Eine Abbildung f: V — W heil3t
® injektiv, fallsVu,ve Vu# v: f(u) # f(v).
® surjektiv, fallsVw e W3veV: f(v)=w.
® bijektiv, falls f injektiv und surjektiv.

Der Kern einer Abbildung f ist Ker(f) := {v € V| f(v) = 0} = f~"({0}).
Das Bild einer Abbildung f ist Im(f) :={w e W|3ve V: f(v) = w} = f(V).
Es gilt:

® Ker(f) ist ein Unterraum des Vektorraumes V.

® |m(f) ist ein Unterraum des Vektorraumes W.



Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Betrachten vorerst V = K" und W = K.
Es sei f: K" — K eine lineare Abbildung.
Firx=(x1 xo ... xn)] €K gilt: x=x1€1 +...+ xnén.

Da f linear ist, folgt: |Vx € K" : f(x) = Ax mit A:= (f(eq) f(e2) ... f(en)).

Es gilt:
Zu jeder linearen Abbildung (Homomorphismus) f : K" — K™ existiert eine
eindeutig bestimmte (m x n)-Matrix A mit f(x) = Ax firalle x € K".

Die Matrix A heifst Standardmatrix von f.

Es gilt:
® Ker(f) = Ker(A) und Im(f) = Col(A).
® fistinjektiv < Ax = 0 hat nur die triviale Losung.
® fistsurjektiv < Ax = bist fir jedes b € K™ |6sbar.
® fistbijektiv <« Aistinvertierbar.
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Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Es seien V und W Vektorrdume der Dimensionen dim V = nund dim W = m Uber
einem Korper K mit Basen B = {by, ..., bn} bzw. D = {d, ..., dm}.

Es gilt:
Zu jeder linearen Abbildung f : V — W existiert eine eindeutig bestimmte
(m x n)-Matrix A derart, dass fir alle v € V gilt:

[f(W]p = Alv]s.
Die Matrix A heif3t Darstellungsmatrix von f zu den Basen 55 und D.
Seien V4, V,, V5 Vektorraume der Dimensionen dim V; = n;, i = 1,2, 3 Uber K.
Die Komposition zweier linearer Abbildungen f: V; — VL, undg: Vp, — V3
(gof)(v):=g(f(v)) fluralleveV,
ist dann wieder linear.
Gilt f(v) = Ajvund g(w) = Ayw bzgl. der Basen By, B,, Bs von V3, V,, V3, dann:
(fog)(v) =Av mitA= A, A
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Darstellungsmatrix unter Basiswechsel
Basiswechsel:

Bei einem Wechsel der Basis andert sich die Darstellungsmatrix von f.

Es seien B = {by,..., by} und D = {d,,..., dm} andere Basen in V bzw. W.

Seien WB,B und Wp,ﬁ die zugehorigen Basiswechselmatrizen, dann gilt:

YveV: [V]B = WB,B [V]B und Ywe W: [W]ﬁ = CD,@ [W]D
Folglich:
(f(Vlp = W5 (WD = Wy 5 AlVls = (Wp 5 - A- Wy 1) [V]5
e
=A

Die Darstellungsmatrix A von f zu den Basen B und D erfilillt die Beziehung
7 —1
A=Wp 5 A WB,B

Spezialfal. V=W, B=Dund B =D. Danngilt: A=C-A-C™'

mit C := WB,B' Die Matrizen A und A heien zueinander dhnlich.
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