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14. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 28.1.-1.2.2013
Skalarprodukte, Orthogonalitat

(a) Fiir welche k € R sind die Vektoren (k, k,1)” und (k,5,6)T zueinander orthogonal?

(b) Fiir welche k € R gilt fiir die Vektoren u = (1,1,0,—2)7 und v = (3, —1,1,k)7 die
Beziehung dist(u,v) = 57

(c) Bilden die Vektoren vy := (1,0, 1)T, vy := (—=1,4,1)T, v3 := (2,1,-2)T eine Ortho-
normalbasis von U := Span({vi,ve,v3})? Geben Sie eine Orthonormalbasis von U
an.

(d) Es seien u = (u1,uz)’ und v = (v1,v9)? Vektoren aus dem R2. Zeigen Sie, dass die
durch
UV = 2UiV] — UV — UV] + 2UV9

definierte Verkniipfung die Eigenschaften eines Skalarproduktes erfiillt.
Geben Sie zwei Vektoren aus dem R* an, die die Norm 1 haben und zu den Vektoren
vy = (2,1,-4,0)7, vy := (—1,-1,2,2)7, v3 := (3,2,5,4) orthogonal sind.
Berechnen Sie das orthogonale Komplement U~ zum Untervektorraum U := Span({vy, v, v3})
im Vektorraum R*.
(a) Zeigen Sie, dass der ,Satz des Pythagoras“: ||u + v||?> = ||u|> + ||v||? fiir orthogonale
Vektoren u,v auch im R" gilt.
(b) Zeigen Sie, dass fiir Vektoren u, v aus dem R" ||u + v|| = ||u — v|| gilt, wenn u und v

orthogonal sind.
Wenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren an, um aus den Vektoren
vy :=(0,2,1,0)T vy == (1,-1,0,007,v3 = (1,1,1,0) , vy := (1,2,0, -1)T
eine Orthogonalbasis von Span({vy, v, v3,v4}) zu konstruieren. Normieren Sie diese Basis.

Verifizieren Sie, dass die beiden Vektoren u; = (—7,1,4)” und us = (—1,1,-2)" ortho-
gonal sind. Nutzen Sie dies aus, um die Orthogonalprojektion von v = (—9,1,6) auf die

durch u; und ugy erzeugte Ebene zu berechnen.
Eine Hefezellenkolonie benétigt in der k-ten Generation (k € N) eine Fliche von t; cm?.

Das Wachstum der Kolonie sei gegeben durch die Gleichung

3 11 3
t = —t — —t —t 1 k .
k3 = 5tz — g k+1+32k+ ; eN

(a) Geben Sie eine Matrix A € R3*3 und einen Vektor b € R3 an, so dass fiir alle k € N

gilt:
tpis tht2
tpio = A tpa1 + b.
(7] tg



Ist die Matrix A diagonalisierbar? Wenn ja, so geben Sie eine Matrix S an, so dass
S~ AS Diagonalform hat.

Hinweis fiir Bestimmung der Eigenwerte: ,raten® Sie, dass

2
(b) Berechnen Sie den Flichenbedarf ¢ fiir k € N falls ¢ty =t = to = 0 ist.

ein Eigenwert von A ist.

(c) Gegen welchen Wert konvergiert die Folge ¢, (fiir k — 00)?

Bemerkung: In Teil (¢) setzen wir nicht voraus, dass tg = t1 = t2 = 0 gilt.



