Eine LU-Faktorisierung einer (n x n)-Matrix A ist eine Zerlegung A = L- U mit einer

unteren Dreiecksmatrix
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Anwendung fir lineare Systeme Aj = b mit fester quadratischer Matrix A und
unterschiedlichen rechten Seiten b.



Losungsverfahren linearer Systeme mit LU-Faktorisierung:

Ist fur eine (n x n)-Matrix A eine LU-Faktorisierung A = LU gegeben, so kann das
lineare Gleichungssystem AX = b effizient in zwei Schritten gelost werden:

o ‘ 1.Schritt: Berechne die Losung ¥ von Ly = b durch Vorwartseinsetzen. ‘

o ‘Z.Schritt: Berechne die Losung X von UX = ¥ durch Rlckwartseinsetzen. ‘

Der Aufwand dieses Algorithmus ist von der Ordnung O(n?).
Der Aufwand des Gauss-Algorithmus ist von der Ordnung O(n®).
Die LU-Faktorisierung von A kann mit dem Gauss-Algorithmus berechnet werden.

Bemerkung: Fir sehr grol3e, diinn-besetzte, lineare Gleichungssysteme ist der
Gauss-Algoritmus nicht in vertretbarer Zeit durchfihrbar. Dort werden iterative
Loésungsverfahren angewendet.



Betrachten ein lineares System AX = b mit (n x n)-Matrix Aund b € R".

an a2 ... ann | b

. a1 adp ... ap| b
[Alb] =

am ap ... ann | bn

Anzahl Operationen (Vorwartsphase): - ohne Vertauschungen - (riickwarts analog)

# Add. # Mult.
1. Schritt:  Nullen an n-1 Stellen in 1. Spalte: n(n—1) n(n—1).

2. Schritt:  Nullen an n-2 Stellen in 2. Spalte:  (n—1)(n—=2) (n—1)(n—2).

(n-1). Schritt:  Null in letzter Position: 21 2-1.

- 2
Aufwand insgesamt:  A(n) = 2 Z (k+ Dk = §n3
k=1
dominant fiir groRes n

—Zn = O(r®).



Vektorraume

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer bindren Operation o : G x G — G, die
folgende Eigenschaften besitzt:

(1) Die Operation o ist assoziativ.
(2) Es existiert ein neutrales Element e € G: Vae€G: eoca=aoe=a
(3) Jedes Element besitzt ein Inverses: Va€ G 3a— '€ G: aca'=a 'oa=e.

Eine Gruppe heil3t abelsch, falls o kommutativ ist.

Ein Koérper ist eine Menge K mit zwei bindren Operationen +xi : K x K — K und
'k : K x K — K, die folgende Eigenschaften besitzen:

(1) (K, +x) ist eine abelsche Gruppe (neutrales Element Ok).

(2) (K\ {0k}, k) ist eine abelsche Gruppe (neutrales Element 1x).

(3) Es gelten die Distributivgesetze:
Va,b,ceK: (a+xb) kc=(akc)+xk (bkc).
Va,b,ceK: ax (b+xc)=(axb)+xk (akc).

~
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Ve

ktorraume

Ein Vektorraum Uber einem Korper (K, +x, -k ) ist eine nichtleere Menge V,

auf der zwei Operationen +:V x V — V und -:

K x V — V definiert sind

(Ublicherweise bezeichnet mit Addition bzw. Multiplikation mit einem Skalar),
die die folgenden Axiome erflllen:
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vo,veV: i+veV

VO, VeV: U+V=vV+1U

Vo, v weV: (U+V)+w=0+(V+w)
30eV:vVieV:0+0=10
VieVI—T)eV: U+ (—0)=0.

VieVVceK: cveV

YU, ve VVceK: c(U+V)=cli+cV
VieVVedeK: (c+xd)i=cli+du
Vie VVe deK: (ckd)d=c(dl)
vieV: 1xd=0.

Die Elemente eines Vektorraumes heiRen Vektoren.
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