Ein Unter(vektor)raum eines Vektorraumes V lber einem Korper K ist eine
Teilmenge U C V, die folgende Eigenschaften besitzt

(M 0eu,
(2) vi,veU: t+vel,
B Yie UVeceK: cve U.

Theorem 9: Jeder Unterraum U eines Vektorraumes V Uber einem Korper K ist
selbst ein Vektorraum tber K.

Theorem 10: Sind U; und U, Unterrdume eines Vektorraumes V ber einem
Korper K, so istauch U; N U, ein Unterraum von V.

Folgerung: Der Durchschnitt endlich vieler Unterrdume eines Vektorraumes V
Uber einem Korper K

UnUn...Nn U
ist wieder ein Unterraum von V.

Die Vereinigung U; U U, von Unterraumen U; und U, ist i.a. kein Unterraum.



Aufgespannter Untervektorraum

Fir beliebige Vektoren v, ..., Vi € Vund Skalare ¢y, ..., ¢k € K heil3t die Summe

1V + .. CrVi

eine Linearkombination der Vektoren v, . . ., Vi.
Der durch die Vektoren v, . . ., vV, aufgespannte Unterraum von V ist definiert
durch

Span({w, ..., Vi}) = {01 Vi+...+cvler,. .., Ck eK} .
Span({vy, ..., Vi }) heifdt auch lineare Hulle der Vektoren vy, .. ., Ve V.
Allgemein:

Die lineare Hiille einer Teilmenge M C V ist definiert durch
Lin(M):= [\ U
M C U, U Unterraum
Lin(M) ist der kleinste Unterraum des Vektorraumes V, der M enthélt.
Offenbar gilt: Span({v, ..., Vel) =Lin({w, ..., Vi}) .
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Aufgespannter Untervektorraum

Theorem 11: Es seien V ein Vektorraum Uber einem Koérper K und vy, .. ., Vi
beliebige Vektoren aus V. Dann ist der Spannraum

U:= Span({\71 ..... Vk}:{C1\7‘| +.o k|, .., CKEK}

ein Unterraum von V.
Beweis:

1 Gilt,da 0¥ +...40 % =0¢€ U.

2. [G,7€U = 0+7VeU| Esseien, v € U beliebig. Dann gilt

decq, ..., Ck, -, dkeK: U=cVy+...+cVk, V=0V +...+ dcVk.

7 Axiom2.3,8 (c1 +d)Vi + ...+ (ck + di)Vi € UL

3. |TeUa€cK =alic U| EsseienT e U, a € K beliebig. Dann gilt

dcq, ..., ce€K: u=cVy+...+ k.

- Axiom 7,9
au =

(ac)Vi + ...+ (ack)V € U,
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Eine Menge von Vektoren {V;, ..., Vi } heilt linear abhangig, falls es ein
j€{1,...,k} gibtund Skalare ¢y, ..., ¢i_1, Ciy1, ..., Ck mit

V/=C1\71 +..‘+Cj,1\7j,1+0j+17/'+1 ooV

Eine Menge von Vektoren {¥y, ..., Vc} heil’t linear unabhangig, falls sie nicht
linear abhangig ist.

Theorem 12: Eine Menge von Vektoren {¥;, ..., Vi } ist linear unabhéngig <
die Gleichung = = N
Vi + ...+ cvk=0
fir ¢y, ..., ck € Knurdie triviale Losung ¢; = ... = ¢¢ = 0 besitzt.
Weiter gilt:
® Eine Menge {V;, ..., Vk} ist linear abhangig <
Jje{1,....k}: Span({V,...,Vi}) =Span({V%, ..., Vi_1, Viy1,..., %}).
® Eine Menge {V¥;,..., Vk}, k> 2,V # 0, ist linear abhingig <
Es existierteinj € {1, ..., k}, so dass \7‘, Linearkombination von v, ..., 0}_1

und die Menge {Vy, ..., Vi_1} linear unabhangig ist.



Lineare Unabhangigkeit

Beweis zu Theorem 12:

Essei{w",..., Vi } linear unabhangig.
Annahme, es existiert eine nichttriviale Losung (cy, ..., ck) € KK von

CWV1+...+C/<V/<=6. (*)
= 3]6{1,,/(} C/;ﬁo
— —_ — —Ci—1 = —C — —_ —
= V=04 o L

Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der Vektoren.

Es gelte, dass Gleichung (*) nur die triviale Losung besitzt.
Annahme, {¥, ..., Vi } ist linear abhangig.

= 3Fje{l.....k}ci....ci—1,Cp1.....ck EK:

Vi=oi 4.+ GV GV .+ GV

= oVt GVt DY+ GV .+ 6V =0

Widerspruch zur Voraussetzung, dass nur die triviale Losung fur (*) existiert.
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Zusammenhang zu linearen GLS

Esseien V=R, n>1,v,..., vy € R".
. ‘Sind {n,..., Vit Iinearunabhéngig?‘
& Vi +...+ V=0 hatnurdie triviale Lésung ¢; = ... = ¢, = 0.
a1
R : =0 hat nur die triviale Lésung.
| —— .
=:A Ck

& alle Spalten von A sind Pivotspalten (keine freien Variablen).

o ‘Liegt W eR" inSpan({Vy,..., V})?
S o+ ...+ =w hatfire,..., cx € K eine Losung.
@]
& [V =w istlosbar.
=:A Ck

& die letzte Spalte von [A|W] ist keine Pivotspalte.
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