Eine Menge B = {b,, ..., Bn} von Vektoren eines Vektorraumes V hei3t Basis
von V, wenn gilt:

(B1) die Menge von Vektoren {51 ..... BN} ist linear unabhéangig,
(B2) V = Span({h, ..., Bn}).

Basisauswahlsatz:

Es sei V # {0} ein Vektorraum tber einem Korper K.
Dann 1&@t sich fur jeden Unterraum U = Span({v, ..., Vk}) C V, U # {0}, eine

Teilmenge der Menge {¥;, ..., Vi } auswahlen, die eine Basis von U ist.
Beweisidee:
Wirf nacheinander Vektoren V; aus dem Erzeugendensystem {vy, ..., Vi } von U

hinaus, die eine Linearkombination der Vektoren des jeweils verbleibenden
Erzeugendensystems sind.



Basis eines Vektorraumes

Basisauswahl:

Beispiel: |die Ebene R? | U = Span({¥Vy, v, V3, V4 }).

1. Schritt: U = Span({V,, V3, V4 })
2. Schritt: U = Span({¥3, V4})

Die Vektoren V3 und Vj sind linear unabhéngig = Sie bilden eine Basis von U.
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Theorem 13: (Eindeutigkeit der Koordinatendarstellung)

EsseiB={by,..., bn} eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem 7 € V
eindeutig bestimmte ¢y, .. ., cn € Kmit V=c1by + ...+ chbn.
C

Koordinatenvektor von V bzgl. B: [V]p :=

Cn

Beweis: ‘ Existenz der Koordinatendarstellung: ‘

DaV = Span({51 ..... bn}) . (B2)) gibt es eine Darstellung V = ¢4 bw + ...+ cnbp.

‘ Eindeutigkeit der Koordinatendarstellung: ‘

Annahme: Es gibt zwei Darstellungen v = ¢4 51 + ...+ Cabp = a; 51 + ...+ dnbn.
Damit ergibt sich:

(C'\ 70’1)51 +...+(Cn*dn)5n20-
Da B linear unabhangig (s. (B1)), folgt: Vi € {1, ..., nt: ci—d=0,dh.¢ci=d. O



EsseiB={by,..., bn} eine Basis eines Vektorraums V iiber K.

Theorem 14: Die Koordinatenabbildung Fp:V — K", v [v]z istein
Isomorphismus zwischen Vektorrdumen, d.h. bijektiv und linear.

Beweis:

‘ bijektiv = injektiv + surjektiv: ‘ Dass Fpg injektiv ist, folgt direkt aus Theorem 13.

Fir (ci, ..., cn)T € K" beliebig ist Fi5(V) = (1, - - -, cn)T. = Fpistsurjektiv.

Es seien ¥, w € V und a, 8 € K beliebig.

Dann existieren eindeutige Koordinatendarstellungen:

V:v151+...+vn5n und VT/=W151+...+W,75,7.

=  Fu(al+ BW) Fi((avy + Bwi)by ... + (avh + Bwa)bn)

avy + Bw, Vi wy
+8

avp + Bwy Vn Wi

Il
Il
Q

= oFp(V) + BFp(wW).



Basis eines Vektorraumes

Theorem 14: Alle Basen eines Vektorraumes haben dieselbe Anzahl Elemente.
Folgerungen: Hat V eine Basis B = {51 ,,,,, 5,7}, S0 ist

® jede Menge aus mehr als n Vektoren in V linear abhangig und
® jede Menge aus weniger als n Vektoren in V nicht aufspannend.
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Zusammenhang zu linearen
Gleichungssystemen

® Esseien V=R", n>1.

B= {51 ,,,,, Bk} ist eine Basis des R”
C
o k=n und (b ... By) : =0 istnur trivial Isbar.
——% \¢
=:A k

< A hatin jeder Zeile und jeder Spalte eine Pivotposition.
& A1 existiert.
® Es seien V ein Vektorraum tber K und B = {b, . .., By} eine Basis von V.

{V,..., Vk} istlinear unabhangigin V.

< {[%]s, ... []s} linear unabhéngig in R¥.
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