Basiserganzungssatz:

Ist U C V ein Unterraum von V und dim V = n, so kann jede Menge linear
unabhangiger Vektoren aus U zu einer Basis von U erweitert werden.

Und es gilt:
dm U < dim V.

Beweis:

1.Fall: U= {5}. Es gibt keine Menge linear unabhéangiger Vektoren; dim U = 0.

2.Fall:| U {0}. Es sei {0y,..., Uk} C U linear unabhangig.

U=Span({Th, ..., T¢}) = {Gi,..., O} istBasis. +/
Fall 2.2: | U # Span({U, ..., Ux}) = 3 Ukyq1 € U\ Span({ty, ..., U}

= {U,..., Uk, Uk41} ist linear unabhangig.

Wiederhole, bis Fall 2.1 eintritt.
Dies geschieht spatestens bei n Vektoren {0, ..., Un}, dadim V=n. O



Basiserganzungssatz:

Ist U C V ein Unterraum von V und dim V = n, so kann jede Menge linear
unabhangiger Vektoren aus U zu einer Basis von U erweitert werden.

Und es gilt:
dm U < dim V.

Folgerungen: Hat V eine Basis B = {51 ,,,,, 5,7} (d.h. dim V = n), soist

® jede Menge aus n linear unabhangigen Vektoren in V eine Basis und

® jede Menge aus n den Vektorraum V aufspannenden Vektoren eine Basis.



Gegeben sei ein Vektorraum V mlt elner Basis B = {b;,...,bn}.
Es wird eine neue Basis B = {b1, ..., bn} betrachtet.

Frage: Ein beliebiger Vektor vV € V ist mit
Koordinaten [V]p gegeben.
Wie lauten seine neuen Koordinaten [V]?

Berechnen die Koordinatenvektoren der alten Basis 5 in der neuen Basis 55 aus
den Bedingungen:

= a1151+...+a1n5n
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ant b’\ + ...+ ambn

o
S
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Basiswechsel

Es seinun ¥ € V mit Koordinaten [V]g = (v1, ..., va) gegeben:

v = V151+...+Vn5n
= vi(anby +apby + ...+ a1pbn) + va(an by + by + ...+ apbn) + ...
+Vn(am [71 + 8,7251 + ...+ a,mE)n)
= (Vian +vaa + ...+ Vodm )b + (Va2 + Vadzo + ... + Vaan)bo + ...
+(viain + voaos + ...+ Vnann)Bn
Vian +V2321 4+ ...+ Vnén a a
Vi@ip + ooy + ... + Vpap oo o
= [Vlg= : =l - . |lVs
’ a ... a4
v1am+ V262n+...+ Vnann n nn
=Wz 5

Die (n x n)-Matrix Wj ;5 heilt Basiswechselmatrix von B nach B.
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Basiswechselmatrix:

ap ... ann
Koordinatenvektoren der alten Basis B in der neuen Basis B:

bi = anbi+...+ambs

b = am 51 + ...+ annf)n

= |Wgz=(Bilg .. [Brlg)

Die Spalten der Basiswechselmatrix sind die Koordinatenvektoren

der alten Basis in der neuen Basis.



Spezialfall:

Vektoren sind Ublicherweise in Koordinaten der StandardbaS|3 geschrieben.
Es seien Basen B = {b1 ,,,,, bn} und B = {b1 ..... bn} in R" gegeben.

Berechnung der Koordinatenvektoren der alten Basis B in der neuen Basis 3:

by = anb +...+abn
Bn = am BW +...+ annbn
In Matrixform geschrieben
an anm
( by, ..., bn ) . = ( 51 ..... Bn )
—5 aip ... @ 5
=W

Diese Matrixgleichung ist mit dem Gauss-Algorithmus I0sbar.



am .- dmn

Spaltenraum von A:  Col(A) := Span({a;, ..., an}).

Kernvon A:  Ker(A) := {¥ € K" | AX = (}.
Ker(A) ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems AX = 0.
Es gilt:
® Col(A) ist ein Unterraum des Vektorraumes K.
Die Pivotspalten von A formen eine Basis von Col(A).
Rang von A:  rg(A) := dim Col(A).
® Ker(A) ist ein Unterraum des Vektorraumes K.
Ist{X e K" |X=tV+ b +...+ &V ty,..., t € K} die Losungsmenge
von AX = 0 in parametrischer Vektorform, so ist {¥,..., ¥} Basis von Ker(A).

Dimensionsformel: | rg (A) + dim Ker(A) = n




Spaltenraum und Kern einer Matrix

Beispiel

1 6 2 -5 =2 m62—5—2
-1 =6 0 -3 1 |~ 0 0 [2] -8 -1

2 12 4 -10 -3

Ablesen:

® dim (Col(A)) =rg(A) =3.

® Basis fur Col(A):
1 2 -2
2 4 -3

e dim (Ker(A)) = 2 = 5-dim (Col(A))
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Spaltenraum und Kern einer Matrix

Basis des Kerns bestimmen:

1 6 2 -5 =2 E 6 0 3
-1 -6 0 -3 1 ~ 0 0 E] _4
00 o0

2 12 4 -10 -3

0
Lésungsmenge: X7 = —6x)—3xz
X3 = 4xq
X5 0

= {v4, 2} isteine Basis fir Ker(A).
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Es seien V und W Vektorraume Uber einem Koérper K.
Eine Abbildung f : V — W heil3t linear oder Homomorphismus, falls

(1) VO, 7€ V: f(T+v)=f(0) + (V).
(2) VWe VVaeK: flaV) = af(V).

dh:|VU, Ve VVa, BeK: flal+ BV) = af(l)+ Bf(V).

Eine Abbildung f: V — W heil3t

® injektiv, falls VU, veV: U#£V = f(U) #f(V).
® surjektiv, falls vywe W3IveV: f(V)=w.
® bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Der Kern einer Abbildung f ist Ker(f) := {7 € V| f(¥) = 0} = f~1({0}).
Das Bild einer Abbildung f ist Im(f) :={w e W |3V e V: f(V)=w} = f(V).

Es gilt:
® Ker(f) ist ein Unterraum des Vektorraumes V.
® |m(f) ist ein Unterraum des Vektorraumes W.



