Es seien V und W Vektorraume Uber einem Koérper K.

Eine Abbildung f : V — W heil3t linear oder Homomorphismus, falls

(1) V8,7 e V: f(T+v) = (D) + f(7).
(2) VW€ VVa €K : f(aV) = af(¥).

dh: VD, Ve VVa, B eK: flal+ V) = af(T) + BF(V).

Eine Abbildung f : V — W heif3t

® injektiv, falls VU, veV: U#V = f(U) £ f(V).
® surjektiv, falls vwe W3IveV: f(V)=w.
® bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Der Kern einer Abbildung f ist Ker(f) := {V e V|f(V) = Oy} =~

Das Bild einer Abbildung f ist Im(f) :={w e W|3vVe V: f(V)=w} = f(V).

Theorem 17:
® Ker(f) ist ein Unterraum des Vektorraumes V.
® |m(f) ist ein Unterraum des Vektorraumes W.



Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Ziel ist, zu zeigen, dass jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorraumen durch eine Matrix charakterisiert werden kann.

Erinnerung:
Es sei A eine (m x n)-Matrix Uber einem Kérper K, d.h. A € K™*",

Nach Theorem 1 gilt:
Die Abbildung f : K" — K™, f(X) = AX istlinear.
= Die Suche nach Losungen von AX = bist gleichbedeutend mit

der Suche nach Urbildern X unter der Abbildung f fir einen Vektor b
des Bildraums K™.
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Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Betrachten vorerst V = K" und W = K™.

Es sei f: K" — K™ eine lineare Abbildung.

FirX=(x1 xo ... xn)] € K"gilt: ¥ =x181 +...+ xn8n.

Da f linear ist, folgt: | VX € K" : f(X) = AX mit A:= (f(&) f(&) ... f(&n)). ‘

Theorem 18:

Zu jeder linearen Abbildung (Homomorphismus) f : K" — K™ existiert eine
eindeutig bestimmte (m x n)-Matrix A mit f(X) = AX furalle X € K".

Die Matrix A heifst Standardmatrix von f.
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Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Betrachten vorerst V = K" und W = K.
Nutzen dann in der Verallgemeinerung die Isomorphie jedes n-dimensionalen
Vektorraumes Uber K zu K".
Theorem 19: Esseif: K" — K™ eine lineare Abbildung mit der Standardmatrix
A€ K™ dh VX € K": f(X) = AX. Dann gilt:
® Ker(f) =Ker(A) und Im(f) = Col(A).
e fistinjektiv < AX = 0 hat nur die triviale Ldsung.
< Ker(f) =Ker(A) = {0}.
< Jede Spalte von A ist Pivotspalte.
& AX = bist fur jedes b € K™ lésbar.
& Col(A) =K™M.
< Jede Zeile von A enthalt eine Pivotposition.

® fist surjektiv

e fist bijektiv < Aistinvertierbar.
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Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Es seien V und W Vektorrdume der Dimensionen dim V = nund dim W = m Uber

einem Koérper K mit Basen B = {51, . A.,Bn} bzw. D = {31, . A.,Hm}.
Theorem 20:

Zu jeder linearen Abbildung f : V — W existiert eine eindeutig bestimmte
(m x n)-Matrix A derart, dass flr alle v € V gilt:

[f(V)]p = AlV]s.
Die Matrix A heifst Darstellungsmatrix von f bzgl. der Basen 3 und D.
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Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung

Es seien V;, V,, V3 Vektorrdume der Dimensionen dim V; = n;, i = 1,2, 3 Uber K.
Die Komposition zweier linearer Abbildungen f; : V; — Vo und fp, : Vp, — V3

(szﬂ)(V) = fz(fw(v)) fur alle \76 V‘|
ist ebenfalls linear.

Seien A und A, die Darstellungsmatrizen von f; bzw. f, bzgl. By, B, bzw. By, Bs.

Dann gilt:
[fF(N]s, = A[V]p, fliraleveV;,

(E(W)]s, = A [W]g, firalle w e V.

Und damit:
[(Rof)(V]B, = (A2 - A) [V]p, furalleve Vs

= A - A; ist die Darstellungsmatrix der Komposition f, o f; bzgl. By, B3.
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Basiswechsel:

Es seien B = {51 ..... Bn} und D = {3’1 ..... ém} andere Basen in V bzw. W.
Seien WBB und WD,ﬁ die zugehorigen Basiswechselmatrizen, dann gilt:

vweV: [\_/N}B' = WBB" [WB und vywe W: [W]'ﬁ = WD'ﬁ [VT/]’D

Folglich:
[f(7)]p = W 5 [F(7)]p = Wp, 5 AlV]s = (Wp 5 A+ Wy L) [7]5
——

. o ~ - =A .
Die Darstellungsmatrix A von f zu den Basen 15 und D erflllt die Beziehung:

—1
A=Wpp A Wik

Spezialfall: V=W, B=Dund B=D. Danngitt A=C-A.C™"
mit C := WB,B' Die Matrizen A und A heiRen zueinander ahnlich.



Geometrische Deutung linearer Abbildungen

Betrachten f : R” — R”, f(X) = AX.

® Projektionen

1 0 O
zB.A=| 0 1 O
0 0 O

die senkrechte Projektion auf
die xy-Ebene in R3.

f(v)=Av }

Projektionen sind weder injektiv noch surjektiv.
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Geometrische Deutung linearer Abbildungen

Betrachten f : R” — R”, f(X) = AX.

® Skalierungen (Vergrofiern, Verkleinern & Spiegeln)

2 0 O
zB.A=| 0 2 O
0 0 2

fw) VergroRerung um den Faktor 2 in R3.

Skalierungen sind bijektiv.
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Geometrische Deutung linearer Abbildungen

Betrachten f : R” — R”, f(X) = AX.

® Scherungen

1T 2
z.B.A:(O 1 )

f(R) Verzerrung in x-Richtung
in R2.

Scherungen sind bijektiv.
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Geometrische Deutung linearer Abbildungen

Betrachten f : R” — R”, f(X) = AX.

® Rotationen

[ cos(p) —sin(y)
Z'B'A‘( Sn@)  cos(e) )

fv) Rotation um den Winkel  um den
Nullpunkt im math. positiven Drehsinn
v in RZ.

Rotationen sind bijektiv.
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Die Determinante ist ein charakteristischer Wert fiir eine quadratische Matrix.

dot A

Geometrische Interpretation: |det A| ist der Flacheninhalt des durch die Spalten
von A aufgespannten Parallelogramms.

an  ap

‘= anagg —axnan.
ag ax

an a2 as
dy1  dp» ax
31 a3 as3

(Sarrussche Regel)

811822833 + 812823831 + 813821832 — @13822831 — a11823832 — 8128214833

Geometrische Interpretation: |det A ist das Volumen des durch die Spalten
von A aufgespannten Parallelepipeds.



an ... an

Die Determinante einer (n x n)-Matrix A= : : Uber einem
Korper K ist der Wert ant ... amn
detA = (=D"*'aydet Ay + (=1)T2apdet Ap + ...+ (=1)T"a;, det Aj,

n
= > (-1)Majdet A;.
j=1
fr eine beliebig fest gewahlte Zeile i (Entwicklung nach der i-ten Zeile).

Ajj ist die Matrix, die Ubrig bleibt, wenn die i-te Zeile und j-te Spalte von A
gestrichen werden.

Theorem 21:

® Die Definition der Determinante ist korrekt, d.h. ihr Wert ist unabhangig von
der gewahlten Entwicklungszeile.
® Die Determinante kann auch durch Entwicklung nach einer beliebigen Spalte j
von A berechnet werden: n _
detA = > (=1)Va,det Ay .
k=1



