Erinnerung:

Zwei Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (V/ (-, -)) heien orthogonal, falls
(4, V) =0qilt.

Schreibweise: U L V.

Ein Vektor V heif3t orthogonal zu einem Unterraum U von V, falls

fir alle U € U gilt:
(4, V) = 0.
Schreibweise: vV L U.

Das orthogonale Komplement eines Unterraumes U von V ist die Menge
Ut ={veV|vLU}.

Theorem 31: Zujedem Unterraum U von V ist UL wieder ein Unterraum von V.



Nachrichtenmenge: KX ... k-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K.

Ein (n k)-Linearcode ist
eine injektive lineare Abbildung f; : Kk — K"

bzw. der zugehérige k-dimensionale Unterraum C := f(K¥) von K”.

fe wird durch eine (n x k)-Matrix A (Standardmatrix) beschrieben:
1% C1

A : = : bzw. (¢ ... cn) = (Vi ... Vi)AT

Vi Cn Wortschreibweise

G := AT heilRt Generatormatrix des Linearcodes C.



Betrachten das Skalarprodukt (¢; ... cn) e (dy ... dn) = kf% Ck - d -
Es hat auf einem beliebigen Korper i.a. nur die Eigenschaften (S1) und (S2).
(Der Begriff wird auch teilweise ohne Eigenschaft (S3) definiert.)
Fir das orthogonale Komplement C+ des Linearcodes C C K" gilt dann
® (L istein Unterraum von K".
® dmCt=n—k
® (L kannals (n, n— k)-Linearcode aufgefasst werden.
= Esgibt eine (n — k x n)-Generatormatrix H von C-, und:
Ve=(c...co))eC: cH =0

H heif3t Kontrollmatrix zum Linearcode C.



Essei (V/ (., -)) ein euklidischer Vektorraum Uber R.
Eine Menge von Vektoren {dj, ..., Uc} aus V heillt orthogonal, falls

(G, ) =0 furallei£j, i,je{1,..., k}.

Eine Menge von Vektoren {dj, ..., U} aus V heilRt orthonormal, falls

® sje orthogonal ist und

o ||U|l =+/(T.T) =1 furj=1,..., k.

Theorem 32: Jede orthogonale Menge von Nichtnull-Vektoren {j, ..., Ug}
eines euklidischen Vektorraumes (V, (-, -, )) ist linear unabhangig.

Eine Orthogonalbasis eines euklidischen Vektorraumes (V. (-, -, )) ist eine Basis
von V, die eine orthogonale Menge ist.

Eine Orthonormalbasis von V ist eine Basis von V, die eine orthonormale Menge
ist.



Darstellung in Koordinaten einer
Orthogonalbasis

Theorem 33: Essei B={U,..., Un} eine Orthogonalbasis von (V, (-, -, )).

Dann hat jeder Vektor vV € V in B die eindeutige Koordinatendarstellung

L B . v.7)
V=cly+ ...+ cpln mit C=—=—+, =1,..., n.
(gj, y)
IstB={0,..., Un} sogar eine Orthonormalbasis, so gilt
G=V.0), j=1..., n.

In diesem Fall ist (V, U;) gerade die orthogonale Projektion von ¥ in Richtung des
Vektors Gj.
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Es sei U ein Unterraum eines euklidischen Vektorraumes (V. (-, -, )).
Theorem 34: (Orthogonale Zerlegung)
Jeder Vektor y € V kann eindeutig zerlegt werden in

V=V +Z

mit y€ U und Ze€ Ut

Bezeichnung:  projy(¥) := fi heilt orthogonale Projektion von y auf U.

Bestapproximation:

Firjedes y € Vist proj, (V) derzu y nachstgelegene Punktin U bzgl. der
zugeordneten euklidischen Norm:

Y —projy(M)l < Iy —dll firallede U.



Der Gram-Schmidt-Prozess

Algorithmus, der aus einer gegebenen Basis eines Unterraumes U eines
euklidischen Vektorraumes (V. (-, -, )) eine orthogonale Basis konstruiert.

Es sei {51 ..... Bk} eine Basis von U.
Schrittweise Konstruktion einer Orthogonalbasis {Ty, .. ., Ug} von U:
o O :=h W, := Span({th })
o Ty =Dy — proju, (b) W, := Span({t, G})
o Ty = b1 — projy,_,(bk_1) Wy—1 = Span({@, ..., Uk-11})

o Oy:=bh— Projy, (By)

_E By Buion g
= bx (th, ) ST e By Yk
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