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6. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 24.11.-28.11.2014

Basis, Dimension, lineare Abbildungen
Geben Sie eine Basis zu den folgenden Vektorrdumen an und bestimmen Sie die Dimension.

(a) {(z1,72) € R? |29 = —321}

(b) {(z1,29,73) € R? |23 = 21}

(c) {(z1, 22,33, 24) € R* |21 — 32 — w3 =0, 13 + 33 + 74 = 0}
(d) {(z1, 22,73, 24,25) € R? |23 = 24 = 25}

(e) \f:xz— Z:‘L:opixi € R[X]n41 ‘ Z?:o p; =0}

Sei V endlich dimensional, U, W < V. Zeigen Sie, dass dann
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) {
) {
) {

dim(U + W) =dimU 4+ dim W — dim(U N W)

gilt. Mit anderen Worten: Beweisen Sie den Dimensionssatz.
Eine Abbildung f: R? — R? ist durch <§§) — (2xﬁi§im3> gegeben.
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(a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.
(b) Bestimmen Sie Rang(f) und entscheiden Sie, ob f injektiv oder surjektiv ist.
(c) Geben Sie weiterhin eine Basis vom R-Vektorraum f[V] an.

Hinweis: Zur Bestimmung einer Basis von f[V] bietet es sich an, einfach eine geeignet grofie
Menge linear unabhéngiger Vektoren aus f[V] zu finden.

Hausaufgabe, bitte bis 3.12.2014 12.00 Uhr unter Angabe von Name, Matri-

kelnr. und Ubungsgruppe im Briefkasten im Willers-Bau (C-Fliigel) abgeben.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge P, := {p € R[X], | p(1) = 0} < R[X] aller Polynom-
funktionen vom Grad kleiner als n, die eine Nullstelle bei g = 1 besitzen, einen
Untervektorraum des R-Vektorraums R[X] aller Polynomfunktionen iiber R bildet.

(b) Geben Sie eine Basis von P, an (Sie miissen natiirlich auch beweisen, dass die von
Thnen gefundene Menge tatséchlich eine Basis ist) und bestimmen Sie die Dimension
von P,.

Hinweis: Sie kénnen folgende aus der Schule bekannte Aquivalenz verwenden:

pla) =0 < Jq(z) € R[X]: p(z) = (z —a)q(x) .

Zeigen Sie, dass der Q-Vektorraum R und der R-Vektorraum RR jeweils nicht endlich
dimensional sind.

Hinweis: Es bietet sich an, fiir R® eine unendlich groe Menge linear unabhingiger Vektoren zu
finden (warum reicht das?) und fiir den Q-VR R ein Argument mit Abziihlbarkeit und Uberabzihl-
barkeit zu verwenden.

Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : R — R genau dann linear ist, wenn es ein r € R gibt
mit f(v) =r-w.



