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Naturliche Zahlen

o Sei S eine Menge.
ST := S U{S} nennt man Nachfolger von S.

o Ein Modell der natiirlichen Zahlen: N:={0,1,2,3,...}

o Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen hat ein kleinstes
Element (d.h. die natiirlichen Zahlen sind wohlgeordnet).

o Folgerung: (,,Prinzip des kleinsten Verbechers")

Wenn eine Behauptung H(n) nicht fiir alle natiirlichen Zahlen
gilt, dann muss es ein kleinstes Gegenbeispiel geben.



Axiome von Peano

@ Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau eine natiirliche Zahl
n™, genannt der Nachfolger von n.

@ Aus m™ = n* folgt m = n, d.h. jede natiirliche Zahl ist
Nachfolger héchstens einer natiirlichen Zahl.

@ Es gibt eine natiirliche Zahl 0, die nicht Nachfolger einer
natiirlichen Zahl ist (d.h. es gibt keine natiirliche Zahl n mit
nt =0).

@ (Induktionsaxiom)

Ist S eine Menge von natiirlichen Zahlen, die die Zahl 0
enthilt und fiir jedes n € S auch n™ € S erfiillt, dann ist S
die Menge aller natiirlichen Zahlen.



Teiler

und Primzahlen

Seien a, b € N.
a heiBt Teiler von b in N, wenn es ein kK € N mit a- k = b gibt.

Eine natiirliche Zahl p heiBt Primzahl, wenn sie groBer als 1 ist
und nur durch 1 und sich selbst teilbar ist.

Jede natiirliche Zahl > 1 ist durch eine Primzahl teilbar.
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Teilt eine Primzahl ein Produkt natiirlicher Zahlen,
dann teilt sie einen der Faktoren.



Fundamentalsatz der Arithmetik

o Jede natiirliche Zahl n > 1 kann auf genau eine Weise als ein

Produkt

n=pt-p3?-...pet
geschrieben werden, wobei k eine natiirliche Zahl ist,
p1 < p2 < --- < px Primzahlen sind und ag,ap, ..., ak

positive natiirliche Zahlen sind. Diese Darstellung heiBt die
kanonische Darstellung von n.

o Die Anzahl der Teiler einer naturlichen Zahl

k
n=pi*-py?-..opetist T](ai+1).
i=1
o Je zwei natiirliche Zahlen a, b (mit (a, b) # (0,0)) besitzen
einen groBten gemeinsamen Teiler ggT(a, b) und ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches kgV(a, b).

o Seinen a,b € N. Gilt ggT(a, b) =1, dann nennt man a, b
teilerfremd (relativ prim).



Euklidischer Algorithmus

o Euklidischer Algorithmus zur Berechnung von ggT(a, b) mit

a,be N\ {0}:
a = gb + n mit 0<n<b»b
b = ¢@n + n mit 0<m<n
rn = qzr + n3 mit 0<n<n
fh—2 = Gnfa-1 + Ia mit 0<r<r-1
'n—1 = Qn+1'n

= ggT(a,b)=r, (dennr,|a ry|b tlant|b=t]|nm)

o Zwei natiirliche Zahlen a und b sind genau dann teilerfremd,
wenn es ganze Zahlen o und S mit

a-a+p-b=1

gibt. Die Zahlen o und 8 kdonnen mit Hilfe des erweiteren
EukLiDischen Algorithmus berechnet werden.



Erweiterter EUKLIDischer Algorithmus

Erweiterer Euklidischer Algorithmus zur Darstellung von
geT(a, b) als Linearkombination av-a+ 3 - b:
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= ggl(a,b)=a-a+p-b



