15. Vorlesung

o Primitive Polynome (Beispiel)

Beispiel zur Konstruktion von GF(p)[x]/f(x) mit einem
primitiven Polynom f(x)
(Logarithmentafel)

©

©

Struktur endlicher Korper
o Rechnen in endlichen Korpern
o Isomorphie von Korpern
o Satz vom primitiven Element

©

Anwendung: BCH-Codes verstehen ...

o Primitive n-te Einheitswurzeln
o Minimalpolynome



GF(p)[x]/f(x) fiir ein primitives Polynom f(x)

o Ist f(x) ein primitives Polynom vom Grad k iiber GF(p), dann
sind die Elemente von GF(p*) = GF(p)[x]/f(x):

0

X0 =1

x (mod f(x))
x? (mod f(x))

P2 (mod £(x))

o Multiplikation in GF(p)[x]/f(x):

x' (mod f(x)) @ x/ (mod £(x)) = x/*J (mod P-1) (mod f(x))

o Inverse Elemente:

(x' (mod f(x)))~! = xP“"1=7 (mod f(x))




Logarithmentafel fiir GF(2)[x]/1 + x3 + x*

x' mod 1+ x3 4+ x*

Q

14 x3
1+ x4+ x3
L+ x+x2+x3
1+ x + x2
x—|—x2+x3
1+ x2
x—|—x3
1+x>+x3
14+ x
x + x?
x2—|—x3
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Bezeichnungen

o Bezeichung: « := x (mod f(x))

o Es sei GF(p¥) = GF(p)[x]/f(x) ein endlicher Kérper mit p¥
Elementen, wobei f(x) ein primitives Polynom vom Grad k
iber GF(p) ist.

Es gilt dann
GF(p¥) = {0} U {x' (mod f(x)) | i=0,1,...,p" =2}

und ' _
o' = x" (mod f(x)),
also _
GF(pF)y={0}u{a'|i=0,1,...,p" -2}

o Beispiel: 1+ x3+ x* ist ein primitives Polynom vom Grad 4
GF(2*) 2 GF(2)[x]/1+x3+x* = {0}u{a’ | i=0,1,...,14}



Rechnen in GF(p*)

GF(p )\ {0} ={a'|i=0,1,...,p"x -2}
00:-0=0
00-a/=0 fir ic{0,1,...,pk -2}
o afof =) ma P =1 e jic{0,1,...,pk—2}
o (o)1= P 1= = o~ fiir e {0,1,...,pk -2}
oo +do fir i,je{0,1,...,p" -2}
kann man mit Hilfe einer Logarithmentafel berechnen:

i o x" mod f(x)
01 1

1 o x

2 a? x?



Satz vom primitiven Element

o Fiir jeden endlichen Kérper GF(q) ist die multiplikative
Gruppe zyklisch ist.

In GF(q) gibt es also jeweils ein Element v mit
GF(q) \ {0} = (a) = {a,a?,... @91}

a wird ein primitives Element genannt. Es gilt a9~! = 1.

o Beispiel:
2 ist ein primitives Element in Zq fiir g = 11, g = 13, aber
nicht fiir g = 17.
x ist ein primitives Element in GF(2)[x]/x3 + x + 1,
aber nicht in GF(2)[x]/x* + x3 +x? + x + 1.
x 4 1 ist ein primitives Element in
GF(2)[x]/x* 4+ x3 4+ x® +x+ 1.

o Ist f(x) ein primitives Polynom iiber GF(p),
dann ist x ein primitives Element in GF(p)[x]/f(x).



Primitive n-te Einheitswurzeln

o Die Nullstellen von x" — 1 in GF(p*) nennt man die
n-ten Einheitswurzeln in GF(p¥).

o Die n-ten Einheitswurzeln bilden eine zyklische Untergruppe
der multiplikativen Gruppe von GF(p¥).

o Eine n-te Einheitswurzel in GF(p*) heiBt
primitive n-te Einheitswurzel, wenn sie in der multiplikativen

Gruppe von GF(p) ein Element der Ordnung n ist.

o SeiggT(p,n) =1.
GF(p*) mit n|(p¥—1) (k>0, k minimal) ist der
Korper mit kleinstem k, so dass GF(p¥) primitive n-te
Einheitswurzeln enthilt.



Minimalpolynome m,i(x)

Qo

Zu jedem Element von

GF(pX)\ {0} ={a'|i=0,1,...,pFk -2}

gibt es ein Minimalpolynom m,i(x) iiber GF(p).

m,i(x) € GF(p)[x] ist irreduzibel iiber GF(p).

3

) = mipt(x) fiir alle t € N

a’

(x
m,i(x) ist das normierte Polynom kleinsten Grades aus
GF(p)[x], das ' als Nullstelle hat.
Berechnung der Minimalpolynome:
o € GF(p)\ {0} = mu(x)= ] (x— o) mit

J€Zi
Zi={i ip,ip?,...,ip'};
dabei bezeichnet ¢ die kleinste positive natiirliche Zahl mit
i-p*l =i (mod pk —1).



Beispiel

GF(2*) = GF(2)[x]/1 + x3 + x* (14 x3 + x* ist primitiv)

Mlnlmalpolynome von o, at, ..., al*

= {0} = mao(x) =
Z; ={1,2,4,8} = mu(x)=(x—al )(X—oz2)(x—oz4)(x—oz8)
Zy=2,=24=Z3 = ma(x) = Me2(x) = mpa(x) = mas(x)
Z3 ={3,6,12,9} = me(x) = (x — a®)(x — a®)(x — a'?)(x — a?)
Z3=Zs =29 =212 = mMu(x) = myus(x) = mye(x) = ma(x)
Zs = {5,10} = mys(x) = (x — a®)(x — al?)
Zs = Zy = mgs(x) = mgw(x)
Z; ={7,14,13,11} = my(x) = (x —a")(x — a*)(x — a®)(x — all)
Zr =21 =Z13=214 = my(x)=myu(x) = mys(x) = mgu(x)

Zur Berechnung der Minimalpolynome als Elemente von GF(2*)[x] nutzt
man die Logarithmentafel des Kérpers GF(24) = GF(2)[x]/1 + x3 + x*.



Zerlegung von x'® — 1 in irreduzible Faktoren iiber GF(2)

Qo

Qo

Mao(x) = x — a®

Mot (x) = (x — ab)(x — a?)(x — a*)(x — a®) = x* + x3 + 1
Me3(x) = (x —a®)(x —ab)(x —a'?)(x —a®) = x* +x3 + x> +x +1
Mmes(x) = (x —a®)(x —a®) =x2+ x+1
Mar(x) = (x — a7)(x — a™)(x — a®¥)(x — all) = x* + x + 1

15

x2 -1
(x+1)(x2—|—x+1)(x4+x3—|—x2—|—x—|—1)(x4—|—x+1)(x4—|—x3—|—1)

primitive Polynome

irreduzible Polynome

Da Minimalpolynome irreduzibel sind, kann man das kgV von
Minimalpolynomen sehr leicht berechnen.



BCH-Codes

Sei a eine primitive n-te Einheitswurzel in GF(p¥):

GF(p¥)\ {0} = {a®,a',..., 0P 7%}
SeideN, §d<n beN, b>0.

Ein zyklischer (n, k)-Linearcode C mit dem Generatorpolynom
g(x) = kgV(mus(x), mypr1(x), ,..., Mybrs—2(x))

wird BCH-Code der Lange n zur Entwurfsdistanz § genannt.
Dabei bezeichnen m,i(x) fir i = b,b+1,...,b+ 0 —2

die Polynome kleinsten Grades aus GF(p)[x],

die o' € GF(p*) als Nullstelle haben

(Minimalpolynome von o' € GF(p¥)).



