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3. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 2.-6.11.2015
Vektorraume, lineare Unabhangigkeit

U13. (a) Sind die folgenden Teilmengen der Ebene R? Untervektorriume von R?? Begriinden
Sie ihre Antwort jeweils. Skizzieren Sie die angegebenen Mengen.

i) A@y)lz-y=0}, () {(z,y) x>0} (i) {(z,y) | 2® +y* <1},
(b) Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen in einem Vektorraum V iiber K fiir alle
A € K und alle Vektoren u € V' gelten:
(i) A\*u=0 <= A=0V u=o,
(i) (=A) - (—u) = Au.
U14. Beweisen bzw. widerlegen Sie, dass die folgenden Mengen Untervektorrdume der angege-
benen Vektorrdume sind:

(a) {(a,b,c) €R3|a:b: 20} <R3,
(b) {(xhxz) € R? |x% —i—w% — 0} < R2
(¢) {(a+0b,0%) €R?|a,b e R} <R?,
o (d) {(z1,22,23) € R3 | 21 + 29 + 223 = 0} < R3,
(e) {f € RR |Vac eER: f(z) = f(—:v)} < RR,
(f) {f eR® |3z € R: f(z0) = 0} < RE,
(g) {f € R®|f(z) =0} <R fiir ein festes zg € R,

Hinweis: R® bezeichnet die Menge aller Funktionen f : R — R. Ist U ein Untervektorraum von V,
schreiben wir U < V.

U15. (a) Welche der folgenden Mengen von Vektoren im R-Vektorraum R? R? bzw. R* sind
linear unabhingig? Geben Sie im Fall linearer Abhingigkeit eine nichttriviale Dar-
stellung des Nullvektors an (ggf. in Abhéingigkeit von den Werten a,b,c € R).
(al) {(2,0),(1,1),(0,2)}, (ad)  {(1,0),(c, 1)},
(a2) {(1,1,0),(2,0,2),(0,2,3)}, (a5) {(2,-1,1,1),(-3,2,—1,-3),(1,1,2,a)}.
(33) {(17273)7(27270)7(_17073)}7
Uberpriifen Sie nochmals die Vektoren aus den Aufgabenteilen (al) - (a4) auf lineare
Unabhéngigkeit, wenn der zugrundeliegende Korper nicht R sondern Zs ist.

(b) Die Vektoren a,b,c aus einem R-Vektorraum seien linear unabhéngig. Untersuchen
Sie, ob die folgenden Tupel von Vektoren ebenfalls linear unabhéingig sind.
(bl) —a, a+b+b,
(b2) a—b,b+¢, b—c,
(b3) a—b,a—c, b—c.

A16. Hausaufgabe, bitte zu Beginn der 4. Ubung unter Angabe von Name, Matri-
kelnr. und Ubungsgruppe abgeben.



(a) Wie viele Elemente besitzt der Vektorraum GF(3)3? Begriinden Sie!

(b) Es seien v; = (0,0,1),v2 = (0,1,0) sowie w; = (2,0,1),ws = (0,1,2) Vektoren aus
GF(3)3. Geben Sie alle Vektoren z € GF(3)? an, so dass beide Mengen {v;,v2, 2} und
{w1,ws,z} linear unabhingig sind.

(c¢) Esseiu=(1,0,0). Bestimmen Sie ({u,v2}) N {wi,wa}).

(d)* Geben Sie alle Untervektorrdume an, die den Vektor u enthalten.

Hinweis: Der Vektorraum GF(3)? besteht aus allen 3-Tupeln mit Eintréigen aus dem dreielementigen
Korper GF(3) = (Zs, +, -). Die Addition von Vektoren und die Multiplikation mit einem Skalar ist
wie in Vektorrdumen iiber R komponentenweise definiert.

H17. Sei u € R. Eine Abbildung f : R — R heifit p-periodisch, wenn f(x) = f(x + p) fir alle
x € R gilt.

(a) Zeigen Sie, dass V), := {f € RR | f ist p-periodisch} ein Untervektorraum von R ist.
(b) Zeigen Sie, dass W := ({{sinnz | n € N} U {cosmz | m € N}}) ein Untervektorraum
von Vo, ist.
Hinweis: Uberlegen Sie zunichst, was im einzelnen bewiesen werden muss; reicht es aus, wenn
man zeigt, dass sinnz und cosmzx zu Vo, gehoren? Mit sinnx bzw. cos mx werden hier die
Funktionen x — sinnz bzw. x +— cos ma bezeichnet. Man nennt W auch den Vektorraum der
trigonometrischen Polynome.)

(¢) Formulieren Sie die folgenden Aussagen in Worten, ohne ,,Element von“ zu sagen.
Welche der Aussagen ist richtig? (Beweis oder Widerlegung)
(c1) VfFeRRIueR: feV,
(c2) 3peRVFeRE: feV,
(c3) VueR:V, =V_,.

H18. Es sei V ein K-Vektorraum. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Es sei n > 2. Dann sind vy,...,v, € V genau dann linear abhéingig, wenn (mindes-
tens) ein Vektor v; Linearkombination der anderen ist
(dh di e {1, ,’I’L}H)\l,...,)\n eK:vy = Z)\jvj).
J#i
(b) Ein Vektor v € V ist genau dann linear abhéngig, wenn er der Nullvektor o ist.
(c) (siehe Vorlesung 4.2) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear un-
abhéngig. Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig.

Formulieren Sie die Beweise sorgfiltig!



