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4. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 9.-13.11.2015

Basis und Dimension

U19. Priifen Sie, ob die folgenden Mengen Untervektorriume von R™ (fiir geeignetes n) sind.

Geben Sie ggf. eine Basis an und bestimmen Sie die Dimension.

xl,xg) € R2|ZC2 = —3$1}

(a
(

) {(
b) {(z1,22,33) € R |23 =21}
(¢) {(z1,72,73,24) € R* |21 — 29 — 23 =0, 22 + 73 + 74 = 0}
(d) {(z1,22,73) € R? |23 = 21 + 1,22 = x{}

U20.

Priifen Sie, ob die folgenden Mengen von Polynomfunktionen Untervektorrdume von RF
sind. Dabei werden die aus der Schule bekannte Addition bzw. Skalarmultiplikation als
Operationen verwendet. Geben Sie ggf. eine Basis an und bestimmen Sie die Dimension.

(@) {f:zm Yiopia |pi € R} = R[X]p1
(f) {f X Z?:()pizi € R[X]nJrl ‘ Z?:O Di = 0}

(a) Zeigen Sie, dass (P(A), A,-) zu einer beliebigen Menge A ein Vektorraum iiber dem

Korper GF(2) ist. Dabei sei die Vektorraumaddition durch die symmetrische Differenz
A und die Multiplikation mit einem Skalar A € GF(2) durch 0- X :=Qund 1- X := X
gegeben.

Beweisen oder widerlegen Sie fiir den GF(2)-Vektorraum PB(A) aus Aufgabe 20a
die folgende Aussage: Fiir B C A ist P3(B) ein Untervektorraum von JB(A).
Wann sind zwei Vektoren X,Y € B(A) linear abhéingig im Vektorraum B (A)?
Esseien X,Y € PB(A). Geben Sie alle Elemente von ({X, Y }) an. Welche Méchtig-
keit hat ({X,Y}) in Abhéngigkeit von X und Y?

Welche Dimension hat der GF(2)-Vektorraum PB(A) aus Aufgabe 20a? Geben Sie
eine Basis an. Geben Sie eine weitere Basis an.

Es seien By € A und By C A. Zeigen Sie

PB(B1) +P(B2) =P(B1U B2)  sowie P(B1) NP(Bz) =P(B1N Ba)

und iiberpriifen Sie den Dimensionssatz (VL Satz 20) mit dem erhaltenene Er-
gebnis.

U21. Beweisen Sie Satz 13 (b) (VL):  Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und

B C V. Zeigen Sie:
Die Menge B ist genau dann eine Basis von V', wenn B ein minimales Erzeugendensystem
ist (d.h. keine echte Teilmenge B’ C B ist ein Erzeugendensystem von V).



A22.

H23.

H24*.

Hausaufgabe, bitte zu Beginn der 5. Ubung unter Angabe von Name, Matri-
kelnr. und Ubungsgruppe abgeben.
Sei by, b, bs, by eine Basis des Vektorraums R*. Die Vektoren v;, v und vs seien folgen-
dermaflen definiert:
vy 1= by — 2bg + by,
Vo = 2b3 + 5b4,
V3 1= —2b1 + 4b2 + 2b3 + 3b4
(a) Sind die Vektoren vy, vg, v3 linear abhéngig?
(

b) Geben Sie eine Basis fiir U := ({v1,v2,v3}) an.

d) Ergiénzen Sie die Basis aus (b) zu einer Basis von R?.

)
)
(c) Welche Dimension hat U?
)
)

a) Bs sei S = ({(1,2,3),(1,0,0)}) < R3. Bestimmen Sie ein Komplement (vgl. VL
Definition 18) T von S in R3. Ist T eindeutig bestimmt?

(b) Es seien U und V Untervektorriume des Vektorraums R3. Weiter sei U @ V = R3.
Zeigen Sie, dass dann dim(U) # dim(V') gilt.

(
(

Zeigen Sie, dass der Q-Vektorraum R und der R-Vektorraum RF jeweils nicht endlich
dimensional sind.

Hinweis: Es bietet sich an, fiir R® eine unendlich groe Menge linear unabhingiger Vektoren zu
finden (warum reicht das?) und fiir den Q-VR R ein Argument mit Abziihlbarkeit und Uberabzihl-
barkeit zu verwenden.



