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6. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 23.-27.11.2015

Rang einer Matrix, Koordinatenvektoren

V32. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor. Be-
rechnen Sie in Abh#ngigkeit von t € R den Rang der Matrix

1 2 3 4 5
1 t t+1 2t 5 4x5
A=l2 2 6 s 10 K
0 4—1t 1 0 0
U33. (a) Es sei 1 1 5 5 0
vii=| 4 |,vw=13 |,v3:=| 9 |,vw=]|6]|,vs:=1[ 2
3 4 5 7 2
Zeigen Sie, dass E := {v1,vs,...,v5} C R? ein Erzeugendensystem von R? ist. Geben
Sie eine Basis B von R3 mit B C E an.
(b) Es seien
1 2 -1
uy = —2 Ug 1= -3 ug 1= S
1= 3 I 2 .= 6 ’ 3 = _2
—4 —11 6

Zeigen Sie, dass E := {uy,us,uz} C R* linear unabhingig ist. Geben Sie eine Basis
B von R* mit E C B an.

U34. Eine quadratische Matrix A = (a;j) heiBt obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle i, j
mit i > j gilt.
(a) Formulieren Sie ein Kriterium fir die Regularitét (Invertierbarkeit) einer oberen Drei-
ecksmatrix.

(b) Zeigen Sie, dass die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix wieder eine obere Dreiecks-
matrix ist.

U35. Wir verdeutlichen uns die Zusammenhinge aus Vorlesung 5.5: Es sei K = GF(2). Weiterhin
sei V3 der 3-dimensionale K-Vektorraum B(Ds) mit D3 = {d;, ds,d3} und B = (v, ve,v3)
sei die Basis, die aus den Vektoren vy = D3, vo = {d;,d2} und vs = {ds,ds} besteht (vgl.
Aufgabe U20 und Vorlesung 3.2.4.).

(a) Bestimmen Sie ®5((1,1,1)) und ®5((1,0,1)).
(b) Es seien wy = {dy,da,ds}, we = {d2} und ws = {d1,ds}. Bestimmen Sie die Vektoren
u; = ®5' (w;) und die (die u; als Zeilenvektoren enthaltende) Matrix A.

Geben Sie alle Elemente der Unterrdume ({wy,ws, w3})y bzw. ({ug,us,us})gs an.
Ist die Dimension dieser Rdume gleich dem Rang von A?



A36.

H37.

H38.

(c) Bearbeiten Sie Teil (b) fiir w; = {d;} fur i € {1,2,3}.
(d) Wir betrachten nun analog den n-dimensionalen Vektorraum V;, mit der Grundmenge
B(D,) := {d,...,d,}. Zeigen Sie, dass die Menge B; = {{d1},{d1,d2},...,Dp}}

linear unabhéngig ist. Zeigen Sie, dass die Menge

By = {{d1,d2},{d2,ds}, ..., {dn-1,dn},{dn,d1}}

linear abhingig ist.

Hausaufgabe, bitte zu Beginn der 7. Ubung unter Angabe von Name, Matri-
kelnr. und Ubungsgruppe abgeben.

Beweisen Sie: Ist A € K™*" eine Matrix, fiir deren Eintrége a;; gilt: i« < j = a;; =0,
dann ist A™ die Nullmatrix.

Hinweise: Die Nullmatrix (der Groéfie n x n) ist diejenige Matrix aus K™*", deren Eintréige alle Null
sind.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge P, := {p € R[X], | p(1) = 0} < R[X] aller Polynom-
funktionen vom Grad kleiner als n, die eine Nullstelle bei g = 1 besitzen, einen
Untervektorraum des R-Vektorraums R[X] aller Polynomfunktionen iiber R bildet.

(b) Geben Sie eine Basis B von P, an (Sie miissen natiirlich auch beweisen, dass die von

Thnen gefundene Menge tatséchlich eine Basis ist) und bestimmen Sie die Dimension
von P,.

Hinweise: Die Addition und die Multiplikation zweier Polynomfunktionen soll wie in der Schule

eingefiihrt definiert sein. Sie konnen folgende aus der Schule bekannte Aquivalenz verwenden:

pla) =0 < 3Jq(z) € RIX]: p(x) = (z — a)q(z) .

Nutzen Sie zur Losung dieser Aufgabe aus, dass die Menge R[X],, der Polynomfunktionen vom

Grad kleiner als n die (Standard)-Basis {f; : x + 2" | i € {0,...,n — 1}} besitzt.

Es seien A und B zwei (m x n)-Matrizen iiber K und uq, ..., uy, € K® bzaw. 21,...,2, € K"
seien die Zeilen von A bzw. B. Beweisen Sie (vgl. Lemma 27): Entsteht B aus A durch
eine elementare Zeilenumformung, dann ist ({u1,...,um}) = {z1,...,2m})-



