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13. Ubungsblatt firr die Ubungen vom 25.1.-29.1.2016

Polynomringe, Eigenwerte

V81. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.
(a) Bestimmen Sie Polynome 1, o € R[X], so dass

—12X5 88X 4 5X3 +2X% —3X +1=(4X?+1)-¢9+ o0
mit Grad(p) < 2 gilt.
(b) Bestimmen Sie Polynome 1, o € GF(3)[X], so dass
X0 Xt X2 42X = (2X2+ X +1) -0+
mit Grad(p) < 2 gilt.
U82. Es sei R ein Ring mit 1 und
o= —6+X+X%=(—2+X)3+X) € R[X],
mit 3=1+1+1und —2 = —(1 + 1) wie in Aufgabe U76 gewihlt.

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von ¢ im Ring R := R?*2,

(b) Geben Sie eine Liste aller Nullstellen des Polynoms ¢ im Ring R := GF(2)?*? an.
Wie viele Nullstellen hat ¢ im Fall R = GF(3)2*2?

U83. Bestimmen Sie alle Matrizen A € K™, die zur Einheitsmatrix £ € K"*" #hnlich sind
(vgl. Vorlesung 7.8).

Nach Vorlesung 10.2 haben &hnliche Matrizen die selben Eigenwerte. Zeigen Sie, dass die
Umkehrung nicht gilt, d.h. finden Sie eine zu E nicht-dhnliche Matrix B mit det(B—AE) =
det(E — \E).

U84. (a) Beweisen Sie folgende Aussagen:

(i) Beweisen Sie: Eine quadratische Matrix A € K™*™ ist genau dann regulir, wenn
0 kein Eigenwert von A ist.

(ii) Besitzt die Matrix A € K"*" die Eigenwerte A1,...,\,, dann gilt det(A) =
[Tizy Aie

(b) (i) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

0 0
10
01

o o e

(ii) Benutzen Sie dieses Ergebnis, um eine 3 x 3-Matrix iiber K = GF(3) zu finden,
die keine Eigenwerte hat.



cosa —sina

H85. (a) Es seien A = < ), A1 =cosa+ isina und A2 = cosa — i sin a.

sina cosa
Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem

aorn2)- (0

iiber dem Korper C fiir j € {1,2}. (E ist die 2 x 2-Einheitsmatrix.)
(b) Geben Sie fiir jeden Losungsraum Los(A — A E, (3)) (j € {1,2}) eine Basis an.
(c) Essei S € C?*? eine Matrix, deren j-te Spalte ein Basisvektor des Losungsraumes
Los(A — N\ E, () (7 € {1,2}) ist. Berechnen Sie S~! und S~'AS.
Hinweis: Alle Rechnungen sind im Korper der komplexen Zahlen durchzufithren. A\; und A sind

gerade die Eigenwerte von A. Sie kénnen sich davon iiberzeugen, indem Sie Au; = A\;u; nachrechnen.

H86. Essei K ein Korper. Beweisen Sie, dass in K[X] gilt: 2™ —1]|z"—1 <= m|n. Schlussfolgern
Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl a > 1 gilt: a™ — 1|a™ — 1 <= m|n

H87*. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f: V' — V heift
idempotent, wenn f o f = f gilt und er heifit nilpotent, falls es ein n € N mit f" = ¢q
gibt (dabei bezeichne c¢y: V' — V die Abbildung, die jedes x € V' auf 0 abbildet)

(a) Zeigen Sie, dass ein idempotenter Endomorphismus nur die Eigenwerte 0 und 1 haben
kann und ein nilpotenter Endomorphismus nur den Eigenwert 0 haben kann.

(b) Es sei f ein Endomorphismus, der die Eigenwerte 0 und 1 und keine weiteren Eigen-
werte hat. Ist f idempotent?

(c¢) Es sei f ein Endomorphismus, der nur den Eigenwert 0 hat. Ist f nilpotent?

Die folgenden Wiederholungsaufgaben sind zur Klausurvorbereitung vorgesehen. Versuchen Sie,
die Aufgaben allein und nur mit Hilfe eines ,,Spickzettels“ (also ohne Skripte und ohne elektro-
nische Hilfsmittel) zu l6sen. Pro Aufgabe sollten Sie etwa 15-30 Minuten veranschlagen.

W88. (a) Beweisen Sie: Sind U; und Us Untervektorrdume eines K-Vektorraums V', dann ist
U; N Us ebenfalls ein Untervektorraum von V.

(b) Bestimmen Sie die Determinante det(AB) des Produkts der R***-Matrizen

10 0 1 1 —1.0 0
02 0 1 1 2 00
A=19 0 1 _o| wdB= 0 1 0
00 —2 2 1 0 0 2

W89. (a) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die die Matrix

1 3 -1
A=12 7 4
1 4 a

-1

invertierbar ist. Berechnen Sie die Inverse A~* von A fiir a = 4.



(b) Es sei B = (v1,v9,v3) eine Basis des Vektorraums R3. Verifizieren Sie, dass auch
C = (w1, w2, ws) mit

w1 = vy + 2vg + vg, wo = Jv; + Tvg + 4vs, wy = —v1 + 4vs + 4vs

eine Basis von R? ist.

(c) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen (Transformationsmatrizen) MZ(id) (von B
nach C) und M§(id) (von C nach B).

(d) Essei f : R? — R3 eine lineare Abbildung, fiir die f(v1) = wyq, f(v2) = wa, f(vs) = vy
gilt. Begriinden Sie, dass f durch diese Festlegung eindeutig bestimmt ist. Geben Sie
die Darstellungsmatrix M (f) und die Darstellungsmatrix ME (f) an.

Zusatzaufgabe: Bestimmen Sie den Kern und das Bild von f.

W90. Es sei

e R4X4

N

Il
O w oo
— O = O
_— o O =
N O = O

(a) Berechnen Sie die Determinante und den Rang von A.

(b) Begriinden Sie, ob die Matrix A invertierbar ist; wenn ja, dann berechnen Sie die
inverse Matrix von A.
Hinweis: Um Rechenfehler auszuschliefen, konnen Sie zur Probe AA~! berechnen; sie miissen
das aber nicht.

(c) Berechnen Sie die Losungsmenge Los(A,b) des Gleichungssystems Az = b fiir b :=
(2,1,6,3)".

(d) Es sei B = (v1,v2,v3,v4) eine Basis eines 4-dimensionalen R-Vektorraums V', und
f:V — V sei diejenige lineare Abbildung, fiir die ME(f) = A gilt. Bestimmen Sie
einen Vektor u € V (als Linearkombination Zf‘zl Aiv; der Basisvektoren), fiir den
f(u) = 2v1 + v2 4 6v3 + 3v4 gilt. Begriinden Sie, ob es einen oder mehrere solcher
Vektoren u geben kann.

Zusatzaufgabe: Berechnen Sie die inverse Matrix von A, wenn A € GF(7)*** als Matrix iiber dem
7-elementigen Korper GF(7) = (Z7,+, -) aufgefasst wird.

Tkein Druckfehler



