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14. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 1.2.-5.2.2016

Eigenwerte und Eigenraume

V91. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.
Es sei f : R? — R? der durch f(1,0) = (3,2) und f(0,1) = (2,3) eindeutig bestimmte
Endomorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass v; = (1,1) ein Eigenvektor von f ist und bestimmen Sie den zu-
gehorigen Eigenwert A;.
(b) Zeigen Sie, dass Ay = 1 ein Eigenwert von f ist und bestimmen Sie den zugehorigen

Eigenraum Eig,, (f).

U92. Bestimmen Sie fiir die gegebenen Matrizen A, B € R3*3 und C' € R*** jeweils das charak-
teristische Polynom, die Eigenwerte und eine Basis fiir jeden Eigenraum. Geben Sie auch
die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte an.

e > 5 3 oo

A=| -2 1 0], B=|(323]|, C=
-2 0 1 3 3 2 -3 041
-3 0 1 4

U93. Es sei A € K™ eine regulire Matrix mit den Eigenwerten Ai,...,\, € K.

(a) Beweisen Sie, dass A\ ',..., A\ ! die Eigenwerte von A~! sind.
Hinweis: Dazu miissen Sie auch zeigen, dass A~! keine weiteren Eigenwerte hat.

Was liisst sich iiber die Eigenrsume Eigy (A) und Eig,-1(A™") aussagen?

(b) Beweisen Sie, dass A, ..., A, die Eigenwerte von AT sind.
Sind auch die zugehorigen Eigenrsiume von A und AT gleich?

U94. Es sei f: R? — R? die Spiegelung an der Geraden g = Rv mit v = @) € R2.

(a) Veranschaulichen Sie sich diese Abbildung geometrisch und iiberlegen Sie damit, wel-
che Eigenwerte f hat und was die dazugehorigen Eigenrdume sind. Geben Sie eine
Basis B’ = (u1,u2) von R? aus Eigenvektoren von f an.

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix A := ME(f) bzgl. der Standardbasis B =
(61, 62).

(c) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix D := MJ, (f) bzgl. der Basis B’ = (u1,us).

(d) Berechnen Sie eine regulire Matrix S, so dass D = S~'AS gilt. Ist S eindeutig
bestimmt?

H95. Gesucht sind alle Eigenwerte der Matrix A = (a;;) € R™*" mit den Eintrégen

_J 0, fallsi=j
YT 1, fallsi#j



H96. Es seien V ein K-Vektorraum, f : V — V ein Endomorphismus und A € K ein Eigenwert
von f. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes n € N, n > 1, ist A" ein Eigenwert des Endomorphismus f" = fo---o f.
—_—

n mal

Was kann man iiber die Eigenrdume Eig, (f) und Eigy.(f™) aussagen?
(b) Fiir jedes k € K ist kX ein Eigenwert des Endomorphismus k& f.
(c) Fiir jedes k € K ist A2 + \ + k ein Eigenwert des Endomorphismus f2 + f + k id.
(d) Fiir jedes Polynom ¢ = 3" ¢; X* ist p(A\) Eigenwert des Endomorphismus ¢(f).
Hinweis: Wie in VL 9.4 miisste priziser ,o(\) ist Eigenwert von @F*d(V)(f)¢ geschrieben

werden.

H97. Es sei K ein Koérper und n > 1. Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiflen simultan diago-
nalisierbar, wenn es eine regulire Matrix S € K"*" gibt, so dass S™'AS und S~'BS
Diagonalmatrizen sind. Zeigen Sie:

(a) Wenn A und B simultan diagonalisierbar sind, dann gilt AB = BA.
(b) Wenn A eine Matrix mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten ist und es gilt AB =

BA, dann sind A und B simultan diagonalisierbar.

Kann man analog zu (b) auch zeigen: Wenn A diagonalisierbar ist und es gilt AB = BA,
dann sind A und B simultan diagonalisierbar?

Die folgenden Wiederholungsaufgaben sind zur Klausurvorbereitung vorgesehen. Versuchen Sie,
die Aufgaben allein und nur mit Hilfe eines , Spickzettels“ (also ohne Skripte und ohne elektro-
nische Hilfsmittel) zu l6sen. Pro Aufgabe sollten Sie etwa 15-30 Minuten veranschlagen.

W98. In dieser Aufgabe betrachten wir den Zs-Vektorraum Zo[X] aller Polynome (in der Varia-
blen X) mit Koeffizienten aus Zs .

(a) Bestimmen Sie die Méchtigkeit der Menge
ZQ[X]g = {CLQ + a1 X + CL2X2 | ap,a1,0as € {0, 1}}

aller Polynome aus Zs[X] vom Grad hochstens 2. Zeigen Sie, dass Za[X]3 einen Un-
tervektorraum von Zs[X] bildet.

(b) Sind die Polynome p(X) = X?+ X, ¢(X) = X3+ X2, r(X) = X3 linear unabhiingig?
Stellen Sie das Polynom s(X) = X als Linearkombination von p(X), ¢(X) und r(X)
dar.

(c) Beweisen Sie, dass die Abbildung f : Zs[X] — Zo[X] mit f(p(X)) = (p(X))? eine
lineare Abbildung ist.

W99. (a) Beweisen Sie: Ist V' ein Vektorraum der Dimension 2, dann gilt fiir alle v,w € V:

{v,w} ist linear unabhéngig =— {v + w, —w} ist eine Basis von V'

'Unter Z (oder auch GF(2)) verstehen wir hier die Menge {0, 1} zusammen mit der Addition modulo 2 und der
Multiplikation modulo 2.



(b) Beweisen Sie: Ist V ein Vektorraum der Dimension n € N und f : V. — V ein
Endomorphismus, dann gilt:

f injektiv <= f surjektiv

W100. (a) Bestimmen Sie (in Abhéngigkeit von m € R) alle Eigenwerte der Matrix

-1 -1 1 -1

o 2 3 0
A= 0 0 -3 1
0 0 m 2
Fiir welche m € R zerfillt das charakteristische Polynom von A iiber R in Linearfak-
toren?
(b) Wihlen Sie m = —6. Berechnen Sie den Eigenraum zum (einzigen) Eigenwert der

algebraischen Vielfachheit 2.

(c) Wéhlen Sie m = —6. Ist A diagonalisierbar? Geben Sie eine zu A dhnliche Diagonal-
matrix D an.



