
Fakultät Mathematik und Naturwissenschaften Fachrichtung Mathematik, Institut für Algebra

Prof. M. Bodirsky, Dr. C. Zschalig

Lineare Algebra und Analytische Geometrie, Sommersemester 2016
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Minimalpolynome, zyklische Unterräume

V163. Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Übung vor.

Es sei A =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 ∈ K
n×n. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und die

Eigenwerte von A. Nutzen Sie den Satz aus VL 15.3.2, um nachzuweisen, dass A diagona-
lisierbar ist.

Ü164. (a) Sei A =





−1 3 m

0 2 5
0 3 4



 ∈ R
3×3. Für welche m ∈ R ist A diagonalisierbar? Lösen Sie

die Aufgabe mit Hilfe des Satzes aus VL 15.3.2.

(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom der Matrix Mk = (mij) ∈ K
n×n mit ∃k ∈

K∀i, j ∈ {1, . . . , n} : mij = k. Ist Mk diagonalisierbar?

Ü165. Geben Sie für die folgenden, durch die Matrizen Ai gegebenen Endomorphismen fi : R
3 →

R
3 eine Zerlegung in eine direkte Summe von zyklischen Unterräumen an und zwar jeweils

mit einem, mit zwei und mit drei Summanden (siehe Satz und Beispiel aus VL 15.3.3).

A1 =





1 2 −3
0 1 −1
0 −2 2



 , A2 =





1 0 0
0 1 0
0 0 2



 .

Ü166. Eine Permutationsmatrix ist eine Matrix Aπ = (aij) ∈ K
n×n mit π ∈ Sn und aij = 1 ⇐⇒

π(i) = j. In jeder Zeile und in jeder Spalte ist also genau ein Eintrag 1 und alle anderen
Einträge sind 0.

(a) Zeigen Sie: ∀π ∈ Sn : det(Aπ) ∈ {−1, 1}

(b) Zeigen Sie: ∀π, σ ∈ Sn : Aπ · Aσ = Aσ◦π und folgern Sie, dass die Menge der Permu-
tationsmatrizen aus Kn×n eine Untergruppe von GL(n,K) bildet.

(c) Zeigen Sie: Ist π ∈ Sn eine Permutation, die aus den (elementfremden) Zyklen
z1, . . . , zr mit den Zyklenlängen k1, . . . , kr besteht, dann existiert eine Zerlegung

K
n = Zv1 ⊕ . . . ⊕ Zvr und eine zu A ähnliche Matrix B =











Zϕ1
0 . . . 0

0 Zϕ2

...
. . .

0 Zϕr











mit ϕi = Xki − 1.
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A167. Hausaufgabe, bitte zu Beginn der 25. Übung unter Angabe von Name, Matri-

kelnr. und Übungsgruppe abgeben.

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V ein Endomorphismus mit der Dar-

stellungsmatrix (bzgl. der Standardbasis En)A := MEn

En
(f) = (aij) mit aij =

{

1, i ≤ j

0, sonst
.

Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A und finden Sie eine Darstellung von V als di-
rekte Summe zyklischer Unterräume.

Zusatzaufgabe: Finden Sie eine zweite Zerlegung von V in zyklische Unterräume.

H168. Sei A =

(

B 0
0 C

)

. Zeigen Sie, dass die Beziehung µA = kgV(µB , µC) für die Minimalpo-

lynome von A, B und C gilt.
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