
Vektoroperationen

Es seien ~v =

 v1
...

vn

 und ~w =

 w1
...

wn

 ∈ Rn, λ ∈ R beliebig.

Summe: ~v + ~w :=

 v1 + w1
...

vn + wn

, Skalierung: λ~v :=

 λv1
...
λvn

 ,

Transponierung: ~vT = (v1, . . . , vn),

Skalarprodukt: ~v • ~w = ~vT ~w = v1w1 + . . .+ vnwn =
k∑

j=1
vjwj .

(Euklidische) Länge eines Vektors: |~v | =
√
~v • ~v =

√
v2

1 + . . .+ v2
n .
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Eigenschaften von Vektoroperationen

Es seien ~u, ~v , ~w Vektoren der Dimension n und λ,µ ∈ R beliebig.

Dann gelten die Rechenregeln:

1. ~u + ~v = ~v + ~u Kommutativgesetz

2. (~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w) Assoziativgesetz

3. λ(~u + ~v) = λ~u + λ~v

4. (λ + µ)~v = λ~v + µ~v

5. λ · (~v • ~w) = (λ~v) • ~w = ~v • (λ~w)

6. ~u • (~v + ~w) = ~u • ~v + ~u • ~w

7. (~u + ~v) • ~w = ~u • ~w + ~v • ~w
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Geometrische Interpretation: Skalarprodukt

Es seien ~v und ~w Vektoren in R2 (oder in R3).

Für das Skalarprodukt gilt: ~v • ~w = |~v | · |~w | · cos �(~v, ~w).

Ist der Vektor ~w normiert, d.h. |~w | = 1, dann gibt das Skalarprodukt die Länge der

senkrechten Projektion des Vektors ~v auf den Vektor ~w an.
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Ebenengleichung

Es seien der Vektor ~a = (a1, a2, a3)
T ∈ R3, ~a 6= 0, und b ∈ R fest vorgegeben.

Durch die Menge

E =

~x =

 x1
x2
x3

 ∈ R3
∣∣∣ a1x1 + a2x2 + a3x3 = b


wird eine Ebene in R3 beschrieben.

∀~x ∈ E : a1x1 + a2x2 + a3x3 = ~a • ~x = b.

⇒ ∀~x,~x0 ∈ E : ~a • (~x − ~x0) = 0

d.h. der Vektor ~a steht auf dem
Vektor ~x − ~x0 senkrecht.

⇒ ~a ist Normalenvektor an die Ebene E .
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Matrix-Vektor-Produkt
System linearer Gleichungen:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

mit Koeffizientenmatrix A = (aij) und rechter Seite ~b = (b1, . . . , bm)T .

Zeilenvektoren von A: ~zi := (ai1, . . . , ain), i = 1, . . . , m.

Matrix-Vektor-Produkt:

A~x=

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn


 x1

...
xn

 :=

 ~z1~x
...

~zm~x

=


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn


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Matrix-Vektor-Produkt

Ein lineares Gleichungssystem mit (m× n)-Koeffizientenmatrix A = (aij) und
rechter Seite ~b = (b1, . . . , bm)T läßt sich damit kurz in Matrix-Vektor-Form

A~x = ~b
schreiben.

Vektorform des Matrix-Vektor-Produktes:

A~x = x1~a1 + . . .+ xn~an.

mittels der Spaltenvektoren ~aj von A (j = 1, . . . , n).

⇒ Vektorform des linearen Gleichungssystems:

x1~a1 + . . .+ xn~an = ~b.

Schlussfolgerung: A~x = ~b hat eine Lösung ~x ⇔ der Vektor ~b ist als lineare
Kombination der Spaltenvektoren von A darstellbar.
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Matrix-Vektor-Produkt

Theorem 1 Es sei A eine (m× n)-Matrix. Dann gilt:

∀α,β ∈ R, ∀~v, ~w ∈ Rn : A(α~v + β ~w) = αA~v + βA~w.

Beweis: Es seien α,β ∈ R und ~v = (v1, . . . , vn)T , ~w = (w1, . . . , wn)T ∈ Rn

beliebig. Die Spalten von A werden mit ~aj , j = 1, . . . , n bezeichnet. Dann gilt:

A(α~v + β ~w)
Vektorop.

= A

 αv1 + βw1
...

αvn + βwn


Vektorform

= (αv1 + βw1)~a1 + . . .+ (αvn + βwn)~an

Rechenregeln
= α(v1~a1 + . . .+ vn~an) + β(w1~a1 + . . .+ wn~an)

Vektorform
= αA~v + βA~w.
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Matrixoperationen

Seien A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

, B =

 b11 . . . b1n
...

. . .
...

bm1 . . . bmn

 (m× n)- Matrizen.

Summe: A + B :=

 a11 + b11 . . . a1n + b1n
...

. . .
...

am1 + bm1 . . . amn + bmn

 .

Multiplikation mit Skalar λ ∈ R: λA :=

 λa11 . . . λa1n
...

. . .
...

λam1 . . . λamn

 .

Seien A = (aij) eine (s ×m)-Matrix, B = (bij) = (~b1, . . . ,~bn) eine (m× n)- Matrix.

Produkt: A · B := (A~b1, . . . , A~bn).

Sei C = A · B = (cij). Dann gilt für beliebige i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , n}:

cij = ai1b1j + . . .+ aimbmj =
m∑

k=1

aikbkj .
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Matrixoperationen

Es sei A = (aij) = (~a1, . . . ,~an) eine (m× n)- Matrix.

Die transponierte Matrix zu A: AT :=


~aT

1
...
~aT

n

.

Ist B := AT mit B = (bij), so gilt folglich bij = aji , d.h. Spiegelung der Komponenten
an der Hauptdiagonalen.

Beispiele:

A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ⇒ AT =

 1 4 7
2 5 8
3 6 9



C =

(
2 2 0
0 5 5

)
⇒ CT =

 2 0
2 5

0 5


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