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Ulrich HauRRler-Combe

Aspekte der Modellierung von Stahlbetontragwerken

1 Einfihrung

Naturwissenschaft und Technik beruhen auf Model-
len. Ein Modell abstrahiert eine Fragestellung aus der
Realitat, ordnet ihm Merkmale zu und beschreibt die
Beziehungen zwischen den Merkmalen. In Natur-
wissenschaft und Technik haben Merkmale i. d. R.
Zahlenwerte und Einheiten. lhre Beziehungen zuei-
nander werden durch mathematische Gleichungen
beschrieben. Dabei ist ein Merkmal als Eingangs-
wert entweder vorab bestimmbar oder es ergibt sich
als Ergebniswert durch Berechnung der zugrundelie-
genden Gleichungen. Die Loésungen wiederum tref-
fen eine Prognose im Hinblick auf die Fragestellung.
SchlieRlich lasst sich die Prognose mit der Realitat
vergleichen. Dies gibt uns Auskunft Uber die Glte
des Modells und erlaubt uns die Modellbewertung.

Dabei sind Kategorien wie ,falsch” oder ,rich-
tig” fur die Praxis des Ingenieurwesens nicht ziel-
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fihrend. Die exakte Ubereinstimmung zwischen
Prognose und Realitat ist prinzipiell nicht erreichbar.
So ist die Realitat durch Messungen zu bestimmen,
die wiederum nur innerhalb gewisser Bandbreiten
reproduzierbar sind. Damit ist schon der Vergleichs-
malstab eines Modells nicht determinierbar. Im-
merhin sollte ein Vergleich verschiedener Modelle
nach den Kategorien ,besser” und ,schlechter”
moglich sein, da sich die GUte der Prognosen im
Mittel vergleichen lasst. Das hinsichtlich der Pro-
gnosegulte , schlechtere” Modell ist aber flir das
Ingenieurwesen nicht unbedingt schlechter ge-
eignet. Es kann zweckmaliiger als das ,bessere”
Modell sein, wenn es einfacher ist und zu seiner
Berechnung weniger Aufwand erfordert.

Betrachten wir dazu das Beispiel des Stahlbe-
tonbalkens. Als Merkmale wirden wir zunachst
die Betonglte, Art und Menge der Bewehrung,
Querschnittsabmessungen, Spannweite und das



statische System ansehen. Damit ist aber bereits
eine Auswahl vorgenommen. Es liegen andere Ei-
genschaften vor — z. B. die Zusammensetzung des
Betons, seine Farbe, die Oberflachentextur —, die
aber fUr die Fragestellung einer Bemessung nicht
oder zumindest nicht unmittelbar relevant sind.
Dazu sind andere Merkmale einzubeziehen. Zu-
nachst sind dies Belastungen. Hier wird nach Stre-
ckenlasten und Einzellasten unterschieden. Bereits
mit letzterer liegt eine weitgehende Abstraktion
vor. In allen Fallen wird fur die Streckenlasten zu-
mindest bereichsweise ein konstanter Wert ange-
nommen. Die genaue Verteilung beispielsweise
von Nutzlasten, wann sie innerhalb einer Nutzungs-
dauer auftreten und wie sie verursacht sind, wird
i. d. R. vernachlassigt. An dieser Stelle sind bereits
wesentliche Merkmale bzw. Eingangswerte einbe-
zogen und eine Vielzahl unwesentlicher Aspekte
ausgeschlossen.

mations-Beziehungen verknipft. Die Berechnung
dieses Gleichungssystems liefert nach Vorgabe von
Zahlenwerten flr die Eingangswerte eine Prognose
flr die Zahlenwerte von Verformungen, Deformati-
onen und Schnittkraften. Im Wortsinne anschaulich
und von praktischer Bedeutung sind hiervon eigent-
lich nur die Verformungen. Alle anderen Ergebnis-
werte stellen letztendlich nur abstrakte Hilfsgrofien
dar.

Das Modell des Balkens ist an die Annahme
geknlpft, dass seine Querschnitte bei einer Ver-
formung eben bleiben. Diese Annahme ist eine
Naherung, die mit zunehmendem Verhaltnis der
Querschnittshéhe h zur Spannweite L immer we-
niger zutrifft. Es ergeben sich zunehmend Verwdl-
bungen des Querschnitts, siehe Bild 1. Um dies zu
erfassen, ist die Scheibentheorie besonders ge-
eignet. Ein solches Modell ist aber mathematisch
f/d=4

Die Modellbildung ist aber noch nicht vollstandig. q
Es wird das Konzept der resultierenden Schnittkrafte ELITRRIEEeesng
— Biegemoment, Normalkraft und Querkraft — ein- .‘.&'U. E"‘z!mql‘[ 3 t1d =1
bezogen. Diese sind abstrakt und im Wortsinne in '|.1 = ST HI +e Goz042a/b e I
keiner Weise anschaulich, aber als Ergebniswerte ¢ * fonarses B
auRerordentlich zielflhrend. Weiterhin das Kon-  ¢74-2 -
zept der Deformation — Kriimmung, Dehnung und Tydta/k Lyl di4n o plar -
Scherwinkel mit Bezug zur Verformung von System- g 7 5?‘
achsen. Schlielich werden Eingangs- und Ergeb- 3 2= 0380k |° §.I | 220200 |— 2123231’,
niswerte mittelbar oder unmittelbar durch ein Sys- 2 :q”, | T > g;u:m“m—“ "!i c;uf_1,e;m P
tem von Differentialgleichungen fiir Gleichgewicht, — Jr ——it———— I ——" f

kinematische Vertraglichkeit und Schnittkraft-Defor-  Bild 1 Ldngsspannungen in Abhangigkeit vom Verhaltnis h/L, aus [1]
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Bild 2
Beispiel wandartiger
Tréger, nach [3]

wesentlich aufwandiger als dasjenige des Balken-
modells. Dabei ist flr einen geringen Zuwachs an
Prognosegiite bzw. Genauigkeit der zusétzliche
Aufwand unverhaltnismaldig grof3, wenn das Ver-
haltnis h/L in Abhangigkeit vom statischen System
gewisse Werte nicht Uberschreitet. Damit ist das
Balkenmodell in solchen Fallen, obwohl ungenauer
und in einzelnen Punkten in sich widerspruchlich,
wesentlich zweckmaliger und der Ingenieurpraxis
vollig angemessen.

Dessen ungeachtet stellt sich auch praktisch die
Frage nach der Abgrenzung zwischen einem Bal-
ken und z. B. dem wandartigen Trager. Hinweise
geben dazu beispielsweise [1] und [2]. Es verblei-
ben damit auch in der Baupraxis viele Falle, fir die
ein Balkenmodell nicht mehr angemessen ist. So-
mit ist die Frage nach der Wahl des zweckmaligen
Modells flr den wandartigen Trager in keiner Wei-
se eingegrenzt. Im Gegenteil fihrt der Ausschluss
des Balkenmodells zur Wahlmaéglichkeit zwischen

40m
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einer Reihe von Alternativen der Modellbildung.
Beim Vergleich ist wiederum zwischen Glte bzw.
Genauigkeit und Aufwand abzuwaéagen. Dies soll im
Folgenden an einem Beispiel illustriert werden.

2 Problemstellung
und linear elastische Ldsung

Es wird ein wandartiger Stahlbetontrager nach [3]
betrachtet, siehe Bild 2. Der Trager erhalt an seiner
Oberkante neben einer moderaten Streckenlast eine
hohe konzentrierte Last, hat eine grofRere Ausspa-
rung, ist an seiner rechten Seite Uber der gesamten
Hohe unnachgiebig und an der linken Seite an der
Unterkante horizontal verschieblich gelagert.

Das Modell des Biegebalkens ist hier offensicht-
lich nicht mehr anwendbar. Zur genaueren Analyse
verbleibt das Scheibenmodell. Es bietet eine Reihe
von Variationsmaoglichkeiten, die in den folgenden
Abschnitten naher beschrieben werden. In jedem
Falle ist es zweckmaRig, zunachst ein linear elas-
tisches Materialverhalten anzunehmen. Dies erfor-
dert den minimalen Satz von Materialparametern
mit dem Elastizitdtsmodul und der Querdehnzahl.
Als Betongute wird ein C40 nach [4] gewahlt. Des-
sen anfanglicher E-Modul wird als E-Modul der
Problemstellung angenommen, die Querdehnzahl
kann als fester Wert gewahlt werden. Die gege-
bene Geometrie, die Randbedingungen und die
Belastung schlieRen die geschlossene analytische
Losung der partiellen Differentialgleichung des



Scheibenproblems aus. Fir linear elastische Pro-
blemstellungen lasst sich aber — ausgeschlossen
sind Singularitdten — die Losung zuverlassig mit der
FEM ermitteln [5]. Die fur das Folgende durchge-
hend gewahlte Diskretisierung mit 4-Knoten-Schei-
benelementen mit Verschiebungsansatz zeigt das
Bild 3. Die Diskretisierung ist relativ grob, Konver-
genzbetrachtungen ergeben aber kein wesentlich
abweichendes Bild der Ergebnisse bei feineren
Diskretisierungen. FUr die Einleitung der konzen-
trierten Last und die Auflagerreaktion links unten
werden gesonderte Elemente angeordnet. Dies er-
weist sich als zweckmalig im Hinblick auf die nach-
folgenden nichtlinearen Berechnungen.

Das Bild 4 zeigt die mit dem linear elastischen
Ansatz ermittelten Hauptspannungen. Es zeigt
sich ein Druckgewdlbe, welches auf der Unterseite
durch ein Zugfeld zusammengehalten wird. Wei-
terhin wird das Gewolbe auf der rechten Obersei-
te durch ein weiteres Zugfeld zurlickgehéangt. Die
rechte Druckstrebe spaltet sich infolge der Ausspa-
rung auf. Durch lokale Krafteumlenkungen spreizen
sich die linke obere und rechte untere Ecke der
Aussparung auf, die linke untere und rechte obere
Ecke werden dagegen gestaucht.

3 Stabwerkmodell

Der Verlauf der Hauptspannungen charakterisiert
das Tragverhalten: welche Bereiche stehen in wel-
cher Richtung Uberwiegend unter Druck, welche
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Bereiche in welcher Richtung Uberwiegend unter
Zug. Hinzu kommen Bereiche mit kombinierter
Beanspruchung. Das Stabwerkmodell setzt ent-
sprechende Druck- und Zugstreben [6]. Abgese-
hen von einfachen Fallen ist die Festlegung der
Geometrie eines Stabwerkmodells aufgrund des
Hauptspannungsverlaufs nicht zwingend, es be-
stehen haufig Variationsmadglichkeiten. Im vorlie-
genden Fall wird das Modell nach [3] gewahlt, sie-

m

Bild 3
FE-Diskretisierung des
wandartigen Tragers

Bild 4
Hauptspannungen im
wandartigen Trdager
bei linear elastischer
Berechnung



Bild 5
Stabwerkmodell des
wandartigen Trdgers
nach [3]

Bild 6

Stabkréafte des
Stabwerkmodells des
wandartigen Trdgers

Bild 7
Bewehrung des wand-
artigen Tragers
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he Bild 5. Es handelt sich um ein einfach statisch
unbestimmtes System, damit waren die Stabkraf-
te von den Stabsteifigkeiten abhangig. Im vorlie-
genden Fall ist der Einfluss aber sehr gering. Plau-
sible Annahmen zu den Stabeigenschaften liefern
die Stabspannungen nach Bild 6. Danach ist die
Tragfahigkeit des wandartigen Tragers gesichert.
Die Spannungen von Druck- und Zugstreben lie-
gen im Rahmen der Festigkeiten von konventio-
nellem Beton und von Betonstahl. Hinsichtlich der
Konstruktion der Bewehrung ist zu beachten, dass
einzelne Zugstreben, insbesondere vertikale Zug-
streben abseits der Umfassung der Aussparung,
in eine Reihe von Bewehrungsstaben bzw. Blgel
mit dquivalentem Querschnitt zerlegt werden. Die
entsprechende Bewehrungskonstruktion nach [3]
zeigt das Bild 7.

Nach den bereits erwahnten Kriterien ist mit
dem Stabwerkmodell ein zweckmaRiges Modell
gegeben. Zum einen ist es einfach und erfordert
nur einen geringen Aufwand. Zum anderen soll ein
bekannter Satz der Plastizitatstheorie herangezo-
gen werden: ein Modell, in dem innere und &ulRere
Krafte im Gleichgewicht stehen und in dem Kréafte
bzw. Spannungen die Materialfestigkeit an keiner
Stelle Uberschreiten, liefert einen unteren Grenz-
wert der Tragfahigkeit des realen Tragwerks. Das
Stabwerkmodell ist zum anderen also auch sicher,
sofern eine gewisse Duktilitdt gewahrleistet ist.
Damit kénnen alle weiteren Uberlegungen aus der
Sicht praktischer Erwagungen entfallen.



Das Thema soll trotzdem weiterverfolgt wer-
den. So lasst der erwéahnte Grenzwertsatz der
Plastizitatstheorie die kinematische Vertraglich-
keit der Tragwerksverformungen auRer Acht. Die
Sicherstellung der Duktilitat beruht somit auf er-
fahrungsgestltzten Konstruktionsregeln. Es kann
somit nicht ausgeschlossen werden, dass der
Grenzzustand des Tragwerks — in dem mindestens
an einer Stelle die Materialfestigkeit ausgenutzt
wird — nur mit erheblichen Rissbildungen erreicht
wird. Zudem sind flr die gebrauchlichen statisch
bestimmten Stabwerkmodelle keine Umlagerungs-
moglichkeiten innerer Krafte darstellbar. Damit kon-
nen die Tragfahigkeitsreserven innerlich hochgra-
dig statisch unbestimmter Flachentragwerke mit
solchen Modellen nicht erschlossen werden. Die
tatsachliche Tragfahigkeit liegt also i. d. R. Uber der-
jenigen, wie sie mit Stabwerkmodellen bestimmt
wird. Letztendlich wird Uberbemessen und Materi-
alressourcen werden nicht, wie es heifdt, nachhaltig
eingesetzt.

4 Bemessung auf der Grundlage
der linear elastischen Losung

Die linear elastische Losung liefert fir eine re-
prasentative Zahl von Stellen des wandartigen
Tragers die Spannungswerte, z. B. in Form von
Hauptspannungen, siehe Bild 4. Der berechnete
Spannungszustand kann lokal als Einwirkung mit
drei Komponenten — drei Spannungskomponenten
oder zwei Hauptspannungskomponenten und ein

Orientierungswinkel — aufgefasst werden. Dem
kann lokal ein Widerstand in Form eines z. B.
orthogonalen Bewehrungsnetzes und einer fla-
chenhaften Betondruckstrebe entgegengesetzt
werden. Das Widerstandsmodell umfasst an va-
riablen GroRen die Bewehrungsspannungen in
den beiden Richtungen sowie die Spannung und
die Orientierung der Betondruckstrebe. Die vier
widerstehenden Komponenten kdnnen so ge-
wahlt werden, dass im Hinblick auf die einwirken-
den Komponenten Gleichgewicht besteht. Hierbei
ist eine widerstehende Komponente frei wahlbar.
Das Grundkonzept entspricht der Compression
Field Theory [7]. Weiterhin besteht eine Analogie
zur Schubbemessung bei Biegebalken, bei der die
Orientierung der Betondruckstrebe vorab gewahit
wird, um dann das Gleichgewicht zwischen gege-
bener Querkraft, Betondruckstrebenkraft, Blgel-
kraft sowie den Langskraften herzustellen.

Wird nun flr die Bewehrungsspannung die Stahl-
festigkeit gewahlt, so kdnnen der erforderliche be-
zogene Bewehrungsgrad sowie die Spannung in
der Betondruckstrebe in Abhangigkeit vom einwir-
kenden Spannungszustand und der Orientierung
der Betondruckstrebe bestimmt werden. Die Mini-
mierung des Bewehrungsgehalts flhrt bei einem
orthogonalen Bewehrungsnetz auf eine Druckstre-
benorientierung von 45 ° oder 135 °, je nach Vor-
zeichen der Schubspannung [8]. Dieser Bemes-
sungsansatz ist zunachst lokal, d. h. an einen
lokalen Spannungszustand gebunden, flihrt dann
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in der Gesamtschau zur erforderlichen Bewehrung
fir den Trager. Unter der Voraussetzung, dass die
berechnete Spannung in der Betondruckstrebe
die Betondruckfestigkeit nicht Uberschreitet, ge-
nlgt die so erfolgte Bemessung den Bedingun-
gen des erwahnten Grenzwertsatzes der Plastizi-
tat: der Spannungszustand ist im Hinblick auf die
einwirkenden Lasten ein Gleichgewichtszustand
und Uberschreitet nicht die Materialfestigkeit. Da-
mit stellen die einwirkenden Lasten einen unteren
Grenzwert der tatsachlichen Tragfahigkeit dar.

Die kinematische Vertraglichkeit der dem Span-
nungszustand zuzuordnenden Verformungen bleibt
wiederum unbeachtet. Dies entspricht dem Sach-
verhalt, dass auf der Widerstandsseite eine Kom-
ponente frei wahlbar ist. Auch hier fihrt der skiz-
zierte Ansatz i. d. R. zu einer Uberbemessung. Die
erheblichen Tragfahigkeitsreserven von Flachen-
tragwerken infolge Spannungsumlagerungen blei-
ben auch hier unberlcksichtigt.

5 Nichtlineare Modelle
5.1 Grundlagen

Die vorherigen Bemessungsmodelle beruhen auf
linear elastischen Ldsungen des Tragverhaltens.
Die Bemessungsmodelle selbst beziehen aber lo-
kal ein nichtlineares Materialverhalten — z. B. die
beschrankte Zugfestigkeit des Betons und seine
Rissbildung — in die Bemessung mit ein. Diese Me-
thodenmischung ist nicht nur fiir die skizzierten Fal-

14

le gebrauchlich, sondern wird allgemein praktiziert.
Man betrachte z. B. Durchlauftrager und Rahmen
aus Stahlbeton. Die statischen Berechnungen dazu
beruhen i. d. R. auf der Annahme linear elastischen
Verhaltens. Die Querschnittsbemessung setzt da-
gegen nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hungen von Beton und Bewehrungsstahl voraus.
Allerdings durfte das daraus resultierende Phano-
men der Uberbemessung bei Balken weniger aus-
gepragt sein als bei Flachentragwerken.

Die Einschéatzung der tatsachlichen Tragfahigkeit
von Strukturen unter Berlicksichtigung ihrer Grenz-
zustadnde erfordert grundsétzlich die Berlcksichti-
gung von

Q Gleichgewicht,

A nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-
Beziehungen,

Q kinematischer Vertraglichkeit.

Die im Weiteren diskutierten Modelle werden
mittels der Finite-Elemente-Methode (FEM) ge-
|6st. Dies griindet auf der Diskretisierung von Ver-
schiebungsfeldern mit den Knotenverschiebungen
als Unbekannten. Als Beispiel der Diskretisierung
siehe Bild 3. Damit ist die kinematische Vertraglich-
keit bereits im Ansatz gegeben. Das Gleichgewicht
zwischen innerem Spannungszustand und aufRe-
ren Einwirkungen wird mit der FEM bekanntlich



in einem integralen Sinn erflllt. Die Verbindung
zwischen Spannungszustand und Verschiebungs-
feldern wird schlieRlich durch Spannungs-Deh-
nungs-Beziehungen hergestellt.

Im vorliegenden Fall des wandartigen Tragers
ist zu beachten, dass ein Verbundmaterial aus Be-
wehrung und Beton vorliegt. Fir das orthogonale
Bewehrungsnetz kann ein orthotropes Material-
verhalten mit jeweils verschwindender Schubstei-
figkeit und Querdehnzahl angenommen werden.
In jeder der beiden Richtungen wird ein einaxiales
elastoplastisches Verhalten mit den Kennwerten
fr Stahl angenommen. Dabei wird das Beweh-
rungsnetz verschmiert und liegt im Modell als
spezielles , Blech” vor. Der Bewehrungsgehalt
wird durch die Blechdicke bestimmt. Der Beweh-
rungskomponente wird die Betonkomponente
mit eigenen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
Uberlagert, was im Rahmen der FE-Methodik,
die hier auf einer Integration Uber Flachen beruht,
ohne weiteres moglich ist. Zur Vereinfachung
werden ein starrer Verbund und damit dasselbe
Verschiebungsfeld fir Beton und Bewehrung an-
genommen.

Mit diesen Festlegungen ist die Modellierung
im Wesentlichen unstreitig. Alternativen erge-
ben sich mit der genauen Festlegung der Span-
nungs-Dehnungs-Beziehungen fir Beton. Dazu
sollen im Folgenden Alternativen betrachtet wer-
den.

5.2 Ein Betonmodell
mit beschrankter Zugfestigkeit

Zunachst wird ein linear elastisches Betonmodell
mit beschrankter Zugfestigkeit betrachtet, wobei
ein ebener Spannungszustand gegeben ist. Damit
ist ein entsprechender Grenzzustand fir die Zug-
festigkeit zu definieren. Es wird das Kriterium nach
Rankine gewahlt, d. h. Zugversagen tritt auf, wenn
eine Hauptspannung die Zugfestigkeit erreicht. Die
Prifung im Hinblick auf dieses Kriterium erfolgt
fir alle Integrationspunkte der FE-Diskretisierung.
Mit der Rissentstehung wird eine Entfestigung mit
abnehmenden Spannungen und zunehmenden
Dehnungen angenommen. Dies wird mit einem
verschmierten Rissmodell abgebildet [9]. Dabei
werden Spannungs-Dehnungs-Beziehungen durch
Beziehungen zwischen Rissbreiten und rissiber-
brickenden Spannungen ersetzt. Es liegt das Kon-
zept des fiktiven Risses (fictitious crack) zugrunde
[10], eine erhebliche aber unumgéangliche Verein-
fachung der komplexen Vorgénge bei der Rissbil-
dung, siehe Bild 8. Die Orientierung des Rissufers
wird rechtwinklig zur risserzeugenden Hauptspan-
nung angenommen.

Mikrorisse Rissverzweigungen Makrorisse
Rissbriicken
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Bild 8

Phasen der Rissbildung
in mesoskopischer
Sicht



Bild 9

Modell mit beschrdnk-
ter Betonzugfestigkeit:
Last-Verformungs-Dia-
gramm des wandarti-
gen Trdgers
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Das Konzept des fiktiven Risses impliziert auch
eine Regularisierung [11], d. h. die grundsatzliche
Netzabhangigkeit der Ergebnisse von der Feinheit
der Diskretisierung bei Entfestigung ist vermieden.
Weiterhin wird das Konzept des mitgedrehten Ris-
ses (rotating crack) verwendet, wobei sich die Riss-
orientierung mit der Orientierung der Hauptspan-
nungen verandert.

Die Vor- und Nachteile des rotating crack gegen-
Uber dem fixed crack kénnen in der Kirze nicht
weiter erortert werden, fir einen Einstieg sei auf
[12] verwiesen. Mit diesem Rissmodell ergibt sich
auch eine belastungsinduzierte Anisotropie, da
die Tragfahigkeit parallel zum Riss im Modell nicht
beeintrachtigt ist, solange die zweite Hauptspan-
nung die Zugfestigkeit nicht erreicht. Erreicht sie
die Zugfestigkeit, so tritt rechtwinklig zum ersten
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ein zweiter Riss auf, der entsprechend wie der ers-
te behandelt wird. Insgesamt deutet sich an, dass
das vordergrindig einfache Modell ,linear elasti-
sches Verhalten mit beschrankter Zugfestigkeit”
eine nicht unerhebliche Komplexitat aufweist. Die
Ergebnisse der Anwendung auf das Beispiel des
wandartigen Tragers werden im Folgenden be-
schrieben.

Das Bild 9 zeigt das Last-Verformungs-Diagramm
fur die konzentrierte Einzellast. Die Bewehrung wird
entsprechend einer Bemessung nach Abschnitt 4
gewahlt. Dabei erfolgt zur Vereinfachung keine Be-
wehrungsstaffelung, d. h. die Stelle mit dem groR-
ten Bewehrungsbedarf ist im Wesentlichen durch-
gehend fir den Bewehrungsgehalt malfsgebend.
Die Simulation selbst erfolgt mit verformungsge-
steuerter inkrementeller Belastung. Im Grundsatz
zeigt sich typisches Stahlbetonverhalten. Zunéachst
der Zustand | mit linearem Verlauf. Es folgt der
Zustand Ila mit zunehmender Rissbildung. Die Sa-
gezahncharakteristik ergibt sich aus der sequenti-
ellen Risshildung: Mit dem Auftreten eines Risses
in einem Integrationspunkt der FE-Diskretisierung
verliert das System an Steifigkeit und mit vorgege-
bener Verschiebung verringert sich die Reaktions-
kraft. Es folgt der Zustand |lb der abgeschlossenen
Rissbildung. Dabei nimmt die Steifigkeit des Sys-
tems gegenlber dem Zustand der zunehmenden
Rissbildung wieder deutlich zu. Schlieflich ergibt
sich der Zustand Il mit dem Flief3en der Beweh-
rung und dem allméahlichen Erreichen der Traglast.



Der Ubergang zwischen den verschiedenen Zu-
standen erfolgt aufgrund der Vielzahl der Risse und
der groRflachigen Bewehrungsbereiche nicht ab-
rupt sondern allmahlich. Bemerkenswert ist, dass
die in der Simulation erreichte Traglast diejenige,
die als Entwurfslast fir die Bemessung der Be-
wehrung — ohne Berlicksichtigung von Sicherheits-
faktoren — entsprechend Abschnitt 4 angenommen
wurde, um ca. den Faktor 3 Uberschreitet.

Neben der Belastungsgeschichte einer ein-
zelnen Stelle soll der gesamte Trager im zuletzt
berechneten Zeitpunkt betrachtet werden. Bild
10 zeigt die Hauptspannungen der Betonkompo-
nente. Insgesamt zeigt sich ein Druckgewolbe mit
Uberwiegenden Druckspannungen und geringen
Zugspannungen. Vereinzelt liegen die berechneten
Hauptzugspannungen Uber der nominellen Zugfes-
tigkeit, dies ist auf speziellen Ansatz der Gleichge-
wichtsiteration fir dieses Modell zuriickzufihren.
Ausgepragter sind grofde Hauptdruckspannungen.
Sie ergeben sich, weil das Betonmodell zwar eine
begrenzte Zugfestigkeit und damit eine Begrenzung
der Zugspannungen vorgibt, aber keine Begrenzung
der Druckspannungen. Was in Erweiterung des li-
near elastischen Ansatzes mit einem Rissmodell
im Zugbereich darstellbar ist, fihrt im Druckbereich
zu konzeptionellen Schwierigkeiten und ist deshalb
hier nicht analog erfasst. Mit den deutlich zu grof3en
Druckspannungen ergibt sich vermutlich auch eine
deutliche Uberschatzung der Traglast, wie sie sich
aus dem Last-Verformungs-Diagramm ergibt.

Dazu soll zur Vervollstandigung das Bewehrungs-
verhalten betrachtet werden. Das Bild 11 zeigt die
Spannungen der horizontalen Bewehrungskom-
ponente. Es ergeben sich zwei grofflachige Zug-
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Bild 10

Modell mit beschrdnk-
ter Betonzugfestigkeit:
Hauptspannungen
[MN/m?Z] der Beton-
komponente

Bild 11

Modell mit beschréank-
ter Betonzugfestigkeit:
Bewehrungsspannun-
gen [MN/m?] horizontal

Bild 12

Modell mit beschrdnk-
ter Betonzugfestigkeit:
Bewehrungsspannun-
gen [MN/m?] vertikal



Bild 13

Zweiaxiale Grenzbedin-
gung der Betonfestig-
keit nach [13]

felder. Zum einen wird an der Unterseite das ver-
schiebliche linke Auflager mit dem unnachgiebigen
rechten Auflager verbunden, zum anderen wird die
Oberkante in die rechte Seite zurlickgehangt. Hin-
zu kommt, dass die linke untere und rechte obe-
re Ecke der Aussparung durch kleinere Zugfelder
zusammengehalten werden. Dies geschieht im
Zusammenwirken mit der vertikalen Bewehrungs-
komponente, deren Spannungen im Bild 12 ge-
zeigt sind. Beide Bewehrungskomponenten Uber-
schreiten in weiten Bereichen die angenommene
FlielRgrenze von 500 MPa. Dazu ist im Modell eine
geringe Verfestigung im Materialmodell des Be-
wehrungsstahls vorgesehen.
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5.3 Ein Betonmodell
mit isotroper Schadigung

Neben der beschrankten Zugfestigkeit des Betons
ist auch seine beschrankte Druckfestigkeit zu be-
ricksichtigen. Fur den hier betrachteten ebenen
Spannungszustand liegt die bekannte Grenzbedin-
gung nach [13] vor, siehe Bild 13. Daneben ist wie-
derum das mehraxiale Spannungs-Dehnungs-Ver-
halten zu beschreiben. Die Grenzbedingung der
Festigkeit sollte sich automatisch aus den nichtline-
aren Spannungs-Dehnungs-Beziehungen ergeben.
Dies wird durch nichtlineare Konzepte wie Scha-
digung und Plastizitat erreicht [8], [14], [15]. Diese
werden generell als dreiaxiale Gesetzmalligkeiten
formuliert, der ein- und zweiaxiale Zustand ergeben
sich als Sonderfalle. Hier soll das Schadigungskon-
zept einbezogen werden, als Beispiel entsprechen-
den einaxialen Verhaltens siehe Bild 14. Typisch
ist das Entfestigungsverhalten mit abnehmenden
Spannungen bei zunehmenden Dehnungen nach
Erreichen eines maximalen Spannungswertes
bzw. der Festigkeit. Risse werden i. d. R. nicht ex-
plizit dargestellt. Sie ergeben sich im Zugbereich
als verschmierte Risse mit dem Spannungsabfall
auf Null. Dazu bestehen verschiedene Regularisie-
rungsansatze [11], [16].

Ein erster Ansatz besteht mit der isotropen
Schéadigung, die sich relativ einfach formulieren
lasst. Isotrop bedeutet, dass z. B. nach einer ein-
axialen Beanspruchung mit groRer Schadigung und



geringer Resttragfahigkeit die Resttragfahigkeit in
der unbelasteten Querrichtung in gleicher Weise
vermindert ist. Damit kann die bereits erwahnte
belastungsinduzierte Anisotropie nicht dargestellt
werden: wird eine Stelle weit in den Entfestigungs-
bereich hinein auf Zug beansprucht, so kann nach
diesem Modell in der Querrichtung entsprechend
wenig Druck aufgenommen werden. Die Formu-
lierung anisotroper Schadigungsmodelle ist erfah-
rungsgemald komplex. Dies gilt entsprechend fir
anisotrope Plastizitdtsmodelle. Gebrauchlich sind
daher isotrope Modelle. Hier wird das Schéadi-
gungsmodell nach [17] verwendet. Fir die Regu-
larisierung und als lterationshilfe wird der Ansatz
nach [18] verfolgt.

Gegeniber dem vorherigen Modell des wand-
artigen Tragers erfolgt einzig der Austausch der
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen der Beton-
komponente. Ansonsten erfolgt die Berechnung in
gleicher Weise. So zeigt das Bild 15 das Last-Ver-
formungs-Diagramm der konzentrierten Einzellast.
Nach wie vor zeigt sich die Sagezahncharakteristik
infolge Steifigkeitsverlusts durch Rissbildung. Der
Vergleich mit Bild 9 zeigt, dass die Rissbildung etwa
bei derselben Last einsetzt. Dagegen ergibt sich
kein Zustand abgeschlossener Rissbildung, Der Tra-
ger geht nach dieser Rechnung insgesamt in eine
Entfestigung mit abnehmender Reaktionskraft bei
zunehmender Verformung dber. Immerhin liegt die
erreichte Maximallast noch deutlich tber der Ent-
wurfslast fur den Grenzzustand der Tragfahigkeit.

Bild 14
Einaxiale Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen
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Das Bild 16 zeigt die berechneten Betonspannun-
gen im Zeitpunkt der maximalen Last. Die zweia-
xiale Spannungsgrenzbedingung nach Bild 13 ist
eingehalten. Es bildet sich wiederum ein Druck-
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Bild 16

Betonmodell mit isotro-
per Schadigung: Haupt-
spannungen [MN/m?3
der Betonkomponente

3.58 S,
s, -3.67

max s,
min s, -¥8.43

>

gewolbe, wobei aber im unterschiedlich zu Bild 10
vermehrt kombinierte Hauptspannungskombinatio-
nen mit Druck und Zug auftreten. Die spannungs-
freien Bander ausgehend von der Unterkante Feld-
mitte und der Oberkante rechts entsprechen einer
weitgehenden Rissbildung. Das Versagen tritt bei
diesem Modell durch zunehmendes Abscheren an
der rechten Seite und damit einhergehender Ein-
schnlrung der unteren rechten Betondruckzone
auf. Dabei erreicht die Bewehrung an keiner Stelle
den FlieRzustand. Dessen ungeachtet schert der
Trager letztendlich entlang der rechten Kante voll-
standig ab, was mit einer weitgehenden Reduktion
der Reaktionskraft verbunden ist.

Wahrend das Betonmodell mit beschrankter
Zugfestigkeit offensichtlich zu einer Uberschatzung
der Traglast flihrt, ergibt das isotrope Schadigungs-
modell vermutlich eine zu geringe Einschatzung.
Als Ursache deutet sich die Vernachlassigung der
belastungsindizierten Anisotropie an.
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5.4 Ein Microplane-Modell fir Beton

Die methodisch einfachste Mdaglichkeit zur Berlck-
sichtigung der belastungsindizierten Anisotropie
besteht mit dem Microplane-Modell [19], [20]. In
der gebrauchlichen Version wird in einem Materi-
alpunkt ein tensorieller (doppelt indizierter) Deh-
nungszustand mit Bezug zu einer Ebene — definiert
durch eine Normale bzw. Orientierung — in einen
vektoriellen (einfach indizierten) Dehnungszustand
Uberflhrt (kinematic constraint). Dem vektoriellen
Dehnungszustand wird mit relativ einfachen Bezie-
hungen — dazu konnen vereinfachte Formalismen
von Plastizitat und Schadigung verwendet werden
— ein vektorieller Spannungszustand zugeordnet.
Dies wird flr alle Orientierungen, die geomet-
risch eine Einheitskugel aufspannen, durchgeflhrt.
Schlielich wird die Gesamtheit aller Spannungs-
vektoren mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit bzw.
Uber integrales Gleichgewicht mittels Integration
Uber die Einheitskugel in einen Spannungstensor
mit doppelt indizierten Spannungskomponenten
Uberflhrt. Praktisch wird die Einheitskugel durch
einen Polyeder angenahert. Die Integration erfolgt
damit Uber eine endliche Zahl von Dreiecksfacet-
ten. Im Hinblick auf Anisotropie kdnnen die vekto-
riellen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen in Ab-
hangigkeit von der Ebenenorientierung oder auch
von der Belastungsvorgeschichte der jeweiligen
Ebene eingestellt werden. Bei der Ubertragung auf
doppelt indizierte GroRen ergeben sich automa-
tisch anisotrope Zusammenhange.



Die Methode lasst sich problemlos kapseln, in
gleicher Form wie sonst werden Dehnungen vor-
gegeben und zugehorige Spannungen bestimmt.
Dies wird ahnlich der Version [21] flir den wandar-
tigen Trager wiederum auf die Betonkomponente
angewendet. Die Regularisierung erfolgt wie bei
der isotropen Schéadigung. Das entsprechende
Last-Verformungs-Diagramm der konzentrierten
Einzellast ist im Bild 17 dargestellt. Die Rissbildung
beginnt auf etwas geringerem Niveau wie in den
Fallen vorher. Der Zustand zunehmender Rissbil-
dung ist stark ausgepragt, dagegen ist kein offen-
sichtlicher Zustand abgeschlossener Rissbildung
mit wieder zunehmender Steifigkeit erkennbar, vgl.
Bild 9. Wiederum zeigt sich abruptes Versagen mit
ausgepragter Entfestigung, immerhin liegt die Trag-
last um ca. das Doppelte Uber der Entwurfslast fur
den Grenzzustand der Tragfdhigkeit. Das Bild 18
zeigt wiederum die berechneten Betonspannun-
gen nahe dem Zeitpunkt der maximalen Last. Wie
vorher ergibt sich auch hier das Druckgewdlbe mit
kombinierten Hauptspannungskomponenten von
Druck und Zug. Die zweiaxiale Festigkeitsbedin-
gung entsprechend Bild 13 ist an allen Stellen einge-
halten. Unterschiedlich zu Bild 16 ergeben sich die
spannungsfreien Betonelemente, die sichi. d. R. im
weitgehend geschadigten Zustand befinden, in fla-
chiger Ausbreitung. Dies kann auf das hdhere Last-
niveau zurlickgefihrt werden. Das endgtiltige Ver-
sagen tritt auch mit diesem Materialmodell durch
zunehmendes Abscheren des Tragers am rechten
Rand ausgehend vom gezogenen oberen Rand und

durch Einschnlrung der Betondruckzone rechts
unten auf. Dabei erreicht auch hier die Bewehrung
nicht die FlieRgrenze.
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Bild 17
Microplane-Modell
flir Beton: Last-Verfor-
mungs-Diagramm des
wandartigen Trdgers

Bild 18
Microplane-Modell
flir Beton: Hauptspan-
nungen [MN/m?] der
Betonkomponente



6 Zusammenfassung

Welches ist jetzt die richtige Losung? Die Frage ist
grundsatzlich nicht zu beantworten. Ungeachtet
vom jeweiligen Rechenaufwand kann man fragen,
welches die am besten zutreffende Ldsung ist. Im
Sinne des bereits erwahnten Grenzwertes der Plas-
tizitatstheorie ergibt die Betonmodellierung mitdem
Microplane-Modell eine untere Grenze der Traglast,
daein Gleichgewichtssystem vorliegt und die Grenz-
bedingungen der Materialfestigkeit eingehalten wer-
den. Als Zugabe werden die kinematischen Vertrag-
lichkeitsbedingungen erflllt, damit ergibt sich auch
die Abschatzung der tatsachlich auftretenden Ver-
formungen. Das Modell mit beschrankter Betonzug-
festigkeit fuhrt offensichtlich auf eine obere Grenze
der Traglast, entsprechend der unteren Grenze fur
einen wesentlichen festeren Beton als C40. Damit
bleibt eine erhebliche Spannbreite offen. Dass sich
die tatsachliche Losung nahe der unteren Grenze
befindet, erscheint fraglich. Der Bewehrungsgehalt
des Systems ist nicht Ubermafiig grof und man er-
wartet doch, dass die FlieRgrenze der Bewehrung
erreicht wird. Dies sollte wiederum mit hoéheren
Lasten und einem duktilen Tragwerksverhalten ver-
bunden sein.

Es gibt also einerseits noch Raum fir eine verbes-
serte Modellbildung — diese existiert vielleicht schon,
ohne dass der Autor sie identifiziert hat —, anderer-
seits wlrde ein realer Versuch am wandartigen Trager
vermutlich mehr Klarheit in die Vielfalt der Vermutun-
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gen bringen. Dies ist leider mit der Zumutung eines
erheblichen Aufwandes verbunden, sofern Gberhaupt
Pressen im Bereich deutlich > 10 MN zur Verfligung
stehen. Dessen ungeachtet sei eine letzte Vermutung
erlaubt: Die konventionelle Bemessung von Flachen-
tragwerken auf der Grundlage der Elastizitatstheorie
fihrt zu erheblichen Sicherheitsreserven, oder — in
anderer Sichtweise — die konventionelle Bemessung
nutzt die potentiellen Ressourcen der Bauweise, wie
man sagt, nicht nachhaltig aus.
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