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Bachelor Geoddsie und Geoinformation
Modul: Astronomische Referenzsysteme

e Leistungspunkte: 8, Aufwand: 240 Stunden

e \Wintersemester:
— VO Spharische Trigonometrie (Soffel, 1 SWS)
— UO Spharische Trigonometrie (Tupikova, 1 SWS)
— UO Fachspezifische Datenverarbeitung (Klioner, 1 SWS)
— Prifung: Trig. und DV, schriftl., 90min
e Sommersemester
— VO Astronomische Referenzsysteme (Soffel, 2 SWS)
— UO Astronomische Referenzsysteme (Tupikova, 1 SWS)
— Prifung: Referenzsysteme, mdl., 20min

e Modulnote: arithmetisches Mittel aus Prifungen



Organisatorisches

Vorlesung: Di, 3. DS (11:10-12:40), BEY/98,
ungerade KW, 14tagig

Ubungen: Di, 5. DS (14:50-16:20), BEY/69,
ungerade KW, 14tagig

Planetarium: 1 VL-Termin, wird bekannt gegeben

Abschluss: Klausurarbeit, 90min



Inhalt

Goniometrie und ebene Trigonometrie (Wdh.)
Grundlagen der spharischen Trigonometrie
Berechnungen auf der Erdkugel

Anwendungen aus spharischer Astronomie
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Trigonometrie (allg.)

e urspr.: Dreiecksmessung, d.h. ,,Lehre von Beziehungen
zwischen Winkeln und Seiten des Dreiecks”

e i.w.S.: funktionale Zusammenhange von Winkeln,
Strecken und Flachen
—> math. Berechnung ebener u. rauml. Gebilde

e Geometrie: Operation mit algebraischen Fktn.
Trigonometrie: Operation mit transzendenten, hier
trigonometrischen Fktn.



Anwendungsbereiche

e wichtig fur alle Gebiete der angewandten
Mathematik, insbes. fur Geodasie, Geografie u.

Astronomie

e & niedere” Geodasie (Vermessungskunde):
Untersuchungsgebiet ~ Ebene = ebene
Trigonometrie

e & hohere” Geodasie (Erdvermessung), spharische u.
geodatische Astronomie, math. Geografie:
gekrimmte Flachen = spharische Trigonometrie



WinkelmaBe: 1. GradmaR

U= Kreisumfang a) oU =U/360
i & Richtungsabstand rr,:
g ? < a=1Grad=1°
) 1° = 60' = 3600"
“ b) 5U = U/400
% Richtungsabstand r,r,:
a =1 gon =1000 mgon
Veraltet:
o = 1 Neugrad

= 18 =100°¢ = 10000¢



WinkelmaBe: 2. Bogenmaf

o = Zentriwinkel

a:
N,

/r=a [rad]

beir=1:
S b = a [rad]

Vollkreis:
o=2rrad

Veraltet:
arc o

10



WinkelmaBe: 3. ZeitmaR
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WinkelmaBe: 3. ZeitmaR
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WinkelmaBle: Zusammenhdnge

Umrech-
nungs-
faktoren

(@]

arad o agon o
>nxrad 360° 400gon 24"
ZU
o [rad] [°] [gon] ["]
- ) (=180/x)| (=200/m)| (=12/m)
57,295780| 63,661977| 3,819719
) (=1t/180) (=200/180) | (=12/180)
3 0,017453 - 1,111111| 0,066667
(=1t/200) | (=180/200) (=12/200)
lgon] 0,015708| 0,900000 N 0,060000
o (=n/12)| (=180/12)| (=200/12) )
0,261799| 15,000000| 16,666667
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Winkelfunktionen:  Definition"

rechtwinkliges Dreieck: Sinus:
A

inB Gegenkathete b
ol sinp = = —

\ Hypothenuse

b
B\ / Kosinus:

B Ankathete a
d C COsS3 = —

Hypothenuse

Gegenkathete b sin
Y Tangens:  tanp — _2_sinB
Ankathete d cosp




Winkelfunktionen:  Definition"

rechtwinkliges Dreieck: Sekans:

A
1

secf3 = -
cosp d

b

&
: B\ / Kosekans:

1
l C cosecf3 = =
sinf3 b

Kotangens:

1 d
cotfp3 = =

tan3 b




Winkelergdnzungen

e (3 heilit Komplementwinkel zu o, wenn [=90°—a,

g

e (3 heillt Supplementwinkel zu o, wenn [=180°—a

N

e (3 heildt Implementwinkel zu o, wenn  [=360°-a

o 3
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Funktion-Kofunktion-Relation

Kosinus (lat. complementi sinus) b

Sinus des Komplementwinkels

cosa = sinf3 =sin(90° — o) und Sina = cos3 = cos(90° — o)
entsprechend gilt auch:
cota = tan(90° — o) und tana = cot(90° — o)

seco = cosec(90° — o) und coseca = sec(90° — o)
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Beziehungen zw. Winkelfunktionen
(bei gleichem Argumentwert)

B
a%_b? — (Satz des Pythagoras)
5 > :
~ a2+b2:a2+b2:(a) wa .
\“ ) (S
a 1
SiINa COsS o
\ ﬁ Q> ‘ sin2a+ cosza =1 ‘
b A



Beziehungen zw. Winkelfunktionen

SIN o COS o tan a cot a seCaoa coseCca
. \/72 tana 1 +/sec’a—1 1
= — +V1l—cos a e
Sin o +/1+ tan’a +/1+ cot’a seca SeEe@
1 cota 1 +/cosec’a—1
COS o = +/1—sin’a — f 2 / =
+V1l+tan o +\V1l+ cot a seca coseca
sina + 11— cos’a 1 > =
tan (0 — / ~ 2 E— — +Vsec a—1 / =
+Vl—sin o cosa cot a +\Vcosec a—1
+ \/1—sin2a gose 1 —1 2
coto = / 2 — = +  cosec a—1
sina +V1l—cos a tan o +\sec a—1
1 1 +/1+ cot’a esEs@
seCcoa = 5 +/1+ tan’« = o — >
+=V1l—sin o COs o cot a +\Vcosec a—1
1 1 +\1+tan“a SIB@
coseCco = = +/1+ cot’a —

sina

/ 2
+=V1l—cos a

tana

/ 2
+\Vsec a—1
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Werte der Winkelfunktionen
(graphische Bestimmung)

Einheitskreis: r=1

Quadrant

sin

COS

tan

cot

+ [+ [+ |+ |-

Va

+a
E

O

I \
da
p
o — +b

e Qna=ap

COSO =
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Periodizitat der Winkelfunktionen

Bogenmal Gradmal

sina = sin(a+ kK 2 7) sina® =sin(a° + k-360°)

cos o = cos(a+ k 27) cos o = cos(a° + k-360°)
tano = tan(o+ K 7) tano° = tan(a® + k-180°)
cot o = cot(a+ k) cotoa® = cot(a® + k-180°)

k=012, t% a { |
&2
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Gr'aphgn der W(i)nkelfunk;l'ionen

1 sin

0 COS

tan

(of0] §

o1
A

5n/2 -3n/2 -wn/2 w/2 3n/2 5mn/2

22



Funktionswerte trigon. Funktionen

1. Zuruckfuhrung des Winkelarguments auf das
Intervall [0, /2], d.h. den |. Quadranten

2. Umrechnung des Winkelarguments in das
Bogenmal (falls erforderlich)

3. Bestimmung des Funktionswertes (i.d.R. mittels
Reihenentwicklung)
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Funktionswerte trigon. Funktionen

1. Zurlickfihrung des Winkelarguments o auf [0, /2]

a) wenna <0

— Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften

COS —OL = COS O
sin—o =—sina |
tan —o, = —tan o

(gerade Fkt.)

+ (ungerade Fkt.)

cot—o =—cot o |
b) wenn o > 27

— Ausnutzung der Periodizitat
Subtraktion von k-2
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A

Funkfi / tionen
1. Zurlckf >0, /2]
c) wen /

A b einer
K 0 /2 T 31t/2 2T

FCI IUUCT OUVVIT UCT | I\L._I\UII\L._I\CIGLIUI.]en

2.B.:

Il. Quadrant: Sin(n+ocW=+COSoc

2 )
I1l. Quadrant: sin(mt+ o) = —sin o
3
IV. Quadrant: sinfm oﬂ — —cosa.

\2 J
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Funktionswerte trigon

2. Umrechnung in Bogenmal$

o agon o
T = T =

180° 200gon 12

orad =

. Funktionen
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Funktionswerte trigon. Funktionen

3. Bestimmung des Funktionswertes

a) Spezielle Funktionswerte

Bogenmal} 0 n/6 /4 /3 /2
Gradmalfd 0° 30° 45° 60° 90°
] 1 1 1
sino o) “2 ~J3 1
2 2 )
1 1 1
CoS QL 1 —/3 ~\2 = o)
2 2 2
1
tana 0 —~/3 1 NE o
3
1
cota o NE 1 ~J3 0
3
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Funktionswerte trigon. Funktionen

3. Bestimmung des Funktionswertes

b) Reihenentwicklung

n )
f(x)= Zf (XO)(X— xo)v +R_(X) (Taylorformel)

v=0 v

z.B. sin und cos an der Entwicklungsstelle o, =0

3 5 7
) oL oL o
SsinNa = o — ~+ — + Ry ()
3! 51 7!
2 4 6
o4 (o (o4
cosao =1— + — + Rg(a)
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Additionstheoreme

sina sinf3

i cos(a+f) | |
l—cosa cosPp ——,

guis 0s09

gsoo ouls |

sin(a+ B) =sinacosPB+ cosasing
sin(2a) = 2sin ot Cos o

cos(a+fB) =cosacosB—sinasin

2 . 2
cos(2a) = cos a—sin o

2 2
=cos a— (1—cos o)
2
= 2Cc0s a—1

=1— ZSinzoc
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Verwandlungsformeln

(|) sin(aa+B) =sinacos3+cosasin3
(1) sin(o —B) =sinacosP — cosasinB
(1) + (I): sin(o +B) +sin(a — B) = 2sin o cos B

(|) — (”)Z sin(ae +PB) —sin(aa —B) = 2cosasinf

: X +Y X —Yy
Mltoc—|—B:x,oc—B:ny|gt o = , B =
2 2
X +Yy X —Yy
Q> siIn X +siny =2sin cos
2 2
X+y X—Y
sin X —siny =2cCo0s sin
2 2
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Berechnung ebener Dreiecke:
Grundformeln "

Ebener Sinussatz

a b C

{c=p+q

sina sin3 sinvy

Ebener Kosinussatz

2 2 2
a =b +c —2bccoso
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Sphadrische Trigonometrie
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Kreise und Winkel auf der Kugel

Fallunterscheidung:

) e=0
& S...GroRkreis (O€eS)
mitr =R

) 0<e<R
& S...Kleinkreis
mit0O<r<R

) e =R
& S...Tangentialebene

mitr=0
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Kreise und Winkel auf der Kugel

—
——
-

charakteristische Grof3en:
d = Kugeldurchmesser L S

O'=wahrer Mittelpunkt von S

P, P' = spharische
Mittelpunkte

P = Nahpol, P' = Fernpol

A, A' = diametrale Punkte
&y 00 viele GroRkreise durch A, A’

A, B nicht diametral ® 1 GroRRkreis
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Polare Abstdnde

p,p' =sphérische Abstande
X,y =direkte Abstande

xX/2
Wegen sin? - 2"<_P
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Minimalabstand zweier Punkte

{ERITEE
AB=ryrad=ry° n/180°

Grof3kreis:
AB=R o6 rad =R 6° /180°

Behauptung:
Ldnge von AB wird auf
Grofskreisbogen minimal.
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Minimalabstand zweier Punkte

Behauptung:
B Ldnge von AB wird auf
Grofskreisbogen minimal .

& GroRkreisbégen sind geodatische
Linien, d.h. kirzeste Verbindungen
0O auf der Kugeloberflache.

& Entfernung AB allein durch Winkel im
Kugelzentrum 0 < 180° bestimmt:
N =! 5° oh

— = — AB =
2R 360° 180°

R &°=R &rad
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Merke:

=> GroBkreisbégen = kiirzeste Verbindungen
auf der Kugeloberfldache
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Das sphadrische Zweieck

——-—
- -~

— .
- = —y
. -~

Da F, ~ a und F, = 4nR?, gilt:

FZ — 2R20c rad

7T

bzw. F, =2R®a°
180°

39



Das sphdrische Dreieck

Betrachtungen ausschliel3lich
fir Eulersche Dreiecke:

S a,b,c,oLB,y < 180°

40



Das sphdrische Dreieck

1 Grunddreieck
1 Gegendreieck
3 Scheiteldreiecke

3 Nebendreiecke

8 sph. Dreiecke
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Das Polardreieck
Def.: A ABC = Polardreieck
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Das Polardreieck
Def.: A ABC = Polardreieck

Drehung des GroRkreises c
in Punkt A um £ mt-a 13sst
dessen Pol C entlang a zu
B wandern

e

a =7t —

010 |
[

T—3
T—y
Polardreieck von A ABC ist
A ABC, deshalb gilt analog:

a =7t —

Q:} - B=mT—Db
a=mT—a| -
Y =71 —C

43



Grundformeln fir sph. Dreiecke
C T a

OQ =cos a
OP=cosb
° B CQ-=sina
CP=sinb
A
Cz Cz sinasinb =sinf3sina
Dreieck CPZ: sinao = _
CP sinb Ssina  sin3| sinvy
: CcZ CcCZ ’ I -
Dreieck CQZ: sinp = _ sina _sinb| sinc

CQ sina gpharischer Sinussatz
44



Grundformeln fir sph. Dreiecke
C 0 a
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Grundformeln fir sph. Dreiecke

Dreieck PCZ:

PZ PZ
COS o = =

PC sinb

PZ =cosasinb

Dreieck QCZ:

QZ QZ
COsS 3 = =

QC sina

QZ =cosfBsina
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Grundformeln fir sph. Dreiecke
C

OQ =cos a
=O0F+FQ
=O0OF +GZ

OF =cosbcosc

GZ =PZsinc
=cos o sin b sinc

COS a = cos b cos c
+ sin b sin ccos o

spharischer Seitenkosinussatz




Grundformeln fir sph. Dreiecke
C

FG =QZ
=cos J sin a
= FP - GP

FP =cosbsinc

GP =PZcosc
=cosa sinb cosc
sinacosf3 = cosbsinc
— sin b cos c cos a
sinacosy = coscsinb
— sinccos b cos a

Sinus-Kosinussatz

48



Grundformeln fir sph. Dreiecke

Sinus-Kosinussatz:

sina cosf3 =cosb sinc—cosa sinb cosc

cosbsinc sinacosf3
COS oL COSC = — (|)

sinb sinb

spharischer Sinussatz:

sin a sinb sin a sin o«
— N — (1)

sina  sinf sinb sinp

(1) in (1) eingesetzt:

cosbsinc sino cos3
COS oL COSC = —

sinb sin3

COS oo COSs ¢ = cot b sin c—sin o cot 3

Kotangenssatz

49



Grundformeln fir sph. Dreiecke

spharischer Seitenkosinussatz fiir Polardreieck:

cosa =cosbcosc+sinbsinccoso

Beziehungen zwischen Stilicken des Polar-
und des Grunddreiecks einsetzen:

cos(t—a) = cos(mt—PB)cos(Tt—y)
+ sin(mt — PB)sin(st — y) cos(t — a)
—cosa = (—cosPB)(—cosy) +sinBsiny(—cosa)

COSoL = —COS[3CcOSsvy +sSinf3sinycosa

Winkelkosinussatz

50



Abgeleitete Formeln:
Halbstickrelationen

Additionstheorem:

oL (04
cosa = 2cos” — —1=1—2sin° — (|)
2 2

Seitenkosinussatz:

cosa =cosbcosc+cosoasinbsinc

cosa —cosbcosc (")

COS oL =
sinbsinc

(1) auf linke Seite von (ll) angewendet:

e cosa —cosbcosc
2sin — =1—
2 sinbsinc

oo  sinbsinc—cosa+cosbcosc
sin — =
2 2sinbsinc
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Abgeleitete Formeln:
Halbstickrelationen

> (sinbsinc/) cosa os b cos

sin —
2 2sin bsinc

mit Additionstheorem

cos(b—c) =cosbcosc+sinbsinc

folgt:

oo cos (b—c)—cosa
sin — =
2 2sin bsinc
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Abgeleitete Formeln:
Halbstiickrelationen

oo cos (b—c)—cosa
sin — =
2 2sin bsinc

mit Verwandlungsformel:

Cosx—cosy=—23in(x+y)sinfx_yw
.2 J U 2 )

MitXx =b—-—cundy =a

cos(b —c) —cosa = —Zsin((b — a)sin((b ) —aw
\ 2 J\ 2 J

folgt:

sin(b_l_a_cw n(a—kc—bw

2x L 2 . 2
C

sin — =
2 sin bsin
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Abgeleitete Formeln:
Halbstiickrelationen

b+a—c a+c—>b
sin sin
2 L 2 ) L 2 y,
sin — =

2 sinbsinc

mit Hilfsgrofe:

a+b+c
o —
2
folgt:
b+a—c a+c—Db
sin — S+ S |sin —S +S
2 L 2 ) U 2
sin — =
2 sinbsinc
— 2C —2b
sin + S |Ssin + S
. 2 \ 2 J U 2 Y,
sin — =

2 sin bsinc
54



Abgeleitete Formeln:
Halbstiickrelationen

— 2C —2b
sin + S |sin +S

> L L 2 J U2 Y,

sin — =
2 sinbsinc \
o sin(s —c)sin(s — b)
sSin — =
2 sinbsinc

analog aus Add.theorem mit cos?:
o Jsinssin(s—a) >
COS — =
2 sinbsinc
und schlieBlich tan=sin/cos:

o \/sin(s—c)sin(s—b)
tan— =
2

sinssin(s —a) y

Halbwinkel-
satze
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Abgeleitete Formeln:
Halbstiickrelationen

aus Additionstheorem flir Seite:
> a > a
cosa=2cos ——1=1—2sin —
2 2

und Winkelkosinussatz umgestellt nach cos a:

COS o + cos[3cosy

cosa —
sin3siny
sowie der HilfsgoRe o:
o+ B+y
O =
2

folgen analog Halbseitensatze, z.B.:

COS — =
2

a \/COS(G —B) cos(c —v)

sin3siny
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Abgeleitete Formeln:
Delambresche Formelpaare

Additionstheorem:

oa*f3 oL B_ o B
= COS—COsS— +sInNn —sInNn —
2 2 2 2 2

Einsetzen der Halbwinkelsatze:
o*+3 \/sinssin(s—a)Jsinssin(s—b)

COS

COS

sin b sinc sinc sina

B \/sin(s — b)sin(s—c) \/sin(s —c)sin(s—a)
_|_

sin b sinc sinc sina

sm csinasinb

\/sm ssm(s —a)sin(s — b)

. \/sm (s—c)sin(s—a)sin(s—b)
_|_

.2 ] )
sin csinasinb
57



Abgeleitete Formeln:
Delambresche Formelpaare

oa*p \/sinzssin(sa)sin(sb)

COsSs =
2

.2 ] ]
sin clsinasinb

_ Msinz(s —c)isin(s —a)sin(s —b)
_|_

.2 ] ]
sin csinasinb

mit Halbwinkelsatz:

04 Jsin(s—a)sin(s—b)

sin — =

2 sinasinb

folgt:

atxB sins vy sin(s—c) vy
CcOsSs = sin — & sin —

2 sincC 2 sincC 2




Abgeleitete Formeln:
Delambresche Formelpaare

a+3 sins v sin(s—o0) 04
COS = sin — = sin —
2 sinc 2 sinc 2
oa*f3 1
COS = sin —[sins+sin(s —c)]
2 sinc 2
mit Verwandlungsformeln:
s+ (s—o0) s—(s—c)
sins—sin(s—c) = 2cos sin
2 2
2s —cC C
= 2 CO0S sin —
2 2
2[(a+b+c)/2]—c c
= 2 CO0S sin —
2 2
a+b C
= 2 CO0sS sin —

2 2
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Abgeleitete Formeln:
Delambresche Formelpaare

a+3 sins v sin(s—o0) 04
COS = sin — + sin —
2 sinc 2 sinc 2
oa*f3 1
COS = sin —[sins+sin(s —c)]
2 sinc 2
mit Verwandlungsformeln:
) ) a+b c
sins —sin(s—c) = 2cos sin —
2 2
) ) o a—+b C
sins+sin(s—c) = 2sin COS —
2 2
folgt:
o+ 3 2 v a+b c
cos — sSin —Ccos sin —
2 sinc 2 2 2
o—f3 2 vy a+b C
cos — sin —sin COS —

2 sinc 2 2 2
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Abgeleitete Formeln:
Delambresche For'melpaar'e

o+ 3 2 Y a+b
COS = sin —Ccos smf
2 sincC 2 2 2
oa—3 2 vy a+b C
COS — sSin —sin COS —
2 sinc 2 2 2
mit Additionstheorem:
) . C C
SINC = 2SIN —COS —
2 2
folgt:
o+ B 1 Y a+Db
COS = sSin —Ccos
2 C 2 2
COS —
2
o —fB 1 04 a+b
CcOS — SN —Sin
2 . C 2 2
sin —

2
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Abgeleitete Formeln:
Delambresche Formelpaare

a—+>b

a—+>b

o+ 3 1 Y
COS = SIN — COS
2 C 2
COSs
2
o —f3 1 e
COsS = SIN —sin
2 . C 2
SN —
2
Y a+b C o+ 3
SIN — COS — COS — COs
2 2 2 2
vy _ a+Db . C oa—f3
SIN —Ssin = SIN — COS
2 2 2 2

Delambresche
Formelpaare
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Abgeleitete Formeln:
Nepersche Analogien

04 a+b C o+ 3
sin —cos — COS — COS ()
2 2 2 2
04 a+b C oa—f3
sin —sin — sin — cos (1)
2 2 2 2
Delambresches Formelpaar dividieren (11)/(l):
o—f
cos
a+Db C 2
tan = tan —
2 2 o+ 3
cos
2
a+b o —fB
tan cos
< _ < Nepersche Analogien
C o+ 3
tan — cos
2 2
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Rechnen mittels
Neperscher Analogien

2.B. gegeben in sphar. Dreieck WSW (a,, ¢, 3)
o — B . o—p
C(ms csm
ta tan — 2 ta tan — 2
2 o+ 3 2  o+p
COS Sin
=X 2 = 2

% a+b a—»b 2a
X +Yy = ~+ = =a b 1“

2 2 2

a+b a-—»>b 2b
X ==Yy = — = =Db d
2 2 2

% COSyY = —COSaCOSf3+Sinasinf3cosc ¢ ﬂ
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Die 6 "Grundaufgaben”

Berechnung eines sph. Dreiecks moéglich, wenn mind.
drei Stlicke gegeben sind — 6 Standardfalle

Fall 1

Fall 4

a,b,c

a,B,y
b,a,y

c,a,f3

Fall 2

Fall 5

o,B,y

a,b,a
a,b,p3
a,c,o
a,c,y
b,c,3
b,c,y

SWS

SWW

Fall 3

Fall 6

a,b,y
a,c,3

b,c,a

a,a, 3
a,o,y
b,a,3

b,3,y
c,aL,Y

c,B,y
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Zweideutige Ldsung
eines sphdrischen Dreiecks

2.B.: Fall 5 (SSW)
geg.: a,cC, Y

oL aus Sinussatz:

sina

sino =siny
sinc

Mehrdeutige Losung
moglich, da

N\ /c sin o = sin (7t — &)

66



Rechtwinklige sphdrische Dreiecke

y a t%I> COS Y = 0,
& Vereinfachung der
b ﬂ Grundformeln:
C
Sph. Sinussatz: sina _ sinc | sinb _sinc
sina (siny sinpB (siny

—> sSsina=sinasinc, sinb=sinf3sinc

Seitenkosinussatz:

COSC = cosa cosb +sina sin

—> COSC=cosacosb
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Rechtwinklige sphdrische Dreiecke
y=90° = cosy =0,

Kotangenssatz:

sinycota = cota sinb —cos b
sin y/cot3 = cotb sina —cosa

—> cOota =cotasinb — sinb =tana coto,
cot3=cotbsina — sina =tanb cotf3

Sinus-Kosinussatz:

SiN g coscsinb —sinccosb cosa,
sin ~Z coscsina—sinccosa cos3

— 0O =coscsinb—-sinccosb cosa — cosa =cotc tanb,
O=coscsina—sinccosa cosf3 — cosf3 =cotc tana
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Rechtwinklige sphdrische Dreiecke
y=90° = cosy =0,

Winkelkosinussatz

COS o = sin[3.siny/cosa ,
COS 3 = COSoc+ sin y/sin o cos b ,
— —COSo COS3+sinao sin3 cosc
— COSOL—SIF]BCOS&,
COosf3 =sino cosb ,

COSa COosSfB=sina sinf3 cosc — cosc = coto cotB3
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Rechtwinklige sphdrische Dreiecke
y=90° = cosy=0,siny=1
Sph. Sinussatz:

sina=sinoasinc, sinb=sinf3sinc

Seitenkosinussatz:
COSC =cosa cosb

Kotangenssatz:
sinb =tana cota, sina =tanb cot3

Sinus-Kosinussatz:
cosa =cotc tanb, cos3 =cotc tana

Winkelkosinussatz:
cosoa =sin3cosa, cosf3 =sino cosb ,
cosc =cotao cotf3
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All diese Formeln fur rechtwinklige spharische Dreiecke
kann man sich auf geniale Art und Weise merken:



Rechtwinklige sphdrische Dreiecke

Nepersche Regel:
"Der Kosinus irgendeines Stilickes ist gleich dem Pro-

dukt der Kot@ens der beiden a@genden Stiicke
oder gleich dem Produkt der Sinusse der beiden nicht

anliegenden Stiicke."
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Rechtwinklige sphdrische Dreiecke:
Nepersche Relationen

Nepersche Regel (Kurzform):
cos = cot (anliegend) ¢ cot (anliegend)
= sin (nicht anliegend) e sin (nicht anliegend)

& 10 Formeln im rechtwinkligen Dreieck

firy=90°: cosc=cotp cota cosc = cosa cosb
cosa = cotc tanb cosao =sinf3 cosa
sinb =cota tana sinb =sincsin
sina = tanb cot3 sina =sino sinc
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Rechtseitige sphdrische Dreiecke
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Rechtseitige sphdrische Dreiecke
c=90° ® cosc=0,sinc=1

Sph. Sinussatz:

t%I> Sina =sinasiny, sinf3=sinbsiny

Seitenkosinussatz:
COSy = —COS oL COs[3

Kotangenssatz:
sinB =tano cota, sinoa =tanf3 cotb

Sinus-Kosinussatz:
cosa =—coty tanf3, cosb =—coty tano

Winkelkosinussatz:
cosa =sinb cosa, cosb =sina cos3,

cosy = —cota cotb
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Rechtseitige sphéir'ische Dreiecke

Nepersche Regel:
"Der Kosinus irgendeines Stilickes ist gleich dem Pro-

dukt der Kot@ens der beiden a@genden Stiicke
oder gleich dem Produkt der Sinusse der beiden nicht

anliegenden Stiicke."
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Merke:
Nepersche Regel

= rechtwinkliges bzw. rechtseitiges Dreieck:

Kosinus = Produkt der Kotangens der anliegenden
Stiicke, bzw.
= Produkt der Sinusse der nicht anliegenden
Stucke
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Ungleichungen im sph. Dreieck

Seitenkosinussatz:

COSC =cosa cosb +sinasinb cosy

im Eulerschen Dreieck gilt: a,b,c < 180°
t¥{> sinasinb>=0

weil y > 0° gilt zudem stets: cos y< 1
% cosc < cosacosb+sinasinb

cosc < cos(a—Db)
wegen -180° < (a-b) < 180° und fallenden cos-Funktions-
werten von 0° an sowohl in positiver Richtung bis 180°
als auch negativer Richtung bis -180° folgt
% c=a—Db
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Ungleichungen im sph. Dreieck

c=>la—>b
c>b—a

Da c stets positiv ist, kann die Betragbildung entfallen

& c>a-b Analog: a=b-c b>c-a
c>b-—a a=>c—Db b>a-—-c

Jede Seite ist stets grof3er gleich
der Differenz der beiden anderen.
bzw.

Die Summe zweier Seiten ist stets
groRer gleich der dritten.
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Ungleichungen im sph. Dreieck

Seitenkosinussatz:

COSC =cosa cosb +sinasinb cosy

Supplementwinkel:

a'=180° —a a=180°—a'
c'=180°—-c = c<c=180°-C
v'=180° —vy vy =180° — '

Einsetzen dieser Winkel in Seitenkosinussatz

QI> —Ccosc'=—cosa'cosb —sina'sinb cosvy'
cosc'=cosa'cosb +sina'sinbcosvy’

Aquivalente Ableitung fiihrt auf:

t%{> c'=a'-b
c'=b—a'
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Ungleichungen im sph. Dreieck

c'>a'—b (1)
c=b—a' ()
Riucksubstitution der Supplemente
L () @asoc—c)=@80°—a)—b
—c>=—a—>b
c<a+b VvV
() @80°—c)=b-(@80°—a)
180°—c=b+a—180°
360°=a+b+c

Die Summe aller Seiten ist stets kleiner gleich 360°
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Ungleichungen im sph. Dreieck

Winkelkosinussatz:

COSyY =—COSo COSB+sSina sinf3 cosc

Supplement a' = 180° — o — o = 180° — o' einsetzen

S COSy = cos o' cosf3 osc

Aquivalente Ableitung fiihrt auf:

O yzap (1)
Yy=B—o (11)
Rucksubstitution:
S (1) y=180c—a—p (M) v =B —(180° — )

180° < oa+PB+vy v+180° = o + 3
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Ungleichungen im sph. Dreieck

180°=a+pB+vy (|)
v+180° = o + 3 (||)
Gleichheitsfall, wenn sin a' sin 3 =0
Wertebereiche: 0° < o <180° — 0° < a'<180°
0° <3 <180°
Gleichheitsfall nur falls oo oder 3 oder beide 180°
& zum Zweieck entartetes sph. Dreieck
& ist einer der Winkel 180°, so sind die anderen beiden
gleich grol
z.B.a =180° = 3 =v, einsetzen in
() 180°=180°+2B = B=y =0 = Widerspruch
Gleichheitsfall fiir (1) ausgeschlossen
() y+180°=180°+p = B—y =0V
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Ungleichungen im sph. Dreieck

180° < a+PB+vy
Die Winkelsumme im spharischen
Dreieck ist stets gréRer als 180°

vy +180° = o + 3

Die Summe zweier Winkel im spharischen Dreieck
ist stets kleiner gleich dem dritten Winkel zzgl. 180°
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Merke:

= Die Winkelsumme im sph. Dreieck ist stets > 180° !
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Ungleichungen im sph. Dreieck

In ABC sei o > 3,

In ABH ist 3, = 3,

%, HA = HB

In ACH ist HA+HC > b
HA+HC = HB+HC = a
S a>b

Im spharischen Dreieck liegt der grof3eren Seite
der groRBere Winkel gegenuiber

Je nachdem, ob die Summe zweier Seiten >, =, < 180° ist,
wird auch die Summe ihrer Gegenwinkel >, =, < 180° sein
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Mehrdeutige Ldosungen

Ist die Summe zweier Seiten >, =, < 180°, so wird
auch die Summe ihrer Gegenwinkel >, =, < 180°.

Bsp.: Grundaufgabe 5 (geg.: a, b, o)

Fall 1:
a+b>180° = o+ [3>180°

oa<90° —= [ >90°

o >90° — P <90°o0.p>90° Zweideutige Lsg.

Fall 2:

a—+ b <180°

o+ B <180°

!

o < 90°

!

o > 90° B < 90°

!

B <90°0.B>90° Zweideutige Lsg.
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Spharischer Exzess

aA+PB+vy>TT bzw. o+ 3+ vy >180°

Q{> a+pPB+y=mT+ e

e=a+p+vy—x | spharischer Exzess

Eulersches Dreieck: o, B, v <

Q:} Cmax — 271
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Das sphadrische Zweieck
(Wdh.)

——-—
- -~

— .
- = —y
. -~

Da F, ~ a und F, = 4nR?, gilt:

i o rad

27T

KTI

FZ — 2R20c rad

7T

bzw. F, =2R®a°
180°
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Flache des sphdrischen Dreiecks

O = Kugeloberflache
F = Flache

Fagc = Fac
Zweiecksflachen:

Fan' = Fage + Faea

Feg' = Fagc + Face:

Fco = Fage * Fagc

2 -
F o+t FRee tFee =2R (o +B+v) o,B,vin[rad]
— 3I:ABC - I:BCA' - I:ACB' - I:ABC'
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Flache des sphdrischen Dreiecks

2R2(OL+B+’Y) = "' Faec

rmt‘lgt

2R (a+B+7v)=2F, 4 —

% 2 >
F.ec =R (oc+B+y)—4
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Flache des sphdrischen Dreiecks

2 @)
FABC =R (a+B+7v)——
4
. AnR°
=R (a+PB+v)—
A

— Rz(oc+B+y)—nR2

=R2(()L—I—B—I—'y—7'c)

2 5 .
F.ec =R € falls € in Radiant
TR AR 2
— 80 — 80
180° 720°
O .
Fagc = | fallse” in Grad
720°

92



_ Differentialformeln
(Anderung des sph. Dreiecks)
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Differentialformeln

Allgemeines:

Gegeben sei Funktion mehrerer Variablen f(x,y,z)
sowie kleine Anderungen dx, dy, dz

Wie groR ist die zu erwartende Anderung der
Funktionswerte?

Das totale Differential

of of of
df = —dx+ —dy+ —dz
OX oy oz

beschreibt die Anderung von f bei kleinen Anderungen
von X, y und z.
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Differentialformeln

Seitenkosinussatz:
cosa =cosbcosc+sinbsinccoso
O=cosa—cosbcosc—sinbsinccosa =f*f

Totales Differential:

of of of of
df =0=-—da+—db+ —dc+ —do
oa ob ocC oL
— —sSin ada

+ (sinbcosc —cosbsinccos a)db
i &Qos_bﬁ.l.n_c;s.l.n_b_c;os_c;aos_a. dc
+ (sinbsincsin a)do

Mit Sinus-Kosinussatz:

sinbcosc —cosbsinccosalJ=sinacosy

cosbsinc—sinbcosccosa/=sinacosf3

t¥I> df =0 = —sinada+sinacosydb
+sinacosBdc+sinbsincsin ado

95



Differentialformeln

df = 0 = —sinada+sinacosvydb

+ sin acosBdc+@sinc (03
Mit Sinussatz:

sinf3 sino
= — sin Bsina

sinb sina

Q{> df = 0 = —sinada+sinacosydb
+sinacosBdc +sinB3sincsinado

Division durch sin a:

O = —da + cosydb + cos3dc + sin 3sin cdo

Umstellen nach do:
da — cosydb — cos3dc

do =
sin3sinc
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Anwendungen auf der Erdkugel
- Erdfigur -

A) physische Erdoberflache:
Trennflache zw. festem Erdkorper u. Atmosphare
—> zu unregelmallig flr analytische Beschreibung

B) mathematische Erdfigur:
1. Ndherung: Kugel
Radius einer Kugel mit Erdvolumen: R = 6.371,22 km
—> Grof3kreislange: 40.031,56 km

2. Naherung: Rotationsellipsoid
Aquatorradius: R; = 6.378,39 km | Abplattung:
Polradius: R, =6.356,91 km | (Rj;-R;) / R;=1/297
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Anwendungen auf der Erdkugel
- Erdfigur -

C) physikalische Erdfigur:
Definition von Niveauflachen L Richtung Schwerkraft,
d.h. Flachen mit konstantem Schwerepotential
Y Geoid oder "wahre Erdfigur"
= ruhende Meeresoberflache
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Geographische Koordinaten
auf der Erdkugel

geographische Koord. = spharische Koord. auf Erdkugel
Festlegung d. Lage von P:

Grol3kreise: H LV,

HLV,PeV
Kleinkreis: W || H, PeW
S P=P(L o)

Def. fur geogr. Koordinaten:
H = Aquator (H L d)
= mittl. Rotationsachse
V, = Greenwich-Meridian
& @ = geogr. Breite (positiv: N)
= geogr. Lange (positiv: O)
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Geographische Koordinaten
auf der Er'dkugel
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Geographische Koordinaten
auf der Erdkugel

P, =Py (A, @,)
P, =P, (A;, ¢,)

AN = A,—A,
, ... Kurswinkel
Beispiel: S ... GroRRkreisbogen
geg.: Py (Ay, @4), Py (Ay, @)
ges.: s

cos s = cos(90°— ¢,)cos(90° —,)
+sIn (90° — ¢,)sIiN (90° — ¢, ) COosS AA

COS s = sIn ¢, SIN @, + COS (p, COS , COS AA
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Anwendungsbeispiel

Ein Flugzeug verlasst Buenos Aires (Lange 58,54°W
Breite 34,82°S) unter einem Kurswinkel von 37,47°.
Nach einem Flug von 11.930 km erreicht es seinen

Zielflughafen. Welche Koordinaten besitzt er?
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Der Satz von Legendre

Legendresches Dreieck
= kleines sph. Dreieck
mit a,b,c < 1°

Plandreieck

= ebenes Dreieck
mit a'=a, b'=b, c'=c

Bsp.: Erdkugel mit R = 6371 km, Seite c = 60 km
— Zentriwinkel = 0,5°

=» Frage: Sind o', B', ¥' aus a, B, y berechenbar,
d.h. ist eine Approximation eines Legendreschen
Dreiecks durch ein Plandreieck moglich?
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Der Satz von Legendre

Legendre (1787):

,Jeder Winkel eines kleinen sphdr. Dreieckes

vom Exzess gist um & /3 grofier als der entspre-
chende Winkel des zugehorigen Plandreiecks.”

Behauptung:a'=a-¢/3, 3'=pB-¢/3,y' =v-&/3

Bewelis:
Es seien geg.

sph. Sinussatz:

nach Vorauss.:

a, b, cim Bogenmal} und
a', b', ¢ als Langen
sina  Ssinvy
= —> sinysSina =sinasinc

sina sinc

a’ (o3 ) a’ ] . C’
a=—,Cc=— — sinysin— =sinosin —

R R R R
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Der Satz von Legendre

a' C'

sinysin — =sinosin —

= =
Entwicklung der sin-Funktion als Potenzreihe:

3 ) 7
X X X

SiIN X =X —— + — + ...
31! 51 7!

Da a, b, c und damit a', b’, ¢' sehr klein, folgt:

L} |3 L) |3
_ a a ] C C
sinvy = 5 |=sina — 3
R 6R R 6R

] a'zsiny ) ¢ sina
t%I> a'l siny — . = C'| SIn o — .
6R 6 R
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Der Satz von Legendre
a{sinv}c-{simf" sina]

6R° 6R°

aus Grafik:

q h,=a'siny

Q\ h, =c'sina'
p hy In 2. Ordnung gilt sin x' = sin x

- %hb'z@

y =€ sin

Einsetzen:

a'(sin Y — hb.a;'w = c'(sin o — hblzw
\ 6rR"J 6R"J
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Der Satz von Legendre

h | h (c
a'(siny— b%zc'(sina— bzw
N 6R" N 6R" )
aus Grafik:
q b'=p+q=c'cosa'+a' cosy
. analog durch zyklische Vertauschung
p i~ L @)=b' cosy' +c' cos P’
> c)=a'cos ' +b'cosa
a'( in "o (b’ ‘“+c' [3')\
. SI — COS v +C COS
Einsetzen: L Y 6R > Y )
h, . A
= C'(Sinoc— , (a'cospB'+b'cosa’)

N 6R y,

107



Der Satz von Legendre

h,. A
a' siny—iz(b'cosy'—l—c'cosﬁ')
N 6R J
h,. A
= C'| sino — 2(a'cos[3'+b'0050c')
N 6R y
( h _b'cosy’ h _.c'cosf3")
a'l siny — . — .
N 6R 6R Y
( ] h a'cosf3’ h b'cosa"
=C'| sin o — . — .
N 6R 6 R Y,
( ] h b'cosy') a c'c
a'l siny — . —
N 6R J 6R
h b'cosa') c a'c
= C'| sino — ; —

N 6R J 6R
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Der Satz von Legendre

) h _b'cosy’ ) h .b'cosa’
a'l siny — . = C'| SIn o — =
N 6R J N 6R J

In 2. Ordnung gilt: cos x = cos X'

= C'(sin (o'} @Osaw
J o\ R®

aus Grafik:
q —_ hb.p+hb.q:hb.(p+q)
: 2 2 2
p*. Einsetzen:

) F'cosy ) F'cosao
a'l siny — . = C'| sino — .
3R” J \ 3R
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Der Satz von Legendre

F'cosvy ) F'cos o
a'l siny — . = C'| siIno — .

3R J N 3R
In 2. Ordnung gilt fiir die Flachen:
F=F=R’e
Einsetzen:

a'(sin Y — gcos yw == C'(sin oL — 8cosoc
N < J o\ 3 J
Additionstheorem:

sin(y—gw = sin ycosg—COqusin8
L 3) 3 3
weil £¢/3 klein = cos ¢/3 =1, sing/3 =¢/3

e e
sinf y—— |=sSiny — —COSYy
L 3J <
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Der Satz von Legendre

e e
a'(sin Y — — COS yw = c'(sin o — —COS o
3 )\ 3 J

Additionstheorem:

i e _ e
sin| y—— |=siny——cosvy

L 3) 3
Einsetzen:
a'sin(y —SW = c'sin(oc —81
L 3 L 3)
Mit der Legendreschen Behauptung:
v'zv—g, o= o ——
3 3

S arsin v'=c'sina'
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Der Satz von Legendre
a'siny'=c'sin o'

Das ist der Sinussatz der ebenen Trigonometrie
—> wahre Aussage
—> Legendres Behauptung trifft zu!

Die Winkel des Plandreiecks sind je um
ein Drittel des spharischen Exzesses kleiner als
die Winkel des Legendreschen Dreiecks.

Das Plandreieck ist eine zulassige Approximation
des Legendreschen Dreiecks.
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Orthodrome und Loxodrome

s = Orthodrome
. Grolkreisbogen P,P,
mit Kurswinkel k, # k,

= Loxodrome
Linie, die alle Meridiane
unter gleichem Kurs-
winkel schneidet, d.h.

= = const.
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Loxodrome

,Loxodromenproblem”

Bestimmung der loxodromischen Distanz P,P,

Aq A+ dA Annahme: dA, do sehr klein

z — P,ZS = ebenes Dreieck
1 ¢, +do
_g_ Q{}tanK:PlS:RCOS(pldK
sz R do
0 - tan -
b — P
P, | Rcos ¢, dA s cos ¢,
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Loxodrome

tan «
d) =

deo
COS ¢,

Integration entlang o von Anfangs- bis Endpunkt

2 w2 tanK
Jdr = |
COS(p
l Py
7\‘2 ©s 1
fdA =tank | do
y . COS ¢
K(pz TC\ /(pl n\—l
A,—A,=tank Intan| — +— |—Intan| — + —
L .2 4 .2 4]
((PZ 7)) /(pl ﬂ:\—l
AX =tank Intan| —+ — [—Intan| — + —
L .2 4 .2 4]
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Loxodrome

Akztanm In tan 7tW—In tan(q) e |
[ T2 4 (2 4)]

Mit der Definition fur die isometrische Breite q

S AN =tanx(g, —q,)
AA = tan kA(Q

Kurswinkel der Loxodrome
(AA im BogenmaR)
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Loxodrome

A A, + dA Aus Grafik:
Z
¢, +do
K X
do by
e Integration :
P,”| Rcos @, dA |3 ¥

Lange der Loxodrome
(A im BogenmaR, k#m/2, k#3m/2)

117



Loxodrome

Sonderfalle:

k=0
Loxodrome fallt mit Meridian zusammen
&, Loxodrome ist GroRkreis

K=m/2, k=37/2
Loxodrome ist Parallelkreis (¢, = ¢,) oder Aquator
Bogenlange gemald Loxodromformel nicht def,,
sondern Uber Parallelkreislange o = R AA cos ¢
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Entfernung auf sehr kurzen

Groflkreisbogen
M Ay =A+ AL
PZ
P2 = @1+ A

K X

4 e Fur sehr kleine Werte Ag, AL

K ist Naherung mittels
¢ Satz des Pyth |assig:
p| Rcos g, AN |5 1 atz des Pythagoras zuldssig

s° — RZ(A(p)2 +R°cos” (pl(Ak)2

S = RJ(A({))Z +cos” (pl(Ak)2
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Anwendungen aus der Sphdrischen

Astronomie

handelt von der Bestimmung scheinbarer Bewegungen von
Himmelskorpern infolge taglicher Drehung der Erde durch
wiederholte Positionsbeobachtung

ist ebenso wie Himmelsmechanik (= Bestimmung der
Bewegungsgesetze von Himmelskdrpern) ein
Teilgebiet der mathematischen Astronomie

ist Grundlage der praktischen Astronomie, wie z.B.
geodatische Astronomie und Nautik:
Orientierung mittels Sternpositionen
= Orts-, Zeit-, Azimutbestimmungen
— mogliches Verfahren fir Angaben von absoluter Lage und
Richtung trigonometrischer Netze.
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Die scheinbare Himmelskugel

Rege <<R
=P~ M

Himmel

Himmelskuge'
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Definition von
Kugelkoordinatensystemen

Ursprung

Bezugsebene

Nullrichtung 1. Winkel
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Astronomische

Koordinatensysteme
Name Horizontsystem | Aquatorsystem | Aquatorsystem
1. Art 2. Art

Ursprung

Bezugsebene

Nullrichtung

1. Winkel

2. Winkel

Handigkeit
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Horizontsystem

lokaler Meridian e System der

lokaler Horizont terrestr.

Beobachtungen

e Realisierung durch
Horizontieren

e a..Azimut

e e ... Elevation
(alternativ: Zenit-
distanz z =90° - e)

e Koordinaten von
Himmelskorpern
orts- und zeitab-

Beobachter hangig wegen
Erdrotation -



Aquatorsystem 1. Art

lokaler Meridian

Himmelsaquator

Hi
nordpol
Rot.achse

mmels-

D=h ,+12"

Geozentrum

System zur Bestim-
mung der lokalen
Uhrzeit

... Stundenwinkel
O ... Deklination

Stundenwinkel andert
sich gleichformig mit
der Zeit

Koordinaten von
Himmelskorpern
langen- und zeit-
abhangig
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Aquatorsystem 2. Art

e System zur Katalo-
Himmels- gisierung von Him-
melskoordinaten

Himmelsaquator

Rot.achse _
.. Rektaszension

O ... Deklination

Koordinaten von
Himmelskorpern
orts- und zeit-
unabhangig

Frahlings-
punkt

Geozentrum
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Aquator, Ekliptik, Friihlingspunkt

Ekliptik

/

Aquator

127



+50

+50

-20° 10 4007 +10° +20° +30° +40

[
7

i)

-5

22h 217h 20h




Aquatorsystem 2. Art

e System zur Katalo-
Himmels- gisierung von Him-
melskoordinaten

Himmelsaquator

Rot.achse _
.. Rektaszension

O ... Deklination

Koordinaten von
Himmelskorpern
orts- und zeit-
unabhangig

Frahlings-
punkt

Geozentrum
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Astronomische

Koordinatensysteme
Name Horizontsystem | Aquatorsystem | Aquatorsystem
1. Art 2. Art
Ursprung Beobachter Geozentrum Geozentrum
Bezugsebene |lok. Horizont Aquator Aquator
Nullrichtung | Norden Suden Frihlingspunkt
1. Winkel Azimut Stundenwinkel Rektaszension
2. Winkel Elevation/Zenitd. | Deklination Deklination
Handigkeit MIS MIS rechts
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Beziehungen zwischen den
Koordinatensystemen

Polaris ﬁ

*
*

fUr Beobachter
sichtbar

)
fUr Beobachter

nicht sichtbar

Die Elevation des Polarsterns stellt eine
Naherung der geografischen Breite dar!
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Beziehungen zwischen den

Koordinatensystemen
Stern S zum
*Zeitpunkt t+ 12N
Z (obere Kulmination)

Stern S zum
Zeitpunkt t

(untere Kulmination)
Horizont

S

tagl. Rotation
der Erde

Zirkumpolarsterne:
*d>90°-@
e untere Kulmination oberhalb Horizont
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

360°-a

P... Nordpol
Z... Zenit des Beobachters
G... Gestirn
APZG = Nautisches Dreieck

. Stundenwinkel

. Azimut

. Parallaktischer Winkel

. Deklination d. Gestirns
Zenitdistanz des Gestirns

. geogr. Breite d. Beobachters

N 2T @

gelb = Elemente des Horizontsystems
rot = Elemente des Aquatorsystems
= gemeinsame Elemente
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Gestirn westl. Meridian n Gestirn ostl. Meridian

Oh<h<12h " 5 12h < h < 24h
180° < a < 360° 0°<a<180°
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

h=0 . G
. Sonderfadlle p=0
90°-¢ fir & > :
G 90°-¢ = 90°-0 +z, |z, =90°-¢p +90°-5 90°-0
Z, 0 =@ +z, 6 =180°-0 -z,
A, 08z |0=180°-5-2 2,
P ® h=0 obere Kulmination |untere Kulmination P
zo < 2
90°-¢
far o < o:
90°-0 =90°-¢ + z,
8§ =¢-2, a=0 ®Z
P =0+2
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Fall: 6 < @

Veranderung des Nautischen
Dreiecks aufgrund

der tagl. Rotation

der Erde
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Fall: 6 > ¢

Veranderung des Nautischen
Dreiecks aufgrund

der tagl. Rotation

der Erde
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Aquatorsystem 1. Art (h,5) = Horizontsystem (a,z)
>

Zenitdistanz z aus Seitenkosinussatz:
90°-¢

weil cos h = cos(24" —h)
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Aquatorsystem 1. Art (h,5) = Horizontsystem (a,z)
>

Azimut a aus Sinus-Kosinussatz:
90°-¢

Problem: arccos liefert Winkel zwischen
0° und 180°, Azimutwinkel jedoch zwischen
0° und 360°

C
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Aquatorsystem 1. Art (h,5) = Horizontsystem (a,z)
>

Azimut a aus Sinus-Kosinussatz:

Fallunterscheidung nach Stundenwinkel:
e Gestirn westlich Meridian
Oh<h<12h= 180° <a < 360°
Y a=360° — a,
e Gestirn ostlich Meridian
12h<h<24"=0°<a<180°
$a=3a,
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Horizontsystem (a,z) —> Aquatorsystem 1. Art (h,8)
>

Deklination 0 aus Seitenkosinussatz:
90°-¢

weil cos a = cos(360° — a)
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Horizontsystem (a,z) —> Aquatorsystem 1. Art (h,8)
>

Stundenwinkel h aus Sinus-Kosinussatz:
90°-¢

Problem: arccos liefert Winkel zwischen
0" und 12", Stundenwinkel jedoch zwischen
0" und 24h

C
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Beziehungen zwischen den Koordinatensystemen
- Nautisches Dreieck -

Horizontsystem (a,z) —> Aquatorsystem 1. Art (h,8)
>

Stundenwinkel h aus Sinus-Kosinussatz:

Fallunterscheidung nach Azimut:

e Gestirn westlich Meridian
180°<a<360°=0"<h<12h
& h=h,

e Gestirn ostlich Meridian
0°<a<180°= 12h<h < 24"
& h=24M—h,
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Anwendungsbeispiel

Wieviele Stunden scheint die Sonne in Dresden
(p=51,031°) zur Sommersonnenwende am 21.06.
(Deklination der Sonne: 6=23,439°)? Unter welchen
Azimuten ist die Sonne an diesem Tag sichtbar?

Sonnescheindauer; 16h19m
Azimutbereich: 50,766° < a<309,234°
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Zeitsysteme
- Sonnenzeit -

wahre Sonnenzeit
= wahre Ortszeit, WOZ
= seit unterer Kulmination d. Sonne vergangene Zeit
& WOZ = hg +12", hg ... Stundenwinkel der Sonne
wahrer Sonnentag
= Zeitdauer zwischen zwei Meridiandurchgangen der Sonne
(d.h. "von Mittag zu Mittag")
Problem:
Stundenwinkel der Sonne neben Erdrotation auch durch
Elliptizitat der Erdbahn (Geschwindigkeitsschwankungen!)
und Schiefe der Ekliptik beeinflusst.
& Dauer wahrer Sonnentage schwankt um bis zu 30 Sekunden!
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Zeitsysteme
- Sonnenzeit -

Losung des Problems:

mittlere Sonnenzeit
= mittlere Ortszeit, MOZ
= seit unterer Kulmination d. mittleren Sonne vergangene Zeit
%, MOZ = hg +12", hg ... Stundenwinkel der mittleren Sonne

Die mittlere Sonne ist ein fiktiver Korper mit Deklination O,
den die Erde auf einer Kreisbahn (konstante Geschwindigkeit)
innerhalb eines wahren Sonnenjahres (trop. Jahr) umlauft.

& stabil bis auf (kleine) Schwankungen der Erdrotation
& zivile Zeit ist auf mittlere Sonnenzeit angepasst
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Zeitsysteme
- Sonnenzeit -

Zeitgleichung
Differenz von wahrer u. mittlerer Sonnenzeit heif’t
Zeitgleichung Eq.T.

Eq.T. = WOZ — MOZ

EqT. =hg+12"— (hg + 12"
=h@—ﬁg

Maximalwerte fir Eq.T. : ca. -15min ... +15min
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Zeitsysteme
- Sonnenzeit -

+15- tatsachliche
Zeitgleichung

min
+10-

+5

Einfluss der
Ekliptikschiefe

Einfluss der
Erdbahnellipse

_15_

I I I I I I l
1. Jan 1. Mrz 1. Mai 1. Jul 1. Sep 1. Nov 1. Jan
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Deklination der Senne

24"
239
20°
18°
16°
147
12¢
10°

Wahre Sonne
zu schnell

16 14 12 10 8

Zeitgleichung (min)
6 4 2 0 2 a4

Wahre Sonne

8

zu langsam +
10 12 14

nardlicher
Wendekreis

20 giidlicher
Wendekreis

(=]

15 20 25 30

Das
Analemma




Die Bewegung der Gestirne

Bewegung bzgl. inertialem

(= raumfestem) System
Bewegung bzgl. eines
terrestrisch fixierten Systems

wahre Bewegung

scheinbare Bewegung

Y, beobachtbar ist nur die scheinbare Bewegung !

& zeitliche Fixierung der Bewegungsphasen

erfordert Transformation von scheinbarer
zu wahrer Bewegung
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Die scheinbare tdgliche Bewegung

Abhangigkeit zwischen Stundenwinkel und Zenitdistanz:

COS Z =SiNn ¢ SIN 3 + COS ¢ COSS cosh

weil cos h = cos (-h), ist Bahn symmetrisch zum Meridian

Ableitung nach der Zeit t liefert:

dz dh dz COS @ COS O Sinh

—SINZ — = —COS @ COSd sinh — —

dt dt dh sin z

Weil cos ¢ >0, cos 0 >0 und sin z > 0, gilt:

Oh<h< 12" = dz/dh >0, d.h. z wachst,
12h < h < 24" = dz/dh <0, d.h. z nimmt ab,
h=0n 12" = dz/dh =0, d.h. z extremal,

152



Auf- und untergehende Gestirne

6, =-(90° - 9) = (¢ - 90°)

4
Gestirn unsichtbar fur Gestirn zirkumpolar fur
5 < (¢ -90°) 5>(90° - ¢)

L Gestirne mit Deklinationen im Intervall
(¢ - 90°) < § < (90° - p) gehen auf und unter
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Auf- und Untergang der Gestirne

bei Auf- und Untergang

jeweils z =90°

& rechtseitiges nautisches
Dreieck

S Gesucht:
Zeit h, , und Azimut a,

des Auf- und Untergangs

des Gestirns
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Auf- und Untergang der Gestirne

Auf- und Untergangszeit
Seitenkosinussatz:

Cosz = sinesind

+ COS (p COS O COS hA’U

mit cos z = cos 90° = 0:

—cos@pcosdcosh , (, =sin@sind

coshA.. — —tan ¢ tan o

y &I

weil cos h = cos (—h)
& doppeldeutige Losung:
& Auf- und Untergangszeit
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Auf- und Untergang der Gestirne

coshA.. — —tan ¢ tan o

y &I

Bsp.l)9>0, 6>0
—>cos h, ;<0
d.h.6"<h, < 18"
S hy > 6"

h, < 18"
& Tagbogen > 12h

Bsp.Il) >0, 6<0
—> cosh, ;>0

h
h>6h: WOZ > 18h S h,<6
h<18h: WOZ< 6h h, > 18"

& Tagbogen < 12h
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Auf- und Untergang der Gestirne

Auf- und Untergangsazimut
Seitenkosinussatz:
sind= sin¢gCcosz

+ COS (pSIN ZCOS aA,U

mitcosz=0,sinz=1:

SIN & = COS (p COS NS

sin &

COS

weil cos a = cos (— a)
doppeldeutige Losung:
& Auf- und Untergangsazimut
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Auf- und Untergang der Gestirne

sSin o

cosa, ,, =

=

COS ¢

Bsp.l)p>0, 6>0
— c0sa,,;>0
% 0°<a, <90°
270° < a,, < 360°
& Auf- und Untergang
nach Norden verschoben
Bsp.l)p>0, 6<0
— c0sa,,;<0
% 90° < a, <180°
180° < a,, < 270°
& Siidverschiebung
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Auf- und Untergang der Sonne

Sonne besitzt variable Deklination: -23,5° < 6, < +23,5°
wegen Neigung der Ekliptik gegen Aquatorebene
& 3 Fille fir scheinbare tagliche Bewegung:

) o >0(21.03.-23.09.) = Nordhalbk.: Frihling, Sommer

Tagbogen > 12"
Auf- und Untergang nach Norden verschoben

) & =0(21.03. und 23.09.)

Tagbogen = 12" (daher Bezeichn. Aquinoktium)
Auf- und Untergang im Ost- bzw. Westpunkt

I1) 6. <0(23.09.-21.03.) - Nordhalbk.: Herbst, Winter
Tagbogen < 12"
Auf- und Untergang nach Suiden verschoben.
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Auf- und Untergang der Sonne

e Einfluss der atmospharischen Refraktion:
durch Lichtbrechung in der Atmosphare ist das Gestirn
bereits bei z =90°35' sichtbar

e Einfluss der Ausdehnung des Gestirns:
Koordinaten gultig flir Mittelpunkt des Gestirns

e Beispiel Sonne:

— Als Auf- bzw.Untergang der Sonne wird angesehen, wenn
ihr oberer Rand den Horizont berihrt

— scheinbarer Radius der Sonne: r¢ = 16
Yz, ,=90°35" + 16' = 90°51'
das ist Beginn / Ende der Dammerung
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Auf- und Untergang der Sonne

Betrachtung flir Abenddammerung (analog fir Morgendamm.)

e Beginn der Dammerung: z = 90°51' h

e Ende der burgerlichen Ddmmerung: z, = 96°30' h,
e Ende der nautischen Dammerung: z, =102°00' h,
e Ende der astronomischen Dammerung: z, =108°00' h,

& Dauer der biirgerlichen Ddmmerung: D, =h
Dauer der nautischen Dammerung: D.=h_-h
Dauer der astronomischen Dammerung: D_ = h

Stundenwinkel aus:cosz =sin ¢ sin &+ cos cos& cosh
cosz —sin@sind

cosh =
COS (p COS O

161



Dauer der Ddmmerungsphasen

Datum Blrgerliche Nautische Astronomisch

Dammerung Dammerung e
Dammerung

21.12. 43m 1h22m 2h03m

(0s =-23,5°)

21.03./ 23.09. 36m 1h12m 1h52m

(65 =0°)

21.06. 52m 1h58m -

(0g = 23,5°)

gultig fur

resden (geogr. Breite 51°027)
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Vorlesung Ende



Sonnenuhren

Grundprinzip:
Schatten eines parallel zur Rotationsachse
orientierten Stabes (Gnomon) zeigt die wahre

Sonnenzeit

Einteilung nach Ausrichtung des Zifferblattes:
e Aquatorialuhr - Zifferblatt | | Aquator
* Horizontaluhr - Zifferblatt | | Horizont
* Vertikaluhr — Zifferblatt 1 Horizont
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Aquatorialuhr

Aquatorebene d. Teilkugel

parallel zum Erdaquator

wahre Sonnenzeit:
WOZ = h, + 12"
&Y eh.=0— 12 Uhr,
(Schatten im N-Punkt) N
e h.=15°— 13 Uhr, ...

Horizont

L
O
)
4
'S
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Aquatorialuhr
\/

—

: , '”,N'
Ber |n Deutsc an
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Aquatorialuhr

AL e o
oo R " L
2T e R

REERLIEE <0
T T -»

SRR FTE T e, ™
AL IRITRA Laad

Montreal,
Kanada
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Aquatorialuhr

SRR
c“
. ol
" "™
- o N - :
Fokaet TR,
. .
.
_ ,
. v
|

F Willersbau,
| | TU Dresden
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Horizontaluhr

e Sonne sei 24"-h Stunden
vor oberer Kulmination

e Strecke MT ist
Schattenrichtung fur
Zeitpunkt WOZ = 12" + h

e Winkel x zwischen Schat-
tenlinie und Mittagslinie

e sph. Dreieck NTP besitzt
rechten Winkel in N
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Horizontaluhr

90°-x N 900-(p
0 Mit

’ P 24h-h

\ / und cot(12" — WOZ) = —cot WOZ

U WOZ = 7 Uhr, 8 Uhr, ... liefert x

(unabhangig von Deklination der Sonne!)
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Horizontaluhr

Chapel Hill, NC, USA
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Hor'lzon‘raluhr'

Sundial Bridge
Redding,
CA, USA
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Vertikaluhr

90°-@ e Sonne sei 24"-h Stunden
vor oberer Kulmination

o Zifferblatt senkrecht zu
Horizont

e Winkel a ist Azimut der
Zifferblattebene

e Winkel y zwischen Vertikal
und Schattenlinie fur
Zeitpunkt WOZ = 12" + h
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Vertikaluhr

Kotangenssatz:

Mit

fir Sidwand mit a; = 90° gilt:
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Verﬁkalhr'

Munchen, altes Rathaus
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Vertikaluhr

’/ »/ |L.n

Taubenheim (Oberl.)
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