Formelsammlung zur spharischen
Trigonometrie

TU Dresden
Institut fiir planetare Geodésie

A. Goniometrie

A.l. Additionstheoreme

fir a#p
sin (£ ) = sina cos f + cos a sin 3

cos (£ ) = cosa cos B Fsina sin

tan (o + ) tan o + tan 3
an (o + ) = ———
! 1 Ftana tan §

cota cot B F 1

t(a£f) =
cot (o £ ) cot 3+ cot a

A.2. Verwandlungsformeln

sinx +siny = 2 sin

. . X
sinx —siny = 2 cos
X
CcoSX + cosy = 2 cos

. X
COSX — COSy = —2 sin

fir a=p
sin (2a) = 2 sinaw cos
. . «
sina = 2 sin — cos —
2 2
cos (2a) = cos? a — sin® a

=2cos’a—1

=1-2sina

+y X—y

cos
2

+y . x—y

Yo
sin
2

+y X—y

COos

2
X—y

2

sin
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B. Ebene Trigonometrie
B.1. Sinussatz

a:b:c=sina:sing:siny

B.2. Kosinussatz

a2 =Db%+c?—2bc cosa
b?=c?+a2—2cacosf

¢ =a?+b%—2ab cosy

B.3. Tangentenformel

esgilt: 2s=a+b+c

C. Sphdrische Trigonometrie

C.1. Sinussatz

sinae  sina sin sinb siny  sinc

sin 3 " sinb sin 7y sinc¢ sina  sina
C.2. Seitenkosinussatz

cosa = cosb cosc+sinb sinc cos«
cosb = cosc cosa + sinc sina cos 3

cosc = cosa cosb + sina sinb cosy

C.3. Winkelkosinussatz

cosa = —cos J cosy + sin 3 siny cosa

cos [ = —cos7y cosa + sin+y sin« cosb

cosy = —cosa cos 3+ sina sin § cosc
2
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4. Winkel und Seiten haben positive Werte!

Sonst: m —a, ..., T—a,...oder 2w+ a, ... oder ...

5. Priifen Sie, ob die Winkelsumme grofier ist als 7:
a+pB+y>m.
6. Priifen Sie, ob die Seitensumme kleiner ist als 2 7:

a+b+c<2m.

7. Priifen Sie, ob dem gréferen von zwei Winkeln auch die grofiere Seite gegeniiber
liegt:

b<a = f<a

11



TU Dresden Institut fiir planetare Geodisie Institut fiir planetare Geodisie TU Dresden

D. Erganzungen C.4. Fiinfstiickebeziehung (Sinus-Kosinussatz)
D.1. Mehrdeutigkeiten bei der Berechnung von sphdrischen sina cos 8 = cosb sinc — sinb cosc cosa
Dreiecken sina cosy = cosc sinb —sinc cosb cosa
D.1.1. Grundaufgabe 5 (siehe C.10.5) sinb cosa = cosa sinc — sina cosc cos 3
1. Fall sinb cosy = cosc sina — sinc cosa cos
sinc cosa = cosa sinb — sina cosb cos~y
at+b w a+p 7w . . .
>— = > — sinc cos 3 = cosb sina — sinb cosa cos~y
2 2 2 2
™ T
a<=- = [(>- (geometrisch eindeutig),
72r 72r . sina cosb = cos 3 siny + sin 3 cosy cosa
a>5 = 8 < 5 oder > 5 (geometrisch zweideutig). sina cosc = cos~y sin 3 + siny cos 8 cosa
sin # cosa = cos « siny + sin & cosy cosb
2. Fall sin 3 cos ¢ = cosy sina + siny cos« cosb
a+b<z N a+f ™ siny cosa = cosa sin 3 + sina cos B cosc
2 2 2 2’ siny cosb = cos 3 sin a + sin 3 cos a cos ¢
™ T T . . .
a<y = 8 < 3 oder > 3 (geometrisch zweideutig),
o> g = (< g (geometrisch eindeutig). C.5. Kotangentensatz
D.1.2. Grundaufgabe 6 (siche C.10.6) cosa cos § = sina cot ¢ —sin § cot y
cosa cos7y = sina cotb — sin+y cot 3
L. Fall cosb cosa =sinb cot ¢ — sina coty
a+5>1 - a+b>: cosb cosy = sinb cota — siny cot
2 72r 2 x 2 cosc cosa = sinc cot b — sina cot 5
a<y = b > 9 (geometrisch eindeutig), cosc cos 3 = sinc cota — sin 3 cot a
™ ™ ™
a>o = b < 5 oder > 5 (geometrisch zweideutig).
C.6. Halbstiicksrelationen
2. Fall esgilt: 26=a+B+7
a+p3 <F o a+b 7
5 50 a cosd cos (0 — « a cos (0 — ) cos (d —
S > nf = [0 e —a) COSQM (6—8) cos (5 )
a < 5 = b« 5 oder > 5 (geometrisch zweideutig), sin 3 sin sin § siny
. . . N ~0S _ } ~OQ _ s0a () —
a>~ = b<o (geometrisch eindeutig). sin b = 77005(? cos (6 p) cos— = (| 28 (@ i ") C.Ob (¢ -
2 2 2 siny sin « 2 siny sin «
D.2. Grundregeln sin & = [ _cosdcos(6—) s S = o8 —a) cos (6~ B)
. . . sin o sin 3 72 sin « sin
1. Vermeiden Sie den Sinussatz!

2. Im Falle des Sinussatzes fiir jede Grundaufgabe die Losung auf Mehrdeutigkeiten
priifen!

3. Zweite Losung im mehrdeutigen Fall fiir o im ersten Quadranten ist 180° — a.
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es gilt:

2s=a+b+c
sin® — \/sm (s - b) sin (s—c¢)
2 sinb sinc
siné: sm(s—fz) s?n(s—a)
sinc sina

sin% _ \/sm(s—a) sin (s — b)

sina sinb

C.7. Tangentenformeln

C.8.

N cosd cos (§ — a)
2 cos (6 — ) cos (6 —7)

b cosd cos (6 — )
tan — = 4/ —
2 cos (6 — ) cos (§ — )

tan & — cosd cos (6 —7)
My = " cos (6 — ) cos (6 — B)

« sins sin (s — a)
cos— = ———-— =
2 sinb sinc

sins sin (s — b)

Ccos — = - -
sinc sina

2

v sins sin (s — ¢)
cos =~ =4/ ————

2 sina sinb

ton & — \/sm (s—Db)sin(s—c)

2 sins sin (s — a)

[\V]

tané _ \/sin (s—c)sin(s—a)

sins sin (s — b)

v \/sin (s —a) sin(s —b)
2

tan — = - -
sins sin (s — ¢)

Delambresche Formelpaare (GauBsche Formeln)

co aco Bty in 2 cosbJrC
S — 3 = S — S
S STy Ty 2
a . B4y @ b—c¢
COS — S1n = COS — COS ———
cos 5 3 €08 o €08 —
cosfcos’y—i_ia*s.ing(:()sc—~_a
2 2 T2 2
.Y c—a
cos — sin ——— = cos = Cos
2 2 2 2
c o .Y a+b
€os = cos ——— = sin — cos
2 2 2 2
c . a+p 5 a—b
cos = sin = cos — cos
2 2 2

. a(‘oqﬁfﬁ/ . a . b+4ec
5111 — COS ———— = Sl — SIN ————
S g T UGy
Ca . B—~v a . b—c
5111 —  S111 = COS — SIn
sin 5 s 5 cos 3 8 5
. Y- . B . c+ta
sin = cos = sin = sin
2 2 2 2
. LY@ 6 . c—a
sin — sin —— = cos — sin
2 2 2 2
. C a—fp v . a+b
sin = cos = sin — sin
2 2 2 2
. ¢c . a—0 v . a—b
sin = sin = cos — sin
2 2
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e aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel

€ cot % cot 5
cot— = cotax + —F—+
2 sin av

cot £ cot 2

=cotf+ —2—-2
sin 3

cot 2 cot 2

=coty+ —2—2
sin y

e Niherungsformel fiir kleine sphirische Dreiecke (Seiten bis 75 km, R = Erdradius)

5 . .
" a’ sinfsiny ,

2R?  sina
b? siny sina ,

T 2R? sin 16 P
¢ sinasing ,
" 2R?  siny

Zusammenhang zwischen Exzefl und Fléche des sphérischen Dreiecks [

0]
720°

I=

€ O = Kugeloberfliche
Mit O = 47R? und fiir die Einheitskugel R = 1 folgt

I=arce
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90°—b

90°— «

(a) fiir das rechtwinklige Dreieck v = 90° (b) fiir das rechtseitige Dreieck ¢ = 90°

Abbildung 2: Neperscher Ring

C.11. Rechtwinkliges und rechtseitiges Dreieck
Nepersche Regel

Der Kosinus eines Stiickes im Neperschen Ring (Abb. 2) ist gleich dem Produkt der
Kotanges der anliegenden Stiicke

oder

gleich dem Produkt der Sinus der nichtanliegenden Stiicke.

C.12. Sphdrischer ExzeB ¢
Winkelsumme im sphérischen Dreieck:
a+f+v=180°+¢

Im Eulerschen Dreieck gilt:
0° < e < 360°

Berechnung von ¢:

e aus drei Seiten (nach L “Huilier)

€ s—a s—b s—c¢
tan — = tan tan —— tan —— tan ——
4 2 2 2 2
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C.9. Nepersche Tangentenformeln (Nepersche Analogien)

¢ a+ tﬂ,’cos? ; a—p 'ysin%
an = — an =
2 2 cos 24t 2 2 sin 22
a—03 d
a+b ¢ cos %52 a—Db cs1nT
tan = tan 5 W tan = ta 2 m
cos 57 sin =7
b e
t‘a‘nﬁ—‘_v:cotgcoSTC tanﬁ_’y:coaE
2 2 cos BEe 2 2 sin Bfe
. + . aucosB%7 . b—c . a sin 57
an =tan - ——=— an = tan —
2 2 cos ﬂQﬁ 2 2 sin 3*"
:'1r1,Y—~_(J[:cotécos%a tan’y_a:cot/—; sin %5
2 2 cos &2 2 2 sin “*“
c b cos 15~ c—a bbln”2
tan = tan ) @ tan 5 = tan 5 y%
C.10. Formeln fiir die Auflosung der 6 Standardfille des
spharischen Dreiecks
C.10.1. Gegeben: a,b,c
Grundformeln abgeleitete Formeln
cosa —cosb cosc tan & sin (s —b) sin (s —¢)
cosqg = —————— an — =
sinb sinc sins sin (s — a)
cosf=——""—¥— tan ﬁ =
2
~y
cosy = ——— tan — =
7 2
oder
sinB*Sianina Sia-ﬁ-b—&-c
"7 sina N 2
siny =

ot
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C.10.2. Gegeben: o, 3,
Grundformeln

cosa =

sin 3 sin -~y

cosb =
cosc =
oder

. sina sin 3
sinb = ———

sin «v
sinc =

C.10.3. Gegeben: a, b,y
Grundformeln
cosc = cosa cosb +
+sina sinb cosy
__sinasiny

sina = -
sin ¢

sin § =
C.10.4. Gegeben: o, ,c
Grundformeln
cosy = —cosa cos 3+
+sina sin 8 cosc
sina sinc

sina = -
sin 7y

sinb =

cos & + cos 3 cosy

abgeleitete Formeln

tan 2 — —cosé cos (6 — )
s = cos (6 — 3) cos (6 — )

tan — =

tan ©
an - =
2

a+ B+~

I=—3

abgeleitete Formeln
a+f v cos (a;b)
= ooty —

2 cos D)
cos =

tan

(a=b)
2

2 2 gin @

. sin~y sina
sin¢ = ———
sin v

abgeleitete Formeln
o (@=B)

_ c oS~

= tan — T‘*’B)

2 (atp)
oS “—

tan

a—Db
tan =
2

. sin ¢ sin «
siny = ———
sin a
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c=2¢C; +Co

Abbildung 1: Skizze zum Verstandnis von C.10.5 und C.10.6

C.10.5. Gegeben: a, b, «

Grundformeln

sin 3 =

sin b sin «

sin a

tanc; = cos 3 tana

tancy = cosa tanb
X sin ¢ sin av
siny = ————
sin a
C.10.6. Gegeben: o, 3,a

Grundformeln

R sin 3 sina
sinb = ——
sin

tanc; = cos ftana
tance = cosatanb

siny =

abgeleitete Formeln

. sinb sin «
sinff = ——
sin a

c sin “;—5 a—b
tan - = 3 tan

2 sinet 2

2

cot ¥ _

2

abgeleitete Formeln

sinb =

tan - =

cotl =



