Kapitel 1

Algebraische Grundlagen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



1.1 Exponential- und Logarithmus-Ausdriicke

Aufgaben zu 1.1:
1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

0,004 - 10%-0,23
0,2-1073-16

(18a2z)* . (15a22)*
® (27a22)°  (20a3z)’ ®)

(©) (d) 2log;,z* — 3log;, y?

() (Inu+4lnw)
(Losung s. S. 5)

2. Stellen Sie folgende Formeln nach ¢ um:
@ I=1I(exp (%)) () I=1I(1+9logyt)

() I=1Iy(ett —1)
(Losung s. S. 6)

3. Es sei die Regressionsgerade s gegeben. Bestimmen Sie die Variable 7' im halblo-
garithmischen Mafstab aus dem Anstieg der Regressionsgeraden!

1% 22t T

=i T 0 ag (Vist gegeben)

S

(Losung s. S. 7)

4. Es sei die Regressionsgerade s (sieche Aufgabe 3.) gegeben. Bestimmen Sie den Spei-
cherkoeffizient S fiir den Fall s = 0 bei ¢, und gegebenem 7!

(Losung s. S. 7)
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1.1. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUS-AUSDRUCKE

Losungen zu 1.1:

e 7u Aufgabe 1 (s. S. 4)

(a)
(18a%z)* (15ax?)*  18%®z"-15%a"2®
(27ax2)> (20a3x)?  275a5210 - 2024522
38'24'34'54'0112'.@12 52
T 3.1 52 gl 2 33¢
(b)
0,004-10°-0,20 221071022107
0,2-103-16 2-10-1.1073.2¢
(c)
VT Va?e Yx R B S 2
= - = 3
(d
2logy z* -3 logg y = logyo a® — log y°
6
()l
Y Y
oder

2log,o 2 — 3log,,y* = 6lgz — 6lgy

(e

()

(Inu +4Inv) = Inu + Inv*

=In (u . U4)



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 4)

(a)
I = Iy(exp(—=))
= Lo(€Xp T
I t _t
TO—GXP(—f)—e
mLl 1t
"LTT
I I
(b)
IIO(1+910g9T>
70:1+910g9T
I t
— —1=91
Io 9logy 75
(%-1) ¢
g 108
(i)
9 t
9 =
T
t:T.Qg(%fl)
©
I=1I(e" —1)
I
]
e ]o+



1.1. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUS-AUSDRUCKE

e zu Aufgabe 3 (s. S. 4)

4 2,25t T
8_4'7T'T . r2.S
1% Vo 2,25-T
5:0,08T~lnt+0,183f-1n g
v
S9 — 81 = 0’087 . (hltg — lntl)
T
- A(Int
T=0,08V (nf):Anstieg
As
o zu Aufgabe 4 (s. S. 4)
1% 2,25-t-T

S

“iaT VTS
s=0=1In(1)=0

2,25ty T

=1
r2.S

2,25 ty-T
-T2

=S



1.2 Matrizen

Aufgaben zu 1.2:

2 1 -1 1 1 4
1. Bilden Sie mit: A = , B= , C=
4 3 2 —4 -2 -1
folgende Ausdriicke:
(a) 2A+3B by A-2B-3C co A-B
d) (A-B)T ) B-A ® (A B)-C
(g (B-A)-C (hy BTAT (i) AT +B7

(Losung s. S.9ff)

2. Bilden Sie fiir die folgenden Matrizen C = A - BT:

(a) A:(2311> B=<2—113>

1 0
1 3
b)) A= B=|2 -3
-2 1
3 -8
(Losung s. S. 14ff)
3. Bilden Sie die inverse Matrix A~':
1 1 -1
3 5
@ A= by A= 1 -1 1
27
—1 1 1
2 2 3
0 A= -4 -2 3
4 3 2

(Losung s. S.16ff)
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1.2. MATRIZEN

Losungen zu 1.2:

° zu Aufgabe 1 (s. S. 8)

(a) Berechnen Sie 2A + 3B:

2 1 -1 1 42 —3 3
2A + 3B =2 +3 = +
4 3 2 —4 8 6 6 —12
15
2A + 3B =
14 —6

(b) Berechnen Sie A — 2B — 3C :

21 -1 1 1 4
A-2B-3C= -2 -3
4 3 2 -4 -2 -1
21 -2 2 3 12
4 3 4 =8 -6 -3
2+2-3 1-2-12
4—-44+6 3+84+3
1 -13
A-2B-3C=
6 14




KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(c) Berechnen Sie A - B:

2 1 -1 1
A-B=
4 3 2 —4
2-(-1)4+1-2) (2-1+1-(—4))
(4-(-1)4+3-2) (4-14+3-(-4))
0 —2
A . B =
2 -8
(d) Berechnen Sie (A - B)":
0 -2
A -B= siehe Losung zu Aufgabe 1c
2 -8

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = (a)" = (axy)

erhilt man:
0o 2
(A-B)" =
-2 =8
(e) Berechnen Sie B - A:
-1 1 2 1
B-A=
2 —4 4 3
(-1)-24+1-4) ((-1)-1+1-3)
(2:2+4(=4)-4) (2-1+(-4)-3)
2 2 0 -2
B A= #+#A-B=
—-12 —10 2 -8

10



1.2. MATRIZEN

(f) Berechnen Sie (A -B)-C:

0 —2
A-B= siehe Losung zu Aufgabe 1c
2 -8
0 —2 1 4
(A-B)-C=
2 -8 -2 -1
0-1+(—=2)-(=2) 0-4+(-2)-(-1)
2:14+(=8)-(=2) 2-4+(-8)-(-1)
4 2
(A-B)-C=
18 16
(g) Berechnen Sie (B-A)-C:
2 2
B-A= siehe Losung zu Aufgabe le
—-12 -10
2 2 1 4
(B-A)-C= .

—-12 -10 -2 -1

(2-142-(-2) (2-442-(-1))

(=12) - 14 (=10) - (=2) ((—12) -4+ (-10)-(-1))

-2 6

(B-A)-C=

8§ —38

11



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(h) Berechnen Sie BT - AT:

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
AT = (a)" = (ary)

erhilt man

-1 2 2 4
B” = ;o AT =
1 —4 1 3
-1 2 2 4
B"AT =
1 —4 1 3
(-1)-24+2-1) ((-1)-4+2-3)
(I-24(—-4)-1) (1-44(-4)-3)
0 2
BT AT =
-2 =8
(i) Berechnen Sie A” 4+ B” mit
2 1 -1 1
A - B =
4 3 2 —4

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
A" = (a5)" = (aiy)

erhilt man

12



1.2. MATRIZEN

2 4 -1 2
AT = ; B” =
13 1 —4
2 4 -1 2
AT +B" = +
13 1 —4
24+ (-1) 4+2
1+1 3+ (—4)
1 6
AT +B" =
2 -1

13



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

° zu Aufgabe 2 (s. S. 8)

(a) Berechnen Sie C = A - BT:

o(sae) me(a)

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = (a)" = (ary)

erhélt man
2
-1
B =
1
3
2
-1
A~BT:<2 3 1 1)- — (2243 (-1)+1-1+1-3)
1
3
A-BT=5
(b) Berechnen Sie C = A - B”:
1 0
1 3
A= ; B=|2 -3
-2 1
3 —8

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
AT = (a;)" = (ay)

erhilt man

14



1.2. MATRIZEN

- 1 2 3
0 —3 -8
AT 1-1+3-0 1-243-(=3) 1-3+3-(=8)
—2.141-0 —2-2+41-(=3) —2-3+1-(=8)
T 1 -7 -21
o 7 —14

15



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

° zu Aufgabe 3 (s. S.8)

Die inverse Matrix A~! kann genau dann gebildet werden, wenn die Determinante D der
Matrix A ungleich Null (D # 0) ist. Die inverse Matrix A~' wird gebildet, indem die
Unterdeterminante U;; zum Element a;; durch die Determinante der Matrix D = det(A)
dividiert wird. Mit der Unterdeterminante U;;, zum Element a; gehdrend, ergibt sich:

i Uji
ai; = (=1) ﬂfj

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt nach dem Entwicklungssatz von LAPLACE
oder nach der Regel von SARRUS (siehe auch Losung von Gleichungssystemen S. 10).
Daran anschlieBend miissen die Unterdeterminanten Uj; berechnet werden, damit die Ele-
mente a;; der inverse Matrix A ! berechnet werden kann.

35
A:
27

detA=3-7-2-5=11

T _5

Al 11 11
—_2 3

11 11

R
11

(a) Berechnen Sie A~! :

16



1.2. MATRIZEN

(b) Berechnen Sie A ™'

11 -1
A= 1 -1 1
1 1 1

Daran anschlieBend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die
inverse Matrix A ! berechnet werden kann.
Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-

ten zu
Un: (=1)-1)—(1-1) = -2
Up: (1-1)—((-1)-1) = 2
Uig: (1-1)=((=1)-(=1)) = 0
Up: (1-1)—((-1)-1) = 2
Up: (1-1)=((=1)-(=1) = 0
Us: (1-1)—(1-(-1)) = 2
U : (1-1)=((=1)-(=1)) = 0
Up: (1-1)—((-1)-1) = 2

I
[
NS

Ugs: (1-(=1))—=(1-1)

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung
wiederholt ist, ergibt sich die Inverse zu

1 1
3 3 0
Al=1| 1 1
202
1 1
05 3

17



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(c) Berechnen Sie A~

2 2 3
A= 4 -2 3
4 3 2

det A =—-8+24—-36+24—-18+16=2

Daran anschlieBend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die
inverse Matrix A~! berechnet werden kann.
Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-

ten zu
Up: ((=2)-2)—(3-3) = —13
Uy : ((—4)-2) — (4-3) - —20
Uig: ((=4)-(=2) -(4-3) = —4
Up: (2-2)—(3-3) - -5
Up: (2-2)—(4-3) - -8
Ups : (2-3) —(4-2) - 2
Us : (2-3)—(-2-3) - 12
Up: (2-3)—((-4)-3) = 18
Usgs: (2:(=2)—((-4)-2) = 4

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung
wiederholt ist, ergibt sich die Inverse zu

__(zm) L —6,5 2,5 6

_1_ _ _ _

S I R R R IR UNES A
F -@ 2 1

18



1.3 Lineare Gleichungssysteme

Aufgaben zu 1.3:

Bestimmen Sie von den folgenden Gleichungssystemen (A - X = R) den Losungsvektor X

auf fiinf Arten:

(a) mittels des GAUSSschen Eliminationsverfahrens

(b) mit Hilfe der CRAMERschen Regel

(c) durch Bestimmung von A~! - R (s.auch S.16ff)

(d) unter Verwendung der LU-Zerlegung

(e) mittels des CHOLESKY-Verfahrens

z—2 y+2 _ 2y
3 2 5

T—y 3y+2 _ z—2(y—1)
6 + 4 3

Losung s. S. 20

2 0 -1 T
3 2 4 -1 y | =
-1 8 3 z

Losung s. S. 37

20 —4y +9w =25

3 — 3y — 3z + 11w = 27
4z 4+ 6y — 152 4+ dw = —H
3r4+y—4z+ 12w =32

Losung s. S. 52

Peter-Wolfgang Grdber

r+y—z=2
2. 20 —y+42=0
r+oy—2z=1

Losung s. S.27

r+y+z= 3

4 2 44y+82=13

3v+ 9y + 272 =34
Losung s. S.45

20 +y—2z2= 1

6. r+y+z= 6

—2r+y—2z=-3

Losung s. S.67

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Losungen zu 1.3:
° zu Aufgabe 1 (s. S. 19)
Zuerst werden die beiden Gleichungen vereinfacht:

Gleichung 1:

3 2 5
1 2 1 12
rt—-——y—1l=—-z——y
3' 7373 575

b3, 5, .4 5
51 107 T 107 T3
2 1 5
2,1 _5
157 107 3
4x — 3y = 50

Gleichung 2:

r—y 3y+2 x-2(@ky-—-1)
6 1 3
Lol 3 1 12
6" 67T 1Y T T3 T3V T3
FREIS
6" 12V T %
—4r 4+ 30y =4

Damit erhélt man das vereinfachte Gleichungssystem:

4x — 3y = 50

—4r + 30y =4

20



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In Matrixschreibweise lautet die Aufgabe:

4 -3 T 50
A= X = R =
—4 30 y 4
A-X=R
4 =3 T 50
-4 30 y 4

(a) GAUSssches Eliminationsverfahren

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4z — 3y =50

—4r + 30y =4

Zur Elimination miissen nur die beiden Gleichungen addiert werden.
Dann erhilt man:

27y = 54
y=2
Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so ergibt sich:
4r —3-2 =150

r =14

Probe:
4-14—-3-2=50

—4-144+30-2=4

21



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(b) CRAMERsche Regel

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4z — 3y =50
—4r+ 30y =4
4 -3 x 50
A= X = R =
—4 30 Y 4
Es gilt:
D,,
D

wobei D die Determinante und D, die entsprechende CRAMERsche Determinante ist.

4 -3
D = det A = det =430 — (—4-(=3)) = 120 — 12
—4 30
D =108
50 —3
D, = det = 1500 — (—12) = 1512
4 30
D, 1512
p=E o 22y
=D T 108
4 50
D, = det — 16 — (—200) = 216
4 4
_ D, 216 _
Y=D T 108

Probe:

4.14—-3-2=050

—4-14+30-2=4

22



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(c) Verwendung der Inversen A~! - R = X

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4 — 3y =50
—4r + 30y =4
4 =3 x
A. == X =
-4 30 Y
Berechnung:
4 -3
D = det =108
-4 30
30 3 5
AL | T8 Tos || s
4 4 1
08 108 27
5 1
Xx—alr=| = ® | [
11
7 7 4
252
< — | 14
54 2

Probe:

4.14—-3-2=050

—4-14+30-2=4

23



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(d) LU-Zerlegung

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4x — 3y = 50
—4x + 30y =4
4 =3 x 50
-4 30 Y 4
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 U1 U2 air a2 4 -3

121 1 0 U22 g1 A9 —4 30

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschliefendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

l-u;;+0-0=apnp=4=u;; =4
1-ua+0-upm =a1=—-3=up=-3
log-unn+1-0=a9 =—-4=1ly=-1
lo1 - ugg + 1 - g = a9y = 30 = ugey = 27

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

24



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Uber die Zwischenldsung Y lasst sich der Lésungsvektor X berechnen:
Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U.X=R
~—
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L. und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:

11 Yo 4

1-y1+0-y=50=y; =50

“l-yp+1l-yp=4=y =54

Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

4.2 -3y =50

0-2427-y=>54

25



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Daraus folgt die Losung:

Probe:

4-14—-3-2=50

—4-14+30-2=4

(e) CHOLESKY-Verfahren

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

dz — 3y = 50
—4xr + 30y =4

4 -3 T 50

-4 30 Y 4

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A.Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.

26



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

zu Aufgabe 2 (s. S. 19)

(a) GAUSssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

0

0

3r4+y—z=2

20 —y+42=0

rT+oy—22=1

1 5 =2
2 -1 4
3 1 -1
¢
5 —2
-11 8
-14 5
¢
5 -2
—154 112
—154 55
¢
5 -2
—154 112
0 —57
¢

—28

—11

—28

17

| —2- 1. Zeile

| =3 1. Zeile

|14

|11

| —1-2. Zeile

27



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

3. Zeile = 0z 40y — 57z =17

- 17
= Z="5

2.7Zeille = Oz — 154y + 112 (_%) — _98
=Y=—%

1. Zeile = 11’—&—5-(_%)_2.(_%):1

szﬁ
Probe:
33 2 17
R 7:2
3 57 57+57
33 2 17
9.2 4 2 gL —
57+57 57 0
33 2 17
§—5~§+2-§—1

28



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(b) CRAMERscheRegel

Ausgangsgleichungen:

3 1
2 -1
1 5

3x+y—z=2
2 —y+42=0

rT+oy—2z=1

-1 x 2

4 11y =10

-2 z 1
-X=R

A

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei
dreireihigen Determinanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet wer-
den und iiber die fiktive Wiederholung der beiden ersten Spalten das Produkt der
”Hauptdiagonalen” um das Produkt der ”Unterdeterminanten” subtrahiert werden (Re-
gel von SARRUS).

D =det A =det]| 9

D = -57
D, = det
D, =-33

1 -1
-1 4
5 —2

3 1
-1
1 5

~1

4
—2
2 1
0 —1
1 5

3 1

9 -1 =64+4—-10—1—-60+4

=4+44+0-1-40-0

29



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

32 —-1|3 2

Dy=det| 2 o0 4|2 0 =04+8-2-0-12+8

D,=det| 2 _1 0|2 -1 =-3+0+20+2-0-2

D, =17
Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:

D, 33 33

YTD T et oaT
D, 2 2
V=D " 57T T
D, 1T 7
TD T 57T a7

30



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(c) Verwendung der Inversen A~! - R = X

Ausgangsgleichungen:

x+y—2=2
20 —y+42=0
rT+oy—2z=1

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei II) (s. S. 27) beschrieben und
liefert

det A = —57

Daran anschliefend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit an-
schlieBend die inverse Matrix A ! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu

Uy =(-1)-(-2)—5-4 = -18
Us =2-(-2)—1-4 = -3
Us =2-5—(=1)-1 = 11
Uy =1-(=2)—(-1)-5 = 3
Up =3-(=2)—(-1)-1 = -5
Uy =3-5—1-1 = u
Uy =1-4—(=1)(-1) = 3
Uy =3-4—(=1)-2 = i
Uy =3-(=1)—1-2 = -5

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S. 16ff) ergibt sich
die Inverse zu

8 3 =3
57 57 57

Al'=] =8 5 u
57 57 57
-1 14 5
57 57 57
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

und die Losung des Gleichungssystems lautet

8 3
57 57
X=A1.R= 8 5
57 57
—11 14
57 57
36 L 9_ 3
57 + O 57
X = —16 14 =
57 + 0 + 57

—22 5
bzw., aufgelost in die einzelnen Unbekannten

33 2

TR VT TH

32



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
3x+y—z=2
2 —y+42=0
r+5y—2z=1
3 1 -1 x 2
2 -1 41 ly =10
1 5 =2 z 1
A-X=R
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).

A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1 U2 Uis 3 1 -1
l21 1 0 ’ 0 U2 U923 - 2 —1 4
l31 l32 1 0 0 Uuss 1 5 —2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieendem Elemente-

33



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
l-uyy=a1=3=u;1 =3
l-ups=ap=1=u;p=1
1l -uz=a;3=—-1=uz3=-1
lop w1 =an =2=1y = 3

lor - 1o+ 1-upp = age = —1 = ugy = —

521'U13+1'U232023=4:>U23=§

1
131'U11:G31:1:>l31:§
—14
l31'U12+l32'U22:a23=5:>l32=T
57
131'U13+l32'U23+1'U33=CL332—2:>U33=€

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 0 0 3 1 -1
L= % 1 0 U = 0 %5 134

1 —14 57

3 = 1 0 0 =

Uber die Zwischenlosung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen.

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-UX=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der

rechten Seite R erhilt man:
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1 0 0 Y1 2
L=2 1 o Y= 4 R=1 o0
1 —14
3 5 1 Ys 1

1y1:2:>y1:2

2
-1+ 1y =0=1yg = —
3 Y1 Y2 Y2 3

wl| =

—14 17
it et =1l=y=—

Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

3 —1 T 2
U=|og 2 u X=| u Y=| =
0 o0 ¥ w3 g

-5 . 14 —4
Y e = —
3 773 7T 3
57 . 17
5 05
Daraus folgt die Losung:
T %
X = To = _%
T3 —%

Probe: siehe bei (a).
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(¢) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2

20 —y+42z=0

rT+oy—2z2=1
3 1 -1 T 2
2 -1 4 y | =10
1 5 =2 z 1

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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zu Aufgabe 3 (s. S. 19)

(a) GAUSssches Eliminationsverfahren
Ausgangsgleichungen:

2 0 -1 x 1

2 4 -1 y | = 1

-1 8 3 z 2
2v—z=1
2x+4y—z=1
—x+8y+3z=2

Aus der ersten und zweiten Gleichung folgt direkt: y = 0
Sortiert man die Zeilen neu, so bekommt man folgendes Schema fiir das GAUSSsche

Eliminationsverfahren:

1 -8 —=3|-2

2 4 —-1] 1 | —2- 1. Zeile

2 0 —-1] 1 | —2- 1. Zeile
I

1 -8 —=3|-2

0 20 5] 5

0 16 5| 5
!

3. Zeile = Oy +52 =25
=z=1

1. Zeile = rT—3=-2
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(b) CRAMERscheRegel

Ausgangsgleichungen:

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei
dreireihigen Determinanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet wer-
den und iber die fiktive Wiederholung der beiden ersten Spalten das Produkt der
”Hauptdiagonalen” um das Produkt der ”Unterdeterminanten” subtrahiert werden (Re-

gel von SARRUS).

10

Dy=1]1 4
2 8

D, =20

38

detA = D=

-1

-1

2 0 -1 x 1

2 4 -1 y 1

-1 8 3 z 2
A-X=R

2 0 —1 20

2 4 -1 2 4

-1 8 3| —-18

D=2-4-340-(-1)-(-1)+(-1)-0-8
—(-1)-4-(-1)+2-(-1)-840-2-3

D =20
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2
D, 2
-1
D,=0
2
D, 2
—1
D, =20

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:

D, _20_,
YTD T

D, 0
y=p =50

D, _20_,
=D 20
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(c) Verwendung der InversenA ! - R = X

Ausgangsgleichungen:

2 0 -1 x 1

2 4 -1 Y 1

-1 8 3 z 2
A-X=R

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei (b) (s.S. 23) beschrieben und
liefert det A = 20

Daran anschlieBend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit an-
schlieBend die inverse Matrix A ~! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-

ten zu
Up: (4-3)—(8-(-1) = 20
Up: (2:3)-((-1-(-1) = 5
Us: (2-8)—((=1)-4) = 20
Up: (0-3)—(8-(-1) = 8
Up: (2:3)—((=1-(-1) = 5
Ups: (2:8)—((-1)-0) = 16
Upp: (0-(-1)—(4-(-1) = 4
Up: (2-(-1)—(2-(-1) = 0
Uss: (2-4)—(2:0) - 8

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S.16ff) ergibt sich
die Inverse zu
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und die Losung des Gleichungssystems

X=A"1R
; 21
5 5
1 1
=1 = - 0
4 4
4 2
1 —= =
5 b
1 +2
5 5
1 1
X = Y
it1T
4 4
1— -4+ =
575
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(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 T 1
2 4 -1 y | = | 1
-1 8 3 z 2
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1 U2 U3 2 0 —1
lby 1 0 ’ 0 w9y uos = 2 4 -1
l31 lgg 1 0 0 Uuss -1 8 3

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

1-upp =a;; =3 = U =3
1-us =a;y =1 = up=1
1'U13 = a13 =-1 = U13:—1
2
lo1 - uny =ayn =2 =y =3
l21 “Ug 1 ugs =Qyy =—1 = Uy = %5
21 - U1z +1-ugs = a3 = Uz = 3
1
l31 - un =azm =1 = Iln=3
l31 - +l39 - =agsg =295 = lp==
31 - U12 32 - U22 = Q23 = 32 = 7§
_ _ _ 57
l31-uzs Hlzp-ugy +1-uzyg =az =-2 = uzp=7%
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Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 00 2 0 —1
L = 1 10 U=|l04 o0
-121 00 3

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen.
Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U.X=R
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:

1 00 m 1
L=]1 1 10 Y =1y, R=11
-1 21 Ys 2
Ly =1 = n=1
Tyt +1-yo =1 = yp=0

—3y A2y Floyy =2 = yz;=2

Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

2 0 —1 T 1
U=]|014 o0 X=1 a2 Y=1 0
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2.1 —1-2z3 =1
4 - ) =0
Daraus folgt die Losung:
I 1
X = «/IjQ = O
(e) CHOLESKY-Verfahren
Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
2 4 -1 y | =11
-1 8 3 z 2
A-X=R

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar

44



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

zu Aufgabe 4 (s. S. 19)

(a) GAUssschesEliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3
2v+4y+82 =13
3x + 9y + 272 =34

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

2 4 8|13 | —2- 1. Zeile

39 27|34 | =3 - 1. Zeile

0 6 24|25 | —3-2. Zeile

3. Zeile 6z =4=z=3%
2. Zeile 2y +6-

1. Zeile r+i+2=3=2=2
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(b) CRAMERscheRegel

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3

2v4+4y+82 =13

3+ 9y + 272 =34

11 1 x 3
2 4 8 y | =1 13
39 27 z 34

Als Losungsweg wird die Entwicklung nach der 1. Zeile (= Unterdeterminanten)

gewihlt:

39 27

D=detA=1-(4-27—-9-8)—1-(2-27—3-8)4+1-(2-9—3-4)

D =12

34 9 27

D,=3-4-27-3-8-9-1-13-27+1-8-34—-1-4-344+1-13-9

D, =10
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1 3 1 11 3
Dy=12 13 8 D.=|2 4 13

3 34 27 39 34
D, =18 D, =8

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems mit

D, 10 5
YD T 12§
D, 18 2
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(c) Verwendung der Inversen A~! - R = X

Ausgangsgleichungen:
11 1 3
A=1]|92 4 8 D =12 R=1] 13
3 9 27 34
Un: (27-4)—-(8-9) = 36
Up: (2:271)—(3-8) = 30
Uis (2:99—-(3-4 = 6
Up: (1-27)—(1-9) = 18
Up: (1-21)—(1-3) = 24
Uss (1-99-(@1-3) = 6
Us1 (1-8)—(1-4 = 4
Usy (1-8)—(1-2) = 6
Uss (1-4)-(1-2) = 2
36 —18 4 3 -& 3
ATl = é 30 4 —6 |=| -2 2 -1
6 6 2 Lo
AN 0- %+ ¥
AR=[ _3 o _1I 13 [=| %4217
Perod) \m EERL
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(d) LU-ZerlegungAusgangsgleichungen: Ausgangsgleichungen:

11 1 3
A=1214 3 R=1 13
3 9 27 34
Berechnung:
A -X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1 U2 U3 11 1
lby 1 0 ’ 0  ugo uosg = 2 4 8
l31 l32 1 0 0 Uuss 3 9 27

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

1-upy =ap; =1 = up=1
1-us =a;2 =1 = wup=1

1-u3 =a13 =1 = wu3z=1

lor - un =ay =2 = ly=2
lor - w12 41 - ug =ayp =4 = Uy =2
lop - w1z +1 - ugs =ag93 =28 = Uy =206
l31 - un =az3 =3 = I3 =3
l31 - w12 +l39 - uge =ay3 =9 = I3p=3
l31 - g3 +lzg - oz +1-uss =ass =27 = u3z3 =206
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Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen
100 111
L=1210 U=]102¢6
3 31 0 06

Uber die Zwischenlosung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen.

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:

100 m 3

L=1210 Y=y R=1| 13

331 Ys 34
1'91 =3 == y1:3
2.y +1l-y =13 = yp=7

Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

111 T 3
U=|0 26 X=1 Y=|7
00 6 T3 4
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1'.%1 +1I’2 +1l‘3 =3

6 - r3 = 4
Daraus folgt die Losung:
T %
X = T = %
(e) CHOLESKY-Verfahren
Ausgangsgleichungen:
r+y+z=3

20 +4y +8z =13

3z + 9y + 272 =34

11 1 x 3
2 4 8 y | =1 13
39 27 2 34

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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zu Aufgabe 5 (s. S. 19)

(a) GAUSSsches Eliminationsverfahren

52

Ausgangsgleichungen:

20 — 4y

+ 9w

=25

3z —3y =32+ 11w =27

4z 4+ 6y—152 + 5w = =5

3r+y —4z4 12w =32

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

25
27
-5
32

4

27

25

96

27
25
—140

—12

vertauschen

vertauschen

— 5-1. Zeile

—4-1. Zeile

+5,5-2. Zeile

+1,5-2. Zeile



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

3 -3 =3 11 27

0 -1 0 —0,5|-2,5

0 9 0 5,51 25,5 | + 9-3. Zeile

0 0 O 1 3 = w=3
U

-y—0,5-3 = -2,5 = y=1

20 —44+27 = 25 = r=1

3—-3-32+33 = 2T = z2=2
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(b) CRAMERsche Regel

Ausgangsgleichungen:
2 — 4y +9% =25
3z —3y —3z+ 11w =27
4z 4+ 6y—152 + 5w = =5
3v+y —4z+4+ 12w =32
2 -4 0 9 25 T
3 -3 =3 11 27 y
4 6 —-15 5 -5 z
3 1 -4 12 32 w
Dzi
T, =
D

Berechnen der Determinante D (entwickeln nach der ersten Zeile):

2 —4 0 9
3 -3 =3 11
D =detA= 4 6 —15 5
3 1 —4 12
-3 =3 11 3 -3 11 3 -3 -3
—2. ~15 5 |—(-4)-|4 —-15 5|+0.-...—9-|4 6 —15
1 -4 12 3 -4 12 3 1 -4

2 (540 — 15 — 264 + 165 — 60 + 216)
+4- (=540 — 45 — 176 4 495 + 60 + 144)
— 9. (=724 135 — 12+ 54 + 45 — 48)

= 1164 — 248 — 918

54




1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Berechnen der Determinante D, (entwickeln nach der ersten Zeile):

25 —4 0 9
2r =3 =3 11

D=1 _5 6 _15 5
32 1 -4 12
27 -3 11 27 =3 11 27 -3 -3
=25-| =5 =15 5|—(-4)-| -5 =15 5|=-9-| -5 6 —15
32 -4 12 32 -4 12 32 1 —4
Dy =2
Daraus folgt:
D, =2
x:7:7:1
D -2

Berechnen der Determinante D,, (entwickeln nach der ersten Zeile):

2 25 0 9
3 21 -3 11
Dy = 4 -5 —-15 5
3 32 -4 12
27 =3 11 3 =3 11 3 21 -3
2.1 -5 —-15 5 |—-25-{4 =15 5|—-9-14 -5 —-15
32 -4 12 3 -4 12 3 32 -4
D, = -2
Daraus folgt:
gD 22 _
D =2

Berechnen der Determinante D, (entwickeln nach der ersten Zeile):

2 —4 25 9
3 =3 27 11
D, 4 6 -5 5
3 1 32 12
-3 27 11 3 27 11 3 -3 11
= 2| 6 -5 5|—(=4)-|4 -5 5|+25-|4 6 5
1 32 12 3 32 12 3 1 12
3 -3 27
—-9.-14 6 —5
3 1 32
D, =—4
Daraus folgt:
D, —4
z2=—=—=2
D -2
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Berechnen der Determinante D, (entwickeln nach der ersten Zeile):

2 —4 0 25
3 -3 -3 27
Duw = 4 6 —-15 -5
3 1 -4 32
-3 -3 27 3 =3 27 3 -3 -3
=2 6 —-15 -5 |+4-|4 —-15 =5 |—-25-14 6 -—15
1 -4 32 3 -4 32 3 1 -4
Dy = —6
Daraus folgt:
D, —6 3
W= —=—=
D -2

Zusammengefasst ergibt sich also der Losungsverktor:
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(c) Verwendung der InversenA ' - R = X

Ausgangsgleichungen:

A:
U11 = det
U13 = det

w

2z — 4y

+ 9w =25

3z —3y —3z+ 11w =27

4z 4+ 6y—152 + dbw = =5

3z +vy
—4 0 9
-3 -3 11
6 —-15 5
1 -4 12
2
3
D = det
4
3
-3 11
—~15 5 | =582
—4 12
-3 11
6 5 = 146
1 12

—4z 4+ 12w = 32
25
27
R: X:
-5
32
-4 0 9
-3 =3 11
=2
6 —-15 5
1 -4 12
3 =3 11
Up=det | 4 —15 5
3 —4 12
3 -3 -3
Uipy=det | 4 6 —15
3 1 -4

= —62

=102
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Ugl = det

Ugg = det

Us; = det

U33 = det

U41 = det

58

6

-3

1

3

-3

6

—-15 5

-4 12

-3 11

-4 12

-3 11

-3 11

—-15 5

=559

= 140

=103

=26

= —33

U22 = det

U24 = det

U32 = det

Usy = det

U42 = det

—-15 5

-4 12

—-15 5

= -39

=98

=-—11

=18
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2 -4 9
Ugg=det| 3 _3 11
4 6 5

Damit lautet die inverse von A:

Al=—Z.

= -8

082

62

146

—102

2 -4 0
Uy=det| 3 3 _3
4 6 -—15
—559 103 33
-59 11 3
—140 26 8
98 —-18 —6

Daraus berechnet sich die Losung des Gleichungssystems zu :

N =

582

62

146

—102

X=A"1R

—559 103 33

-59

—140

98

11

26

—18

3

8

—6

25

27

-5

32

25582 —559-27 —-5-103 4+ 32 33

25-62—-959-27—-5-114+32-3

25-146 —140-27—-5-26+32-8

—25-102+98-274+5-18-32-6
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Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
2z — 4y + 9w = 25
3 —3y — 3z 4+ 11w =27
4x + 6y — 152 4+ bw = —5H
3r4+y—4z+ 12w =32
2 —4 0 9 T T 25
3 -3 =3 11 Y T 27
A= X = = R =
4 6 —15 5 z T3 )
3 1 -4 12 w x4 32

A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
L-U=A;

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonale der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

ajn a2 a3 G4 2 -4 0 9

Q21 Q22 Q23 Qg4 3 =3 =3 11
A. - =

a31 Q32 (33 0a34 4 6 —15 5

(41 Q42 Q43 (g 3 1 -4 12
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wird zerlegt in: L - U

1
L la1
l31
I
2 —4 0
3 -3 -3
4 6 —15
3 1 -4
Laut Definition gilt:

0 0
1 0
132 1
l42 143
A=L
9

11

5

12

U =
0 O
1 0
Z32 1
]42 143
lll =1
122 =1
lyy=1

U1l

0

U12

U2

U3

U23

U4

U3zq

Ug4

U34

U4
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Berechnung der iibrigen Koeffizienten:
li - unn + lig - ugn + iz - uzn + g - ug = an
1-u;;+0-04+0-0+0-0=2
L - uip + lig - ugo + lig - uz2 + lig - wa2 = anz
1-u94+0-up+0-04+0-0=—4
li - g + iz - ugs + i3 - usz + lia - wag = ans
L-uz+0-(=3)+0-u33+0-0=0
L - urg + Do - uge + lig - uzg + lig - Ugg = ang

T-ug +0 g +0-uzs +0-ugy =9

lo1 - ury + lag - u21 + lag - uz1 + log - ug1 = az
lpy-2+1-0+0-0+0-0=3

lo1 - wiz + log - ugz + lo3 - uzz + log - wag = age
(-4 +1-up+0-0+0-0=-3

lo1 - urs + lag - uzs + lag - uzs + lag - Us3 = a3
2.041-up+0-up+0-0=-3

lo1 - wig + loz - uga + lo3 - uzs + log - was = agy

%'9+1'u24+0'U34+0'U44:11
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U = 2
U2 = —4
U3 = 0
U4 = 9
l21 = %
U9y = 3
U3 = -3
U4 = —%
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l31 - ur + l32 - ug1 + l33 - uz1 + l34 - ugr = az
l3n-24+132-04+1-04+0-0=4 = I3 =2
l31 - w12 + I3z - ugz + l33 - U3z + 34 - wag = azo
2-(—4)+132-34+1-0+0-0=6 = lp =14
I31 - w13 + l3p - o3 + I33 - Uzz + 34 - Ug3 = a33
2.0+ 3 (=3)+1-up+0-0=—15 — ugg = —1

l31 - Ura 4 l30 - Ugs + I33 - Usa + 34 - Uss = a4

29+1§4(—g>+1U34+OU44:5 - U34:—§

Ly - wny + lag - o1 + laz - uzy + lag - ugy = ag
lg 241l 0413 041y -0=3 = Iy =2
lan - urs + lag - ugo + lyg - Uz + lag - wa2 = ago
(4l 3+lg-0+1ly-0=1 — =1
lar -z + laz - uas + la3 - usz + lag - waz = aus
5.0+ (=3)+lz- (1) +1lu-0=—4 = Iz=-3
Lo - urg + lag - ugg + lag - uzg + lag - Uag = auy
294+ (-)+ (3 (-D+1luy=12 = uy=1

Damit lauten die Dreiecksmatrizen:

10 0 0 2 -4 0 9
21 00 0 3 -3 -2
L=| "’ U= ’
14
2 2 10 0 0 -1 —3
3 7
3 I 31 o0 0 3

63



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Uber die Zwischenldsung Y lasst sich der Losungsvektor X berechnen:
L-U.X=R
mit Y=U-X

ergibt sich L-Y=R

1 0 0 0 mn 25
51 0 0 Yo 27
2 pr—

2 210 s -5
331 Y 32

lo1 - y1 +log - Yo =19
32541 =27 = yp=-2
la1-y1+1ls2-y2+1l33-ys =13
2:25+ 8. (=) +1-y3=-5 = y3=-6
I -y1+lor-yo+laz-ys +lag - ys =14

S5+ 2. (-2) =3 (-6)+1-y1=32 = y=1
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U-X=Y
2 =4 0 9 1 25
0 3 -3 -3 | | %
0o 0 -1 —1 3 : —6
00 0 3 4 1

Ugq = Ty = Ya
1
—-xy=1 —x,=3
3
U3z Ty + Ugs - T4 = Y3
4

Ugg - Ty + Uz - T3 + U2q - Ty = Y2

5) 21
3'I2+(_3)'2+<_2>‘3:—2 = 1y=1

Uy - X1+ U2 - o + U3 - T3+ Ug - Ty = Y1
2414+ (=4)-140-24+9-3=25 =1, =1

Damit hat man die gleiche Losung erhalten wie bei den anderen Verfahren:

T T 1

T2 Y 1
X_ = = =

T3 z 2

Ty w 3
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(¢) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:
20 —4y +9w =25
3z —3y — 3z 4 11w =27
4z 4+ 6y — 152 4+ 5w = =H
3z +y—4z+ 12w = 32
2 -4 0 9 25 x
3 -3 =3 11 27 Y
A= R = X =
4 6 —-15 5 -5 z
3 1 -4 12 32 w

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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zu Aufgabe 6 (s. S.19)

(a) GAUSssches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:
20 +y—22=1
r+y+z2=6
—2r+y—2z=-3
2 1 =2 x 1
1 1 1 y | = 6
-2 1 -2 z -3
2 1 -2 1
1 1 1 6

U
11 1 6
2 1 -2 1 | =2 1.Zeile
21 -2 -3 |2 1. Zeile
U
11 1 6

3. Zeile 3-y=9=y9y=3
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2. Zeile -1l y—4-z=—-1l;=2=2

1. Zeile r+y+z2=06—=z=1

Probe

2-1+1-3-2-2=1

1-1+1-3+1-2=6

—2-141-3-2.2=-3

68
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(b) CRAMERsche Regel

2r+y—22=1

r+y+z2=06

—2r+y—2z=-3

Ausgangsgleichungen:
2 1 =2
A=1 1 1 1
-2 1 -2
2 1

D=detA=det| 1 1

D,=det| § 1 1

-3 1 =2
D, —12 ]
r=—=—=
D —12

1 x
R = 6 ; X = y
-3 z

—4-2-2-4-242=-12

—2-3-12-6-1+12=-12
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2 1 -2
Dy=det| | § 1 |=-24-2+6-24+6+2=-36
9 -3 -2
D, -36
—7:7:3
Y=D T 12
2 1 1
D,=det| 1 1 g |=—6—-1241+2-1243=-24
2 1 -3
D, -24
*TD T 12
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(c) Verwendung der Inversen A~! - R = X

Ausgangsgleichungen:

Uss

20 +y—2z2=1

T+y+z=26

—2r+y—2z=-3

—2 1

1 [v R=p1 6 |+ X=
—2 -3

2 1 -2
D=det| 1 1 1 |=-1%

2 1 -2
=1-(-2)-1-1 = -3
=1-(-2)-1-(-2) = 0
=1-1-1-(-2) = 3
=1-(=2)-1-(-=2) = 0
=2:(-2) = (-2)-(-2) = -8
=2-1-1-(-2) = 4
=1-1-1-(-2) = 3
=2-1-1-(-2) = 4
=2.1-1-1 = 1
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-3 0 3
1
R 0 -8 —4
3 -4 1
-3 0 3 1 -3+0-9
X=A'.R=_1- S
= T 0 -8 —4 6 T 0—48 +12
3 -4 1 -3 3—24-3
1
X=1 3
2
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(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
20 +y—22=1
r+y+z2=6
—2r+y—2z=-3
2 1 =2 1 x
A=1 1 1 1 |+ R=1 96 |7 X=]y
-2 1 =2 -3 z

A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
L-U=A

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonale der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1 Uz U3 air a2 Qi3
LU= 050 1 0| | 0 wup us [T| an an ax
31 Il 1 0 0 us as Gz ass

2 1 =2

= 11 1

-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
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1-U11+0'0+0'0=CL11:2:>U11:2

1'U12+0'U22+0'0:(I12:1:>U12:1
1-u34+0-up3+0-u33 =a13=—-2=>u3=—2

1

l21-u11+1-0+0-0=a21:1:>121:§

1

121'U12+1'U22+0'0=CL22=1:>U22=§

lop ~uyz + 1 -9z +0 -3z = ag3 = 1 => g3 = 2
l31~u11+l32-0+1~0:a31:—2:>l31:—1

Iy~ wa+lsg up+1-0=agp=1=>13=4
l31 - w13+ 139 - ugg +1-ugs = azg = 1 => ugz = —12

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 00 2 1 -2
L= 110 U=1o0131 2
~1 41 00 —12

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~—
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:
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100 m 1
L= 110 Y =14 R = 6
-1 4 1 Ys -3

Loy1+0-y2+0-y3=1

y1+1l-yp4+0-y; =6

—1-yi+4-yp+1-y3=-3

=1
11
Yo = )
ys = —24
Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

2 1 =2 x 1
U=] o % 9 X = y Y = %
0 0 —12 z —24

2-z4+1-y—2-2=1

1
0- Z. AR —
$+2 y+2-z 5

0O-z4+0-y—12-2=-24

Daraus folgt die Losung:

T 1
X = y = 3
z 2

75



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(¢) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:
2v4+y—2z=1
r+y+2=6
—2r+y—2z=-3
21 =2 1 x
A= 11 1]|; R= 6 |: X=1|y
-2 1 -2 -3 z

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A.

Zusitzlich muss diese Matrix noch positiv definit sein. Dies wird mit Hilfe der Haupt-
minoren bestimmt.

A ist positiv definit, wenn alle Hauptminoren groBer Null sind. Der Hauptminor
(Hauptunterdeterminante) A ist die Determinante der Matrix die entsteht, wenn man
die Null letzten Zeilen und Spalten streicht, also von A selbst.

2 1 =2
Ag=detA = 11 1/=2-(—2-1)-1-(-24+2)+(-2)-(1-(-2))
-2 1 =2

— —64+0—6=—12

Damit ist A nicht positiv definit.

Der Vollstiandigkeit halber die beiden anderen Hauptminoren:
Der Hauptminor A; ist die Determinante der Matrix die durch streichen der letzten
Zeile und Spalte entsteht.
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Der Hauptminor A, ist die Determinante der Matrix die durch streichen der letzten 2
Zeilen und Spalten entsteht.

A, =|2|=2
Trotz dem die Voraussetzung der Positiv-Definitheit von A nicht gegeben ist, ldsst

sich das Verfahren dennoch anwenden. Als Resultat entstehen imaginére Eintrige in
den Matrizen B und B”.

B -BT=A;
bu 0 0 bir bar s ajip a2 a3
B B'= bar b2 0 ’ 0 baz bz | = | a2 azx ass
b1 bs2 b33 0 0 bss asi Az ass
2 1 =2
= 1 1 1
-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes B - B” und anschlieBendem Elemen-
tevergleich mit der A-Matrix erhélt man folgende Gleichungen:

bll'b11+0’0+0'0:&11:2:>b11:\/i

S

bll-b21+0~b22+0-()=a12:1:>b21: 5

b11'531+0'b32+0'b33:a13:*2:>531:*\@
V2

b§1+b32+0-0=a22:1:>b22:7
Doy - b3y + bag - by + 0 - bgg = agg = 1 => byy = 2V/2;

b§1 + ng + b§3 =a33 = —2=>b3yz3 =2v-3

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen:

V2 0 0 V2

B=| 2 v B'=| o 2 2/

el
|
S

V2 2v2 2y/-3 0 0 2/-3
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Uber die Zwischenldsung Y lasst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:
A-X=R
A=B.BT
B-BY - X=R
—
Y
B-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen B und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhélt man:

V2.0 0 Y1 1

= V2 V2 = =
B o2 0 ; Y Y2 | R 6
—V2 2v2 23 Y3 =3

V2 402 +0-y3 =1

\f'yl+\é§'y2+0'y3=6
—ﬁ~y1+2ﬂ~y2+2¢j3-y3=—3
V2
3/1:7
11
yz—\ﬁ
B 12
ysf—\/i_—(g
Laut Definition gilt:
B" X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen B” und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

VR, . 2
r_ V2 — — 11
B 0 ¥ 22 X y Y o
I~ 12
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\@.Hf.y_\@.zz\/?

2
0-:1:—5—\2[-34—5—2\@-,2:

-
SlE

12
0-24+0-y+2v-3-2=—

l

Daraus folgt die Losung:

T 1
z 2

- Bemerkung: Wie zu sehen, ldsst sich das Verfahren auch anwenden, obwohl die
Bedingung der Positiv-Definitheit nicht erfiillt ist. Die imagindren Zahlen heben sich
zum Ende der Berechnung gegenseitig auf.
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