Kapitel 5

Gewohnliche Differentialgleichungen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



5.1 Aufstellen von Differentialgleichungen

Aufgaben zu 5.1:

1. Der Grundwasserwiederanstieg und damit das Auffiillen der Restlocher in den ehema-
ligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb
wird versucht durch Fremdeinspeisung den Auffiillvorgang zu beschleunigen.

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(; 9)(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasser-
leiters und eventuellen Grundwasserneubildungsraten, die Differentialgleichung auf.
In allen Fillen soll die Anfangsbedingung (h;—o(1,2) = 0) gelten.

a) konstanter Volumenstrom (siehe Abbildung 5.1)
b) variabler Volumenstrom (siehe Abbildung 5.2)

c) gekoppelte Speicherkaskade (siehe Abbildung 5.3)
d) Vi + Vo = const

v

—

h(t)

Abbildung 5.1: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

Abbildung 5.2: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom

Rh\d\'l V/.ull

h,(t) hy(t)

Abbildung 5.3: Gekoppelte Speicherkaskade

(Losung s. S. 130)
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5.1. AUFSTELLEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2. Stellen Sie fiir folgendes hydraulische Schema (siehe Abbildung 5.4) mit zugehdrigem
Blockmodell die Differentialgleichung auf.
Gehen Sie dabei von linearisierten Verhiltnissen und einem homogenen, isotropen
Grundwasserleiter mit folgenden Parametern £ = 5 - 10*4%; ng = 0,2; Zrmittel =
20m; [ = 50m aus:

R
Vv
hy, y A
O— 4
R == C

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels mit Blockschaltbild

(Losung s. S. 134)

3. Fiir die Wasserstandsregelung eines Bewésserungsgrabens wird eine Schwimmerrege-
lung eingesetzt (sieche Abbildung 5.5). Stellen Sie die Differentialgleichungen auf, mit

2

H,

max

V, H

b

Abbildung 5.5: Wasserstandsregelung eines Bewédsserungsgrabens

denen der Wasserstand H berechnet werden kann. Die Flidche des Behilters betrigt A.
Der Volumenstrom V' ist abhidngig vom Wasserstand H.
V =K 'Vmam '(Hmam - H)
(Losung s. S. 135)
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 128)

a. Konstanter Volumenstrom
Das Wasservolumen im Restloch (siehe Abbildung 5.6) berechnet sich zu:

4

—]

h(t)

Abbildung 5.6: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

V=A-h
Die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ergibt sich zu:

dV  d(A-h)
dt — dt

Stellt man jetzt die Bilanzgleichung auf, dass die Anderung des Volumens im Restloch dem
Zustrom gleich sein muss, so erhilt man:

AVRestl
dt
~d(A-h)
dt
dA dh

S Sy ek
a

VZustr -

Fiir den hier vorliegenden Fall, dass die Fiillfliche konstant ist A = const. ergibt sich:

dh :
A =V ustr
dt Zust

Bei der Losung dieser Differentialgleichung miissen die Zeitabhingigkeit des Zustrom be-
achtet und entsprechende Anfangsbedingungen eingefiihrt werden.

b. Variabler Volumenstrom
An Hand des Schemas (siehe Abbildung 5.7) konnen folgende Bilanz- und Energiegleichun-
gen aufgestellt werden.
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5.1. AUFSTELLEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ISPl il i e

Abbildung 5.7: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom

AV hp —h(t)
dt  Ruyar
V =A-h(t)
dV dh(t)
B Il S
dt dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

heo—h(t) _, dh(t)

Rhyd'r dt
dh(t
Rhydr CA- dgf) + h(t) = hFl

c. Gekoppelte Speicherkaskade

An Hand des Schemas (siehe Abbildung 5.8) kdnnen folgende Bilanz- und Energiegleichun-
gen aufgestellt werden.

dVzur  hpy— ha(t)

dt B Rhydrl
Vi=A; - h(t)

Vi _, din(t) _ AV dV Zul2
a ' dt  dt dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

b= ha(t) _,  dh(t)
Rhydrl ! dt
dh1(t
Rpyart - Ar - ;t( ) + ha(t) = by (5.1)
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

-
Rhydrl VZull

h,(t) hy(t)

Zul2

Rh_\'drl

Abbildung 5.8: Gekoppelte Speicherkaskade

Die Fldchen sollen hier als konstant angenommen werden. Fiir den Fall der zeitlich varia-
blen Fldachen muss die Differentiation entsprechend Losung 1a durchgefiihrt werden. Fiir das
Restloch 2 gilt entsprechend:

Vs hi(t) = ha(t)

dt Rhyer

‘/2 — A2 . hg (t)
dVy dha(t)  dVzus
R A2 . =

dt dt dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

I (t) = ha(t) _ ) Cdha(t)
Rpyara 2dt
dhy(t
Rpyara - As - ;t(>+h2(t):h1(t) (5.2)

Damit hat man zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung (Gleichungen 5.1
und 5.2) erhalten. Setzt man Gleichung 5.2 in Gleichung 5.1 ein, so erhilt man eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung (siehe Gleichung 5.3). Dabei soll

Rhydrn : An = Tn

gesetzt werden:

dhq(t
Riyar1 - Ax - allt( ) + hi(t) = hp
d(Ty- 20 4 py(t) dha(t
W) ),
d?hs(t dhs(t
Tl : T2 : dt22( ) + (Tl + TZ) : ;t( ) + hg(t) = hFl (53)
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5.1. AUFSTELLEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

d Vi+Vo=const=V

dhsy

hl_hQZRhydrn'A'E

V1=A1'hl; Vo= Az hy

V= Aghy
hy = m
%4 Ay dho
S S S ke
Al Al h2 h2 Rhydrn dt
dho Ay Vv
nt Ao—— +ho 1+ —= | = —
Bhydrn - A2~ + 2( +A1> 1,
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 128)

Nach den Grundgesetzen der Dynamik und des Massenerhaltungsgesetzes (Bilanzgleichung)
konnen folgende Gleichungen (siehe auch Gesetze der Rohr- und Gerinnehydraulik) fiir das
angegebene Blockschaltbild (siehe Abbildung 5.9) formuliert werden.

In Anlehnung an das DARCY-Gesetz erhilt man:

7R
hFl —7
1
i €
\
hy, ? Zr
R == C

Abbildung 5.9: Schema der GrundwasserflieBverhéltnisse

Az R
e = k. —=
v Ax
V=Av=Fk-b-D- hF’l_ZR
b senkrechte Breite des Grundwasserleiters
l Linge zwischen Fluss und Grundwasserbeobachtungsrohr (GWBR)
D Durchstromte Michtigkeit des Stromungsfeldes
Unter Definition eines Stromungswiderstandes
l l
R = =
k-zrp-b T-b

erhilt man:
hFl = V . R + ZR
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5.1. AUFSTELLEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Bilanzgleichung gibt die gespeicherte oder freigegebene Wassermenge pro Zeiteinheit
wieder:

: dZR
V=5 A—
dt
Sp gespannter GWL dzr
= d1-b- —
ng ungespannter GWL
: dZR
V=C —
dt
Damit erhilt man folgende DGL
dz
hFl = R . 07: -+ ZR

Fiihrt man die Zeitkonstante 77, nicht zu Verwechseln mit der Transmissibilitdt T, ein, so
lautet die Differentialgleichung:

leRC

dz
TlditR +2p=hm

e zu Aufgabe 3 (s. S. 128)

An Hand des Schemas (siehe Abbildung 5.10) konnen folgende Bilanz- und Energieglei-
chungen aufgestellt werden. Das Wasservolumen im Behilter berechnet sich zu:

VBeh:A'H

Die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ergibt sich zu:

AV,  d(A-H)

dt dt

Stellt man jetzt die Bilanzgleichung auf, dass die Anderung des Volumens im Behilter der
Differenz zwischen Zustrom und Abfluss gleich sein muss, so erhélt man:

dVpen
dt
d(A - H)
dt
dA dH

= H"C A4S
a

Fiir den hier vorliegenden Fall, dass die Fiillfliche konstant ist A = const. ergibt sich:

dH : :
A— = ustr —
i V zustr — Va

VZustr - VA =
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bei der Losung dieser Differentialgleichung miissen die Zeitabhingigkeit des Zustroms be-
achtet und entsprechende Anfangsbedingungen eingefiihrt werden.
Laut Aufgabenstellung ist:

VZust’r = K- Vmax : (Hmax - H)
Damit erhilt man folgende Differentialgleichung:

dH : :
E:K'Vmax'(Hmax*H)*VA

Acilt+K-Vmax'H:K'Vmax'Hmax_VA

2

H

max

H

Abbildung 5.10: Wasserstandsregelung eines Bewisserungsgrabens
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5.2 Analytische Methoden

5.2.1 DGL erster Ordnung

Aufgaben zu 5.2.1:

1. Geben Sie die allgemeine Losung folgender DGL an:
a) ¥y =(y—3)cosz
b) y = et
c) ysinx =ylny
d) 20y + £ =0
&) Y +yt et =0
f) ¥y +%=sinx
dx
— 12 =27
g Tt
h) y = —xy? mit  y(0) =2
d
i) d—f—l—t%:() mit  2(0) = 3

j) td—f—x:ﬁcost mit z(r/2) =7

Fiir die Aufgabe g ist ein ausfiihrlicher Losungsweg beschrieben.

(Losung s. S.140)

2. Fiir ein System mit einfacher Speicherwirkung gilt die DGL
T, +x, = Kx,

(z, Ausgangsgrofe, x. Eingangsgrofle, T' Zeitkonstante, K proportionaler
Ubertragungsfaktor).
Wie édndert sich die Ausgangsgrofie x, in Abhingigkeit von der Zeit ¢, wenn gilt:

Te=c-t (c = const.)

3. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine und die durch Anfangsbedingungen festgelegte
spezielle Losung:

a) Yy =zy+2r mit y0)=2
b) v + 2%y =2 mit y(2)=1

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

4. Fiir das hydraulische Schema (sieche Abbildung 5.11) mit zugehorigem Blockschaltbild
gilt die Differentialgleichung:
dZR
hp=R-C—=
Fl at + 2R
Dabei ist von linearisierten Verhiltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern k = 5- 10‘4%; ng = 0, 2; zZrmitter = 20m; 1 = 50m
ausgegangen worden.

ZR
hFl 7
. 1
|
Vv
h, 7R
R == C

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

Berechnen Sie die Anderung des Wasserstandes, wenn sich der Flusswasserspiegel in
erster Nidherung wie folgt dndert:

a) sprunghaft (hp, = hpg - 1(t))
b) sinusformig (hg; = hppy, sin(w - t) + hpro, mitw = 27/7 und 7 = 7 Tage)

(Losung s. S.152)

5. Fiir die Konzentrations C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:
TWC+C=K

wobei 77 eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen.
T, = 1d-!, K = 100"
Die Konzentrationsidnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels der analytischen Methoden und berechnen Sie die
Konzentrationsidnderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsénderung.

(Losung s. S. 159)
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5.2. ANALYTISCHE METHODEN

6. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird mit einer konstanten Fremdeinspeisung der Auffiillvorgang (h;—y = 0) be-
schleunigt. (siche Abbildung 5.12)

dh .
A— = ustr
g = V7
\
h(t)
A

Abbildung 5.12: Fiillvorgang eines Restloches

Losen Sie diese Differentialgleichung mittels analytischer Methoden.

(Losung s. S. 160)

7. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh
@k h=
ar * g

mit h—g = 0,9 = 0,015m - st und k = 0,01s7*
Losen Sie die Differentialgleichung mittels analytischer Methoden.

(Losung s. S.161)

139



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Losungen:

e zu Aufgabe 1 (s. S. 137)
a. Ausgangsgleichung: ' = (y — 3) cosz

dy 1
e (y — 3)cosx = 3 = cosxdx

1
/de—/cosxd‘%ﬁln ly —3] —InC =sinz
y_

ly — 3|
C

In

=sing = C - =y -3
y:C'esinz_’_g

Probe:

y' = (y — 3)cosz; y=C e 13
y = C - cosx - e

C-cosz e = (y —3)cosx
(y —3)cosx = ((C.eSin$+3) _3) cosz = O - cos 1 - ST

;!

y = (y—3)cosz
b. Ausgangsgleichung: 3/ = e* ¥
W _

g =€ ¢
dy T -y T
i e’der = | e Vdy=¢e" - C

—eV=e"-C=¢eY=C—-¢"
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5.2. ANALYTISCHE METHODEN

Probe:

c. Ausgangsgleichung: ¢/ sinz =y -Iny

/ dy _/ dz ﬁln)tan%‘-l-lnC:ln(C"tangD

ylny /) sinz

dlny T x
/ Iy —ln(C-‘tang‘):>ln ]1ny|—ln(C-’tan§‘)

X
1 :C-‘t f‘
ny an o

y = eC~|tan%‘

Probe:

y'sinz = ylny; Yy = eCrtan(3)

1
yl fry C . eC‘tan(%) . #
cos? (g)
Rechte Seite: y - Iny = e“**(5) . Ine“(5) = ¢ - tan (g) . Ctan(2)
Linke Seite: ¢ - sinz = C - Ctan(3 S v
2 cos? (%)
=C eCtan(%) 2sin 2 cos 2 =C. eC~tan;’ tan —
2cos? 2 2
y'sinz = ylny
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

d. Ausgangsgleichung: 2xy’ + % =0

2y’ = Y
x
d 2 d d
y__ v dy __ [dz
dx 212 y? 2x2
1 1 1 1
—— = — C=—+C
y 2 ( :c> * 2z *
_ 2x
Y 1+2Cx
Probe:
2
Y 2z
2ry’ + = =0; =
W x ' Y 1+2Cz
;o (1+2Cr) —x-2C 2
(14 2Cz)? (14 2Cz)?
9 42
Y ="
(1+2Cx)
2 2
Y 2.2z 4z
2ay’ + = = — + =
y T (14 2055)2 z(1+2Cx)

e. Ausgangsgleichung: ¢ +y +e* =0

y+y=—e

d d
y/+y:0:>£:—y:>fy:—dx

/dy—lnC’—/dxz>ln|y’——x:>y—0-e“”
Yy C

y=C-e*—-C-e*=C-e*=-C-e*+(C-e"=—-¢"

1
C'=—e* = dC = — /edex +C = C= —5629" + Cy

1
Y= <—2 e* 4 Cl> e’
Probe:

1 1 1
Yy = <—2 . 26295) e’ — (—2 ceH 4 Cl> e+ (—2 e 4 Cl> e "

:_7_2'62$‘6—x:_€$
2
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5.2. ANALYTISCHE METHODEN

f.  Ausgangsgleichung: 3 4 £ = sinx

dy _ _y
dx T
@:— dj—i—lnC
Yy T
ln\y]:lng
|z
C C(z) ., Cx—-0C
y=—-=y=—"—=Yy=—5
T T T
Cer—C C ) 04 ) dC .
— + — =S8N =—> — =SInr — — = xSsInx
2 2 T dx

C = /a:sinxdm+01 =sinx —zcosz + C}

sin x C
Yy = —CcosT + —
x x
Probe:
;Y ) sinx C
Yy + = =sinz; Y= —COST + —
x x
, xcosr —sinz . C
y_TJrsmx—ﬁ
, Yy xcosx—sinx . C sinz coszx C
y—|—7=—2+smx——2+ 5 +*2
x x x x x x

=sinzx
g. Gegeben ist die inhomogene DGL fl—f + 2.1 = 2t
Variante 1
Zuerst wird die Losung der homogenen DGL gesucht:

dl’h

t*x, =0
dt + T
Mittels der Methode der Trennung der Variablen erhilt man:
d:Eh 9
ZTh 42
dt o
d
-
Lh
1
—dz), = /—t2 -dt
Th
s
Inzy, = —=t°+InC
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die partikulire Losung wird mittels der Variation der Konstanten erzielt:

143
Tp(t) = Uy - € 2
dx du : :
& dr e s (—2) e

Wird dieser Ausdruck in die inhomogene DGL eingesetzt, so erhilt man eine DGL
beziiglich der variierten Konstanten w(t), die mittels der Methode der Trennung der

Variablen gelost wird.

CCZ;: et 4 (—t?) - u e 3 2y et = 242
% — 212 . e5"
du = 2t* - e3t dt

/du = /2t2 . e%tgdt

Hier kann der Produktansatz (Variante 1.1) oder die Substitutionsmethode fiir die In-
tegration (Variante 1.2) genutzt werden.

Variante 1.1
Der Produktansatz (partielle Integration) lautet in allgemeiner Form:

dv dw
/w-dtdt—wm—/v-dtdt

Vergleicht man die beiden Integralgleichungen

/du = /2152 . e%tsdt

so kann Folgendes gesetzt werden:

w=1
dl*tQ-eltB
dt
+3
— v =e€3

Damit, und unter Beachtung von
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5.2. ANALYTISCHE METHODEN

ergibt sich:

/du:2/<t2-eét3>-1dt
—2. <1-eét3—/(eéf‘°’-o) dt>

/(v')-wdt—w-v—/(v-w/)dt

u(t) = 23’

Mit
folgt:

Dieser Ausdruck, in die partikuldre Losung eingesetzt, ergibt:

Variante 1.2
Das Integral

/du = /2752 . e%tsdt

kann auch mittels Substitution zur Vereinfachung des Integrals geldst werden:

143
Z:€3t
dZ 1.3

dt

dz
du=2 | —dt
/“ /dt
/du:Z/dz

u=2z+0C1,

u = 23" +C,

Auch hier wird die Losung in den partikulidren Ansatz eingefiigt, und man erhilt:
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146

Varianten 1.1 und 1.2
Somit ergibt sich bei beiden Varianten die Gesamtlosung als Addition der homogenen
und der partikuldren Losung zu:

2 (t) = 2y + appy =2+ C - e75° (5.4)
(fiir die Variante 1.2 wird C' aus C' = C, + C1, gebildet.)
Die Konstante C' wird wieder aus der Anfangsbedingung z(;—o) = o bestimmt.
C = Lo — 2

1,3

w(t) =24 (xg—2)-e 3" =2 (1 _ e—%ti’) e

Variante 2
Die gegebene DGL
CZ + 12 = 2t
wird umgeformt zu:
dr +t*(x—2)=0
dt

Damit ist die formal inhomogene DGL eigentlich eine homogene, die entsprechend, z.
B. nach der Methode der Trennung der Variablen, gelost werden kann.

dx
22— 42 (9 —
g7 (2—x)

dx
—— = [ *dt
/ 2—x /
Das Ergebnis dieser Integrale ist, unter Beachtung, dass e** = x gilt:

1
—1n(2—:c):§t3+lnC

Probe:

dl’_ 1 7lt3 2
e ()

14
= —C-t* ¢35

Ot e T Lo 20t = 92



5.2. ANALYTISCHE METHODEN

Damit wird das gleiche Ergebnis wie in Variante 1 (siehe Gleichung 5.4) auf wesent-

lich kiirzerem Weg erzielt. Die Bestimmung der Konstante C' erfolgt wie bei Variante
1.

h. Ausgangsgleichung:y’ = —xy? mity (0) =2

d

—g:—xdx

Y

d

/g:—/xdaz—i-C

Y

1 1, 2

gy 2t T Y=o 2

2
YT
Probe:
2
. _
y=-ayh o Y=
, =22z 4o
YT @ @ty
9 4 4z
Ty =7 7 =~ 2
(22 4+1) (22 4+1)

y/;_ny

d
i. Ausgangsgleichung: di; +t2r =0 mit z(0) = 3

dx
ot
a "
d
!/;+mC:/ﬂﬁ

1
InC x| = —§t3 — —3InC|z| =#

P =’ = !
(clz)’ 3 Ja”

1 5/— 1
:U:gvse_td:t:();C:g

z(t) = 3Ve #
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Probe:

d
j.  Ausgangsgleichung: tdi; —x =t*cost mit x(5) =7

dz dv dt
dt x t

¢_0t+0:t<0t+0) — Ct = cost

' dC
Ct? = t*cost = i =cost =— C' =sint + C;

x(t) =t (sint + Cy)

T T .1 T
7T:§Cl+§bln§:§(cl+1), 01:1

x(t) =t(sint+1)
Probe:

d
td—ij—x:tzcost; xz(t)=t(sint+1)

dr it 14t cost
dt—sm COS

dx . 2 . 2
t%:t-smt—i-t—i-t cost =t (sint+ 1) +t“cost
dx . 9 .
ta—x:t(smtJrl)th cost —t(sint+1)

= t?cost
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5.2. ANALYTISCHE METHODEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 137)

Ausgangsgleichung: T, + 2, = K - x,; mitz, = C - t; ¢ = const

Probe:

Tty +xz,=K-C-t

«a=0=T = -1, = = ——dt
e dt o Tq T

. : ¢ 1
T, =Cie"T + (4 <—T6T>

-C-t
dcy -C-t
= erT
dt T
K-C + K-C (£-1) .
Cl—T/t eTdt = T 7}2 er

Txg+ 24 = K - 2 v, =C-t
2, (t)=K-C(t—T)
r,=K-C
Tt +2,=T-C-K+K-C(t-T)
=K -C-t; mitC-t=uzx,

=k-z.
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 137)
a. Ausgangsgleichung: ¢ = zy + 2z mity (0) =2

dy
"=y +2); = —— = adx
y =z(y+2) 12
d
/M—lnCz/xdaE
Y+ 2
2 1
ln’yg |:2x2=>y:C'e%x2—2

fiir x=0 gilt: 2=C-2=—=(C=14

y=2 (26%902 — 1)

Probe:

Ty +2x =2z (2@51”2 — 1) + 2z = dge2™

y’ényer

2
29 1 —
o= (1-y)
e ::L“de:>d<y_1)——2d$
1—y y—1
/d(y_D—lnC: /I2dl’
y—1
-1 1
1|y0 |—33:>C"e sV 4+ 1=
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Probe:
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 137)

Diese inhomogene DGL wird geldst, indem zuerst die homogene Losung bestimmt wird,
dann eine partikuldre und anschlieBend diese beiden Losungen iiberlagert werden.

dz
hFl =R- CT: + ZR
Homogene DGL
dz
R-C d?h +2Rh:0
dZRh _ _@
dt RC

Fiir R - C soll die Abkiirzung 7} eingefiihrt werden: R - C' = T}

Ty trigt die Bezeichnung der Zeitkonstanten und ist nicht mit der Transmissibilitit 7" zu
verwechseln. Diese Bezeichnung wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Literatur
so verwendet und ist entsprechend genormt. In &lteren Literaturquellen wird auch oft die
Bezeichnung 7 verwendet. Die hier eingefiihrte Zeitkonstante 7} ist eng mit der geohydrau-
lischen Zeitkonstanten a = % (Speicherkoeffizient/Transmissibilitédt) verwandt und ldsst sich
in diese iiberfiihren (siche GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt THEISsche Brun-
nengleichung).

Nach der Methode der Trennung der Variablen lisst sich diese DGL 16sen.

d 1
/ ZRh __* dt
ZRh T

t
In zp, = T +In K;
1

i
zrn=Ky-e T

Partikuldre Losung
Nach der Methode der Variation der Konstanten und der Anwendung der Differentiation auf
Produkte (Produktenregel) ergibt sich:

ZRp = K1<t) . 6_%1

= - e T1_|_

dery  dKi _ o 1
dt — dt
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Dies wird in die urspriingliche DGL eingesetzt und man erhilt:

dz
hFl:R'CT:+ZR

dK ¢ 1 _t _t
hp =Ty - (dtl'eT + <—> Kq(t) e T1> + Kit)-e ™

t
hpp=Ty-e T - ——

Ay he
dt Ty

Nach der Methode der Trennung der Variablen erhilt man:

1 t
/dK1 —/hpl-Tl-e+T1dt

K, :/hm--e*ndt

Bei der Losung dieses Integrals miissen jetzt die unterschiedlichen Funktionen des als Rand-
bedingung wirkenden Flusswasserstandes beriicksichtigt werden.

Allgemein ldsst sich aber die Gesamtlosung der DGL wie folgt entwickeln, wenn beachtet
wird, dass sich die allgemeine Losung aus der Addition der partikuldren und der homogenen

Losung ergibt:

_t
2pp = Ki-e h

1 t _t
ZRp = [/hFl‘,]_,l'6+Tldt:| e 71

2Rty = Zrp(t) + zru(t)

Damit lautet die Lésung der DGL.:

1 t _t _t
ZR(t) = [Tl/hFl'eJrTldt} e i+ Kyp-e ™

a. Sprunghafte Anderung des Wasserstandes:

0 firt <0
hp =

hp firt >0
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Daraus folgt:

h t _t _t
ZR = [gl/eTldt]-e i+ Ki-e

EES ot
=hp-eTt-e T+ K;-e T

= hFl+K1 '67%1

Wenn man sich den ersten Summanden dieser Gleichung anschaut, welcher der partikuliren
Losung entspricht, so erkennt man, dass der Wert zg, = hr; dem Wasserstand entspricht, der
sich im stationédren Fall £ = oo einstellt. Man spricht auch davon, dass dies der so genannte
eingeschwungene Zustand ist.

Die Konstante K; kann wieder aus der Anfangsbedingung ermittelt werden.

ZRt=0 = 0
__t
Zpt=0 = hp +Ky-e T
Ky = —hp

ZR = hFl . <1 — 67%1)

Die grafische Darstellung des Grundwasserstandes fiir verschiedene geohydraulische und
geometrische Verhiltnisse ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Dies ist die gleiche Formel, die
bei der Methode der experimentellen Prozessanalyse als so genanntes Ubertragungsverhalten
mit Verzogerung 1. Ordnung bezeichnet wurde. Zu diesem gleichen Ergebnis kommt man
mit wesentlich geringerem Aufwand, wenn die Methode der LAPLACE-Transformation an-
gewendet wird (siehe Abschnitt LAPLACE-Transformation, Seite 196ff).

Beachtet man, dass die Zeitkonstante 7} proportional zur Speicherwirkung des betrachte-
ten Gebietes und umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfdhigkeit des Grundwasser-
leiters wichst, so wird die Abhéngigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparame-
tern deutlich. Besonders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhéngigkeit der

Zeitkonstanten 7 von der Entfernung zum Fluss. Der Quotient a = T wird auch als geohy-

draulische Zeitkonstante bezeichnet und ist iiber /> mit der Zeitkonstanten 7} verkniipft:

T1:RC
= l (S-1-b)
k-D-b
.8
T —=
" kD
lea-l2
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l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss

D Durchstromte Michtigkeit des Grundwasserleiters

S Speichervermogen des durchstromten Grundwasserleiters

k Durchléssigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters

Wasserstandsinderung

—e—Fluss

—&—zR. kI, ungesp.. I3
—ar—ZR. k1, gesp., 13
——zR. k1, ungesp.. 11
—ye—zR. k1, gesp.. 11

Wasserstand in m

—#—zR. k1, ungesp.. 12

—t—zR. k1, gesp., 12

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Zeit in min

Abbildung 5.13: Abhéngigkeit des Grundwasserstandes von geohydraulischen Verhiltnissen

b. Sinusformige Anderung des Wasserstandes
Man kann auch hier von der allgemeinen Losung der DGL ausgehen und setzt entsprechend
der Aufgabenstellung die Funktion hp, ein:

1 Lt _t _t
2= |=— | hpr-e Tidt| e T + K;-e T
T

Eine sinusformige Anderung des Flusswasserstandes ergibt sich in erster Niherung bei der
Betrachtung des Jahresganges. Auch Hochwasserwellen verlaufen in erster Niherung nach
einer Sinusfunktion, wobei meist nur die erste Halbwelle (Intervall von 0 < ¢t < 7) von
Interesse ist. Betrachtet man bei dem Jahresgang nur die Anderung des Flusswasserstandes
gegeniiber einem Mittelwert (hrro = 0), so kann man schreiben:

hFL = hFLm sin(w . t)

wobei w die so genannte Kreisfrequenz ist. In unserem Beispiel, bei einer angenommenen
Periodizitéit von 365 Tagen (Jahresgang), wird bei der Untersuchung von Hochwasserwellen
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die Dauer der Hochwasser(Halb)welle, bezogen auf den halben Kreisbogen (), angesetzt.

2
Laut Aufgabenstellung wire dann w = % mit 7" = 7d (sieche Abbildung 5.14).

1 t _t _t

ZR = |:/hFL‘€+T1dt:| e I +K1'€ T
T

1 . Lt _t _t

2R = T hppm-sin(w-t)-e Tidt| e T + Ky-e T
1

Laut Integrationstabelle (z. B. BRONSTEIN, Seite 327) gilt:

axr

/e‘” sin (bx) dx = afi—kb?((a) sin (bz) — beos (bx))

und damit erhilt man:

t

h m T 1 . R __t
2p = L ¢! <s1n(w-t)—wcos(w~t)>-e T+ Ki-e ™
T

Auch hier kann K; aus der Anfangsbedingung bestimmt werden.

hFim T 1 o o
Zpi—g = L& 7 —sin(w-0) —wcos(w-0) | -e 7 +K;-e 7
) Tl <<1>2 2) T]
) T
herm 1
ZRpm0 = —r (—w)+ K1 =0
’ Ty <<1>2 2)
) T
herm 1
K, = L

ﬂ(@f+wf”

Damit ergibt sich die Gesamtlosung der DGL zu:

herm i 1 . _t
2R = —& ¢ ) (Tsm (wt) — wcos (wt)) e T

T 2 1
() +es

hELm 1 _t

FL W) -e

Tl <<1>2+w2>

T
hprm - 6%1 ) _t  hppm T -w _t

S e R A (e
2R = M ((sin (w-t) =T -wecos(w-t))+ (T} - w) e_%)
= (1 + T?w?) ! !

- hFLm

1
R0+ T2 ((«/(1+T12w2) i

T - _t
coBw) 4
(1+T7w?)

in (wt) — 5w cos (wt))

V(1 + T?w?)
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Die Umformung in der letzten Zeile erfolgt in Vorbereitung der Anwendung bekannter tri-
gonometrischer Relationen.

Setzt man hier 7} - w = tan ¢, so kann man folgende trigonometrischen Beziehungen ver-
wenden:

1

Vv 1+ tan? ¢

tan ¢

V1+tan?

=cosp

=singp

Dies oben eingesetzt fiihrt zu:

herm < . . . _t
2p=—————|(cosy-sin(w-t) —siny-cos(w-t)) +siny-e T>
SV o) (cos - sin (w - £) p - cos (w- 1)) ©

Dies kann man entsprechend den trigonometrischen Beziehungen (z. B. BRONSTEIN, Seite
155ff) entsprechend umformen:

cosa -sin 3 = %(sin(a — ) +sin (o + 3))
sin (—a) = —sin («)

cosa -sinf —sina - cos f = sin (§ — «)

Damit erhilt man

hprm ( . . _t
2R=—F——————|(sin(w-t— @) +sinp-e T)
f (14 T2w?) ( °) i
mit ¢ = arctan (w - t)

Aus diesem Ergebnis kann Folgendes abgelesen werden:

Die sinusformige Anderung des Flusswasserspiegels setzt sich im Grundwasser fort, wobei
man wieder einen instationdren und einen quasistationiren Zustand unterscheiden kann.
Quasistationarer Zustand (eingeschwungener Zustand) (t = oo )

Unter dieser Bedingung verschwindet der zweite Summand. Das Grundwasser folgt der

Sinusschwingung mit einer kleineren Amplitude. Man spricht davon, dass die Welle um
hFLm

(1+T2%w?)
¢ = arctan (w - t) aufweist.
Instationiirer Zustand (Ubergangsverhalten)
Hier ist insbesondere der zweite Summand in der Losungsgleichung dominant, d.h. es wird

den Faktor geddmpft wird und dass die Welle eine Phasenverschiebung von

zur quasistationdren Losung ein Teil addiert, der zwischen maximal 1 (bei ¢ = 0) und 0 (bei
t = oo ) in Abhingigkeit von ¢ = arctan (w - t) liegt.

Das Produkt (w - t) stellt die Relation der Periodizitit (hier: Schnelligkeit) der Wasserstands-
dnderung und der Zeitkonstanten (hier: Tragheit) des Grundwasserleiters dar. Beachtet man,
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dass die Zeitkonstante 7 proportional zur Speicherwirkung des betrachteten Gebietes und
umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfihigkeit des Grundwasserleiters wichst, so
wird die Abhingigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparametern deutlich. Beson-
ders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhingigkeit der Zeitkonstanten 77
von der Entfernung zum Fluss:

s
I
=
Q

ﬁ-(s-l-b)

T
»n 9|~

T =

T
-

l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss

D Durchstromte Michtigkeit des Grundwasserleiters

S Speichervermégen des durchstromten Grundwasserleiters

k Durchléssigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters

Wasserstandsinderung

o}
U
!

—— Fluss
—&—zR. kl. ungesp.. 11

—&—2zR. k1. ungesp.. 13
—>—zR, kl. gesp.. 13
—¥%—2zR. k1., gesp.. 12

Wasserhohe in m

Zeit in Stunden

Abbildung 5.14: Grundwasserstandsdnderung bei sinusformiger Hochwasserwelle des Flus-
ses
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 137)

1. a. Ausgangsgleichung: T.C+C=K mit C(0)=0

dC dC dt
T— =K—-C = =
Yt C-K T
1n|C_K| _t
c, 0T
C=C-e M+ K, t=0, C=0
Cl——K:>C:K<1—e T)
Ti=1, t=1; K =100
C'=100(1-e") ~63,2
Probe:
C(t):K-(l—e_%l>
1 _ b K _+
C:K T — N — T — T
( T1> <€ ) €
Croon Kot x (oo
T1 C+C T1 Tle +K<1 (& )
=K
2. b. Skizze
A
100 POTTITe
o e

Konzentration Cin %
IS N
S Si

S)
v

Zeittind

Abbildung 5.15: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsinderung
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 137)

Ausgangsgleichung: A% = VZummit h(0) = 0; V = const

v Vi
dh=—Zdt =h=—"+C; C=0
1%
h(t) = — -t
)=
Probe:
dh \%
A— =V h(t) ==t
dt (*) A
dh V.
dt A’
dh 1%
A—=A.- — =V
dt A
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 137)

dh
Ausgangsgleichung: pris k-h=gmit hyg=0; g=0,015m s und k =0,01s7"

dh
— 4+ kh =
dt+ 0
dh ||
— = —kdt In—=—-k-¢
h — e
h:C’-e_kt:>H:C-e_kt—0~k-e_kt
: dt
C’-ekt—g:>dC—g/_kt:>C'—g-ekt+C'1
e k

h:%%—Cl-e*kt;

g
firt =0; h =0 gilt: 01:—%

h=T(1=e ™) = h=1,5(1-e"")
Probe:
Doikh=g =20
ng = % (—e™) (k) =g-e™
Cg;—i—k-h:g-ekt—i—kZ(l—ekt)
=9
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5.2.2 Analytische Methoden - DGL hoherer Ordnung

Aufgaben zu 5.2.2:

Die folgenden DGL sind zu l6sen:

Loy’ =y”
2. y// - y/ — ot
3.y +4y +ay=0 fir ay=3,4,5
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Losungen:

e 7u Aufgabe 1:

y ' =yth= Y =2 Y =2z

;9 dz 1 dz dy
y.z.z =z - - - = <

zdy vy z Y
d

Z—C'ly:>—y:C’1y —y:C’ldJC
dx

ln’é{i—clx
y—C’Z-eC“”

Probe:

Yoy =Cy e 02Oy e = (Cy - Oy - eclfr)z
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e zu Aufgabe 2

man substitutiert: 3y = z, vy = 2/
=7 —z=¢"
Annahme: z = U(x) - V ()
= =U VUV
U V+U- V' -U-V=¢"

U-V+UV —V)=¢" daU(V' = V) =0

d
—V:V:>V:e"”;
dx
dU
—eet=e"=U=x-C
dx
z=¢€"(z+Ch)

dy
29 _ pr(a+Ch)
dx ¢

y:/x~exdx+/01'ezdl’+02

y=(r—1)e" 4+ Cie" 4+ Cs

Probe:
Y'—y =e" y=(z—1)e" +Cre" + Cs
vy =e"+(x—1)e" + Cie”
y'=e" e+ (v —1)e" + Cre”

v ' —y =2"+ (x —1)e" + C1e” —e® — (x — 1) " — Cye”
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e zu Aufgabe 3

v+ 4y + apy =0 fiir ag = 3;4;5

fﬁraoZS: k2+4k+3:0

—4+16—-12 —4+2

2 2 7

kio =
k1 =-3; ke=-1
y=0C- e+ Cy-e"
firag =4: K +4k+4=0= (k+2)° =0 = ko = —2
y=Cr-e > +Cy-z-e ™
y=e 2 (C,+x-Ch)

fﬁraO:5: k2+4k+5:0

—4+16—-20 —4+2
5 =

kl,Q = 92 )

ki=—2—i, ko= —2+1i

y =e 2 (O cosx + Cysin )

Probe:
fiirag = 3: ¥ = Cie " + Che™
y = —3C1e3 — Che™®

y// — 901673.1‘ + Cge*”

y" 4+ 4y + 3y = 90173 + Che™ — 12C1e73% — 4Cre ™ 4 3C1e % + 3Ce ™ =0
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firag—4:y=¢€ "+ (Cy+2Cy)
Y = =22 (C, + 2Cy) + e - Oy
y' = 4e (O + 10y) — 272 - Cy — 20Cye™ >
Y 4 4y + 4y = 4e**(C) + 1Cy) — 4Cye % — 8 2*(Cy + xCs)
+ 472 Cy + de” (O + 205)

=0

firag=5: Y= e 2 (Cy cosx + Cysin )
y = —2e % (Cycosx + Cysinx) + e **(Cycos v — Cy sinx)
y' = 4e”* (O cosx + Cysinz) — 2e~*(Cy cos v — C) sin x)
+ (—2e7**) (Cocosx — Cysinz) + e **(—Cysinz — C) cos )
Y’ + 4y + 5y = 3¢ (Cysinx + C) cosz) — 4e™ 2 (Cy cos v — C) sin x)
— 8¢ #(Cycosw + Cysinx) + 4 2*(Cy cosz — Oy sinx)
+ 56 2*(Cy cos x + Cy sin x)

=0
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Aufgaben zu 5.3:

1. Losen Sie folgende DGL mittels der LAPLACE-Transformation:

@ y(z)+y=0

(b) y"(t) —3y'(t) +2y(t) = 4

() y'(t)+ 16y(t) = 32t

(d) (1) +4y'(t) +4y(t) = 6™

@ y"(t)+y(t)=t+1

mit

mit

mit

mit

mit

y(0) =1
y'(0)=0
y(0) =3
y'(0) = -2
y(0) =3
y'(0) =8
y(0) =1
y'(0)=1
y"(0) =1

(Losung s. S. 172)

2. Losen Sie folgende Gleichungssysteme mittels der LAPLACE-Transformation:

y(t) +2(t) =0
(a)

2(t) +ylt) =1

22(t) —y(t) —y/(t) =4(1 —e7)

(b)
22/ (t) + y(t) = 2(1 + 3e~%)

Peter-Wolfgang Griber

mit

mit

z(0) =0
y(0) =0
2(0) =0
y(0) =0

(Losung s. S. 189)

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3. Fiir folgendes hydraulisches Schema (siehe Abbildung 5.16) und zugehoriges Block-
modell gilt die Differentialgleichung

dz

R
+ZR

o — R -
Fl RCdt

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern auszugehen:

k=5-107"2ny = 0,2, 25,,,,., = 20m, | = 50m

Es soll hier also nur die Anderung gegeniiber dem stationdren Zustand berechnet wer-

g

Abbildung 5.16: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

den.
Berechnen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Tranformation die Anderung des Wasserstan-
des, wenn sich der Flusswasserspiegel in erster Ndherung wie folgt dndert:

a) sprunghaft (hy = hypy, - 1(t))
b) sinusformig (hy = hy, sin(w - t), mit w = 27 /7 und 7 = 7 Tage).

4. Fir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:

TWC+C=K

wobei 7} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~', K = 100
Die Konzentrationsanderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels der Methode der LAPLACE -Transformation und be-
rechnen Sie die Konzentrationsénderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsidnderung.

(Losung s. S.209)
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5. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang (h;—¢ = 0) mit einer konstanten Fremdeinspeisung be-
schleunigt (siehe Abbildung 5.17). Die dazugehdrende Differentialgleichung lautet:

dh
A— =V, ustr
0t Zust
Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung mittels LAPLACE-Transformation in die
Bildebene und 16sen Sie diese Gleichung nach der gesuchten GréBe auf

v

—

h(t)

Abbildung 5.17: Fiillvorgang eines Restloches

(Losung s. S. 211)

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh
kB =
a t g

mit hy—g = 0,9 = 0,015m - s und k = 0,01s7!
Losen Sie die Differentialgleichung mittels der LAPLACE-Transformation.

(Losung s. S. 160)
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Losungen:

Die Gesetze der LAPLACE-Transformation fiir die Differentiation lauten:

L{f' ()}
L{f"(t)}
L{fn(t)}

pF(p) — f(0)
P*F(p) = f(0)p — f'(0)
PF(p) — fO)p"t = f(0)p 2 — -

= fO(0)p — £ (0)

Tabelle 5.1: Korrespondenztafel LAPLACE-Transformation

(5.5)

Nr. | F(p) = L{f (1)} £) = L-{F(p))
1 0 ;
2 ;1) ;
3 ]Tln (2%_11)‘
: o e
5| aew e
S I ) PEEY
! ’ﬁ sin ait
i %ﬁ’;inﬁ sin(at + 3)
’ Iﬁ cos at
0| cos(at + f)
i Iﬁ sinh at
- Gy cosh at
e % cos? at
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Tabelle 5.1: Korrespondenztafel - Fortsetzung

Nr. | F(p) = L{f(1)} f(t) =L YF(p)}
202 2
14 W sin” ot
2 a? .
15 p(’; - _240[2) sinh? ot
16 pfﬁg I sin ot sinh ot
17 a;ﬂiiof) sin ot cosh at
18 (,,2212 ey tsin ot
2_ o2
19 (p%+a2)2 tcosat
20 (p22_a§2)2 tsinh ot
1 1
21 7 G
1 1
2w i
1 .
23 N Jo(at) (BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
24 21 - Iy (at) (modifizierte BESSEL -Funktion der Ordnung 0)
p—a
25 arctan % sin(at)
26 | arctan — 252]:-@ 2 sin(at) - cos(ft)
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e zu Aufgabe 1 (s. S. 167)

172

a. Ausgangsgleichung:

y'(z)+y=0 mit
f(0) = 1; — Anfangsbedingung

Es gilt:

Y _
@+y—0
y=f(x)

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Die formale Anwendung der LAPLACE-Transformation fiihrt zu:

dy
LS — =LA{0
{ o+ y} {0}
Entsprechend dem Additions- und Differentiationssatz, bei der LAPLACE-Transforma-

tion erhilt man:
L{f"(z)} =pF(p) — f(0)
L{f (z)} =F(p)

Daraus folgt:

pF(p) = f(0)+F(p)=0

Es ist zu erkennen, dass die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung mit
p als unabhéngige Variable libergegangen ist.

Losung der algebraischen Gleichung nach F' (p):

pF (p) + F (p) = f (0)
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Riicktransformation und Bestimmung von y (¢):

o) =170 5

y=1@ =100 1

p+1)

Dabei wird f(0) als Konstante betrachtet, da der Anfangswert f(0) zeitunabhingig ist.
Die Riicktransformation kann mittels der Korrespondenz- oder der Residuummethode
erfolgen.

Korrespondenz-Methode

Entsprechend Nr. 4 der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170) gilt:

ot} o

Vergleicht man die Funktion F'(p) mit der Form in der Korrespondenztabelle, so erhilt

man:

n=1
a=-1
t=—x

Damit ergibt sich die LAPLACE-Riicktransformierte zu:

Man sieht, dass dies das gleiche Ergebnis ist, welches man fiir die direkte Losung
dieser DGL erhilt. Der Faktor f(0) hat hier die gleiche Bedeutung wie die Integra-
tionskonstante C', die sonst iiber die Anfangsbedingung zu bestimmen ist.
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Residuum-Methode
Die Residuum-Methode geht davon aus, dass die allgemein gebrochene rationale
Funktion von p in eine Summe von Partialbriichen der Form

K(p)n
(p— po)n

zerlegt wird. Fiir diese Grundform kann die Riicktransformierte mit

b {<p —1po>"} - <ntn—_11>! o

angegeben werden. Durch Gleichsetzung der gebrochenen rationalen Funktion F'(p)

mit der Summe der Partialbriiche und anschlieBenden Koeffizientenvergleich werden
die Funtionen K (p),, berechnet.

Dabei sind die Polstellen der Partialbriiche die Nullstellen des Nennerpolynomes.

In der vorliegenden Aufgabenstellung besteht die Funktion F'(p) bereits aus nur einem
Partialbruch, da nur ein Nenner vorhanden ist. Damit kann dieser direkt iiber die Kor-
respondenztabelle, wie bereits oben gezeigt, gelost werden.

Probe:
y(0)=C
y(x)=C-e*
Zi—ny%——C e’
d
Y oy=—C e 40
dx
=0

b. Ausgangsgleichung:

y' () =3y (1) +2y (1) =4 mit

Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Die formale LAPLACE-Transformation lautet:

L{y" (t) =3y’ (t) + 2y (1)} = L {4}

Es gilt:
Y = F(p)
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Unter Beachtung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 2), mit
1
L{1} =~
{1} 5
und des Differentiationssatzes erhilt man:
, 4
PY —y(0)p—y (0) —3pY+3y(0)+2Y=];
Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:
9 4
P Y—p—3pY+3+2Y:§

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

4
Y@?—@+a)—p+3:5
, 4
Y(p*—3p+2) =-+p—3
%+p—3
(P —3p+2)
_ pP—3p+4
p(p* —3p +2)

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese
gebrochene rationale Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine
Summe von gebrochenen Polynomen der Nennernullstellen zerlegt werden. Die Nen-

nernullstellen sind:

p1=0
pP—3p+2=0
3 3\?
=44/(2) =2
D23 ) (2>
py =2
p3=1
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Damit lautet die Summe der Partialbriiche:

y-4, 8B C
p p—2 p-1
vy A =2 p-D+B-p-p-1)+C-p-(p-2)
p(p? —3p+2)
v — Ap? — 3Ap + 2A + Bp? — Bp + Cp? — 2Cp
p(p? —3p+2)
Variante 1

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zahlerpolynome durch:
p? —3p+4=Ap* —3Ap +2A + Bp? — Bp + Cp* — 2Cp

und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen
von p, gleich, so erhilt man:

p? 1=A+B+C
pt —-3=-3A-B-2C
° 4 =24

A=2

B=1

C=-2

Damit lautet die Partialbruchsumme

2 1 -2
Y= —a+ ——
p p—2 p-—1

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (siehe Seite 170 Nr. 2
und 4) erfolgen:
1
L—l{}::1
p

L—l{ 1 }_eat
p—«

Mit a; = 2 und a» = 1 erhilt die riicktransformierte Losung die Form:

y(t) =2+ e — 2¢
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Variante 2
Dieses Ergebnis kann man auch erzielen, wenn man die komplizierteren Korrespon-
denzen (siehe Seite 170, Nr. 5 und 6) benutzt. In diesen Fillen kann man folgende
teilweise Partialbruchzerlegung durchfiihren:

y=4, B ¢
p (p=2)p-1) (»-2)((-1)
A-(p*=3p+2)+ Bp*+Cp

p(p? —3p+2)

Y =

Der Vergleich der Zihlerpolynome liefert:
p?—3p+4=Ap* —3Ap+2A+ Bp* + Cp

Die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p, lau-
ten:

p? 1=A+B

Pt —-3=-34A+C

P° 4=2A
A=2
B=-1
Cc=3

Damit lautet die Partialbruchsumme:

2 P 3

Y T 200 0201

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr.2, 5
und 6) erfolgen:
1
L {} =1
p

Ll{@—aﬂp—m}‘eiijt
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Mit
a=1
B =2
ergibt sich:
Ll{(p— 1>1<p—2>} =
R e et
L { (p— 1)p(p - 2)} N QGZt_let
O e e SRR

Damit ergibt sich die Losung zu
y(t) =2—-2(e" —€") + 3 (e" — ¢

y(t) =2+ —¢

Probe:
Die Losung und deren Ableitungen

y(t) =2+ e — 2¢!
Y (t) = 2e* — 2¢!

y'(t) = 4e* — 2¢!

erfiillen die Randbedingungen und die Ausgangsdifferentialgleichung:
y(0) =2 +e*0 —2.¢°
y(0)=2+1-2=1
Y/ (0) = 220 — 2¢°

y(0)=2-1-2-1=0

178



5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

y'(t) =3y (t) + 2y (1) = 4
4e® — 2¢ — 6e* + e’ + 4+ 2% — 4t £ 4
(A—6+2)+e(—2+6-4)+4=4
c. Ausgangsgleichung:

y" (t) + 16y (t) = 32t mit Z( )= 3

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

L{y" () + 16y (1)} = L {32t}

mit den Anfangsbedingungen

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 3) zur Transformation

fiithrt auf
n—1
P LA
(=1 p"

p’Y —y(0)p—y (0) +16Y = 32- L{(;Q_ll)!}

32

p’Y —y(0)p—y (0) +16Y = P

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:
32
pY —3p+2+16Y = =
p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):
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32
Y@W+m):5;+@—a

32 3p—2
Y = +
pA(p* +16)  (p* + 16)
3p — 2p% + 32
Y — op” — 2p” o2 (5.6)
p* - (p* + 16)

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese
gebrochene rationale Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine
Summe von gebrochenen Polynomen der Nennernullstellen zerlegt werden.
Variante 1

Die Nullstellen des Nennerploynoms sind:

pi2=0

p374 = i\/ —16

Die Zerlegung der gebrochenen Funktion in die Reihe der Partialbriiche ergibt:

Y:é+§+ ¢ - =
p p (p+v-16) (p—V-16)
Y_p%A+C+DHm%B—C¢ﬁB+D¢ﬁ®+#MA+wa
p? - (p* + 16)

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Ziahlerpolynome durch:
3p* —2p° +32=p’ (A+ C + D) +p* (B— CV—-16+ Dv—16) +p'16A+p’16B

und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen
von p, gleich, so erhilt man die Faktoren der Potenzreihe von p:

P 3=(A+C+D)

p? —2=B-CV—-16+DV-16
Pt 0=164; = A=0

P’ 32=16B; = B=2

Daraus folgt mit Einfiihrung der komplexen Zahl v/—1 = j:
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—2=2-4Cj+4Dj = -4=-4Cj+4Dj = Cj—-Dj=1

Cj—Dj=1 Cj—Dj=1
- + = 20j=35+1
C+D=3] Cj+Dj=3j
= =31
D=3-C — D:3_M — D_Gj—Sj—l
27 25
3j-1
D = JQ—]
Damit erhélt man die Losung Y in der Bildebene zu:
3j+1 3j—1
Y — 0 2 J27] j27j

=-+— =~ + .

p o (p+4) (p—4))
Fiir die Riicktransformation werden folgende Korrespondenzen (siehe Seite. 170, Nr.
3 und 4) verwendet:

Damit erhélt man die Losung in der Zeitebene:

37+1 . 37 —1
y(t) =2t + jf .e—4Jt+]7.e

3 . .
y(t) =2t + 3 (V' +e V) — —
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Mit der EULER-Formel werden die e-Funktionen mit den komplexen Argumenten in
trigonometrische Funktionen umgeformt in:

e — e~ )
T = sma
e + e
—5  —cosa

y(t) = 2t + 3cos (4t) — sin (4t)

Variante 2

Die Berechnung kann man sich auch etwas erleichtern, indem man nicht die voll-
standige Partialbruchzerlegung durchfiihrt, sondern in der Korrespondenztabelle nach
komplizierteren Transformationen sucht.

So kann man folgende Riicktransformationskorrespondenzen (siehe Seite 170, Nr. 7

und 9) finden.
Ll{ 2i 2}—sinat
p? + «

Ll{ 25: 2}:cosat
P o

Vergleicht man diese Ausdriicke mit der Gleichung 5.6, so erhilt man folgende Zerle-

gung:
3p® — 2p% + 32
) G
p? - (p* + 16)
3p — 2 32

+
(p? +16)  p?- (p*+ 16)

Dafiir kann man folgende Zerlegung ansetzen:

A Bp C
Y ==+ + 5.7
p*  (p*+16)  (p*+16) o7
A-(p? +16) + Bp® + Cp?

p?- (p? + 16)

Y =

Der Vergleich der Zihlerpolynome ergibt:

3p* — 2 +32=A-(p* +16) + Bp’ + Cp?
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Daraus folgt der Vergleich der Potenzreihenglieder:

A=2
B=3
C=-14

Daraus folgt bei Einsatz in Gleichung 5.7:

2 3p 4
y =2 4+ -
P (p*+16) (p? +16)

Hierauf konnen die Korrespondenzen (siehe Seite 170, Nr. 3, 7 und 9) angewendet

werden:
L—l i B tn—l
prf o (n—1)
«
Lt { = sin ot
p*+ OP}
_ p
Lt { = cosat
p*+ 042}
Mit
n=2
a=4

ergibt sich:
y(t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4t)

Die ist das gleiche Ergebnis, wie es iiber die vollstindige Partialbruchzerlegung (Glei-
chung 5.6 erzielt wurde.
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Probe:

y (t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4t)
y' =2+ 3(—sin(4¢)) -4 — 4cosdt
y" = —12cos (4t) - 4 + 16 sin (4¢)

— 48 cos (4t) + 16 sin (4t) 4 32t + 48 cos (4t) — 16sin (4¢) = 32t

d. Ausgangsgleichung:

y' (1) + 4y (t) + 4y (t) = 6e*  mit

Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Aus der formalen Anwendung der LAPLACE-Transformation und der Differentiations-

regel folgt:

L{y" (t) +4y' (t) + 4y ()} = L {67}

PY =y (0)p =y (0) +4pY —4-y(0) +4Y = L {67}

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 4) zur Transformation
ergibt:

a=—2
n=1
tlfl Y - 1
L{u—me }‘<p+2>1
—2t\ _ 1
L{e }_(p+2)

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:

PYY —3p—8+4pY —4-34+4Y =

(p+2)
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

3p? + 26p + 46
p+2
3p? + 26p + 46
R
A B, C
p+2 (p+2° (p+2)°
Alp+2°+Bp+2)+C
(p+2)°
AP’ +p(4A+B)+4A+2B+C
- (p+2)°

Y (p*+4p+4) =

Y

2 3=A

pl:260=4A+B

p° 46 =4A+2B+C
B=14

C=46—-12—-28=6

3 14 6
Y = + s+ .
(r+2)° (p+2)

Cp+2
Riichtransformation und Bestimmung von y(t):
Die Riicktransformation kann sofort aus den Korrespondenzen (siche Seite 170, Nr.4)
abgelesen werden:

1 !
L71 _ at, _
{@—aw} (m—1)° 7 a= 2
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y(t) =3e 2 + 14t - e 2 4+ 3% . e

y(t) = e (3t* + 14t + 3)

Probe
Die Losung und ihre Ableitungen:

y(t) = e (3t* + 14t + 3)
Y (t) = —2e7 (3> + 14t + 3) + e (61 + 14)

Yy (t) =4e™ (3¢% + 14t + 3) — 2e7>" (6t + 14) — 2~ (6t + 14) + 6¢~**

in die Differentialgleichung eingesetzt, ergibt sich:
y" () + 4y’ (t) + 4y (t) L e 2
y' (t) + 4y (t) + 4y (t) = e "4 (3¢% + 14t + 3) — 2(6¢ + 14) — 2 (6t + 14) + 6
— 8 (3" + 14t + 3) + 4 (6t + 14) + 4 (3t* + 14t + 3)]
= e

66—2t ; 66—2t

e. Ausgangsgleichung:

y (0)=1
'O +y ) =t+1 mit  y(0)=1
y// (0) -1

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

L{y" () +y ()} = L{t +1}

Die Benutzung der Differentiationsregeln und der Korrespondenztabelle (siehe Seite
170, Nr. 2 und 3) zur Transformation fiihrt auf:

L{y" ()} =p’Y —y(0)p* — ¢/ (0)p— 4" (0)
L{y' (1)} =pY —y(0)

Y —y(0)p® =y (0)p—y"(0)+pY —y(0) = L{t} + L{1}
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1
L{1} -
! 1
{m—m}:w
n=2
L t271
(2=

2! 1
LS ——t=—
-1t} p?
Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen:
. 1
de—pQ—p—l%—pY—l:fQ-l-*
p p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

PP+ 24 p+1

4 3 2
P 4+p’+2p°+p+1
Yp(p?+1) = —Y =
P +1) P2 P (p* +1)
P+ +p(2+1)  pPP4+1 1
Y = = + —
P2 (p*+1) P p?
71+1 1
p p* P

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):
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Probe:

2

L1
yo=g2tl=t+1

O+t+1=t+1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 167)
a. Ausgangsgleichung:

y () +x(t) =0 - 2(0) =0
() +y(t) =1 y(0)=0

Anwendung der LAPLACE-Transformation
Die jeweilige Transformation der beiden Gleichungen ergibt:

y(@t)+z(t)=0
L{y'(t) + = (1)} = L{0}
pY —y(0)+X =0 mit Anfangsbed. y (0) = 0

pY +X =0

() +yt)=1
L{z"(t) +y ()} = L{1}
pX —z(0)+Y = mit Anfangsbed. z (0) = 0

pX +Y =

WlI= 8=

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

Damit hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten X und Y
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und erhilt die Losung in der Bildebene
—1
p(?—1)
1
P*—=1)

Y =

X:

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):
Die Riicktransformation soll mittels der Partialbruchzerlegung erfolgen.

~1
R
v ~1
p-(p—1)-(p+1)
y-A4, B, ¢
p (=1 ((+1)
y AW =D+ BE’+p) +Cp° —p)

p(p*—1)

Aus dem Koeffizientenvergleich der Potenzen von p der Zihlerpolynome erhilt man:

p* 0=A+B+C
p! 0=B-C
po —-1=-A
Daraus folgt: . .
A=1; BZ?’ C:§
Yzl_ 1 B 1

p 2-(p-1) 2-(p+1)
Unter Ausnutzung der Riicktransformationskorrespondenzen (siehe Seite 170, Nr.7)

Ll{ 2a 2}—simhonf
P2 —«

a=1

erhilt man

x(t) = sinht

y(t) =1 — cosht
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Probe:

y = —sinht
x’ = cosht
y!l +x = —sinht + sinh ¢ 20

x'+y=cosht+1—cosht;1

b. Ausgangsgleichung:
20(t) —y(t) -y () =4(1—e) - z(0) =0
22 (t) +y (t) =2 (1 + 3e™%) y(0)=0

Anwendung der LAPLACE-Transformation
Die Transformation der ersten Gleichung ergibt

Lz(t)—y@) -y )} =L{4(1-¢e"}

2X =Y —pY +y(0)=L{4(1—-¢e")}

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 5) erhilt man

I{ézij}‘kp—Qb—ﬁ>

B=0
a=-—1
oot _ ot 1
L{o—<;w}‘«p—«4»@—o>
w1
L{t—e }_p'(p+1)

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:

4

X -Y —pY = —
p-(p+1)

191



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Transformation der zweiten Gleichung und die Einfiihrung der Anfangsbedingun-

gen ergibt:
L{22" () +y )} =L{2(1+3e*)}
2pX —22(0)+Y = L{2(1+3e%)}

2pX +Y = L{2} + L {6e*"}

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 2 und 5) erhélt man:

1
L{1} = —
{1} ’
gt 1
L eoct}:
{(n—l)! (p—a)
n=1
oa=-2
L{ tlfl th}_ 1
(1-1)! p—(-2)
1
L —2t —_
{6 } p+2
2 6
WX +Y =-+—
P p p+2

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):
Damit sind die zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten X und Y zu I9sen.

4
(1) 2X—Y—pY:m | -p
(2) 2pX—|—Y—2+pi2
(1) 2Xp Y — Y = —
U
2) - (1) Y+pY—|—p2Y:Z—pil+p_?_2

2(p+1)(p+2) —4p(p+2)+6p(p+1)
plp+1)(p+2)

Y(14+p+p?) =
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2(p+1)(p+2) —4p(p+2)+6p(p+1)

Y =
plp+1)(p+2)(p*+p+1)
Yﬁ2p2+6p+4—4p2—8p+6p2+6p7 4p* +4p + 4
plp+1)(p+2)(p*+p+1) pp+1)(p+2)(P*+p+1)

4 A B C
Tppr0G+2) p p+l pr2
Alp+1)(p+2)+ Bp(p+2)+Cp(p+1)
pp+1)(p+2)
_ Ap*+3Ap+2A+ Bp® +2Bp+ Cp* +Cp
B plp+1)(p+2)
_ pPHA+B+C)+p(3A+2B+C) +24

plp+1)(p+2)

Daraus erfolgt der Vergleich der Potenzreihenglieder :

P A+B+C=0

Pt 3A+2B+C =0

P’ 2A =4
A=2

B+C=-2

2B+C =—6

B=—4

C=2

In die Gleichung eingesetzt, ergibt sich:
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Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

L—l{ _:’L_2} — 6—2t

p

L—l 1 — e—t
p+1

Y =2 % _—4et4+2

y(t) =2 (e —2¢" +1)

Bestimmung von x(t)

2 2 4 2 6
2Xp+ -+ —5—— = -+ ——
p p+2 p+1 p p+2
4 4
2pX = —— 4+ ——
p+2 p+1
2 2

T+ Pt

L_l{@— a)l(p—ﬂ)} - eﬁﬁt:ft

Probe:
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Yy =2(-2e*42") =4 —4e™
2 =2e% 4 27!
20—y —y =6 -2 —de ! —2e7H 4 4ot —2 —det 4 e
=4—de'=4(1-¢7)
20 +y=4de " +det 427 —de Tt 42

=6 +2=2(1+3e%)
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 167)

Ausgangsgleichung:

don k=5-10"2ny = 0,2

hFl:R'Cﬁ_FZRy mit
ZRmittel = 20m; 1 = 50m

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserlei-
ter mit folgenden Parametern auszugehen:

Variante 1: Aufstellen der Differentialgleichung

Entsprechend der Methoden zur theoretischen Prozessanalyse kann fiir das hydraulische
Schema die Differentialgleichung aufgestellt werden. Der Weg zur Aufstellung dieser Dif-
ferentialgleichung ist bei den Aufgaben zur theoretischen Prozessanalyse beschrieben (siehe
Seite 134).

hpi = Rhyar - C—— + 2r

bzw. umgeformt:
dzp I hr
dt Rhydr -C B Rhydr -C

Fiir Rp,yq - C soll die Abkiirzung 77 eingefiihrt werden.

T, triigt die Bezeichnung der Zeitkonstanten (siehe Abschnitt 12.1 Ubertragungsfunktionen,
Seite 354ff) und ist nicht mit der Transmissibilitdt T zu verwechseln. Diese Bezeichnung
wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Literatur so verwendet und ist entspre-
chend genormt. In dlteren Literaturquellen wird auch oft die Bezeichnung 7 verwendet. Die
hier eingefiihrte Zeitkonstante 77, ist eng mit der geohydraulischen Zeitkonstanten a = %
(Speicherkoeffizient/Transmissibilitdt) verwandt und ldsst sich in diese iiberfithren (siehe
GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt 8.1 THEISsche Brunnengleichung)
Rhydr-O—Tl‘b-S-l-b—;S:-l2

dzr | Zr . hpy

dt T T
Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Diese Differentialgleichung gilt es, mit den Methoden der LAPLACE-Transformation zu

l6sen. Wendet man die Rechenregeln entsprechend an, erhélt man:
dzr | 2R hg
LS—+—=7¢=Lq—
S as a2k
dzp %R hry
L — LS —+=Lq¢—
Va4 =T
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5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

Mit dem Gesetz zur Differentiation,

L{f" ()} =pF (p) — 1 (0)
der Variablenzuordnung
f(t) = zr
und den Anfangsbedingung soll gelten:
f(0) = 2pi=o

Damit erhilt man: 1 1
pL{2r} — 2ri—0 + = L{2r} = L {hm}
T T

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p) = L {zg}:

1 1
—L{h —o=L{zp}- —
T {hei} + 2ri=0 {zr} <p + T1)
7 L{hp} + zri=o

(%)

Beriicksichtigt man, dass nur die Anderungen gegeniiber dem stationiren Ausgangszustand
berechnet werden sollen, kann man zg;—o = 0 setzen, und man erhilt:

L{zp} =

L{zg} = TL{thl} (5.8)
()
L{hp}

L{ZR}— ( T1+1)

Variante 2:Nutzung der Spannungsteilerregel

Die Gleichung 5.8 kann man auch einfacher erhalten, wenn die aus der Rohrhydraulik oder
Elektrotechnik bekannten Regeln wie Maschen- und Knotenpunktsatz sowie
Potential-(Spannungs-) Teilerregel benutzt werden.

Auch hier geht man davon aus, dass nur die Anderung gegeniiber dem stationiren Zustand
untersucht wird. Dazu ist es notwendig, neben dem hydraulischen Widerstand

L
k-D-b T-b

Rhydr =
und der hydraulischen Kapazitit (Speicher)
C=S5-A

einen komplexen kapazitiven Widerstand R nach folgenden Gleichungen zu definieren:
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1
Gr = —
c Re
SoM  gespannter GWL
=p b
ng ungespannter GWL
GC =Pp- C
bzw. )
R — —
c oC

Dabei wird p als komplexe Frequenz p = o + jw bezeichnet. Dies ist dieselbe unabhiingige
Variable, die als Basis der LAPLACE-Transformation dient.

7R

by
1
[
v
ZR
R
Re
hy
Abbildung 5.18: Schema der Grundwasserverhiltnisse

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Nach der Spannungsteilerregel, die besagt, dass sich der Spannungsabfall (Potential- oder
Druckabfall) wie die zugehorigen Widerstidnde verhilt, erhélt man nachfolgende Gleichun-
gen. Dabei fillt iiber der Kapazitit C' die Spannung L{zr} ab. Der Flusswasserstand wirkt
sowohl iiber den hydraulischen Widerstand R?y,,4,- als auch iiber den kapazitiven Widerstand
Re (Reihenschaltung von Widerstianden) (siehe Abbildung 5.18):

L {ZR} _ Rc
L{hp}  Ruyar + Re
L{zm}

L{hm}  Rpyar + p%
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5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p)= L{zgr}:

1
>0 L{hpl}
L{zp} = L{h K —
{ R} { Fl} Rhydr + I% pRhydrC +1

Mit Ryyq, - C = Tierhilt man:
pIy +1
Dies ist somit die selbe Gleichung, die man mit der Bilanzmethode iiber die Differentialglei-

L{zp} =

(5.9)

chung (siehe Gleichung 5.8) erhalten hat.

Variante 1 und 2

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

Bei der Riicktransformation, d.h. der Suche der Funktion zg(¢), muss man die speziellen

Randbedingungen, d.h. die Zeitfunktion des Flusswasserspiegels, beriicksichtigen.
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a. Sprungformige Anregung (hp; = hpyo - 1(t)

Laut Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 2) ist die LAPLACE-Transformierte des
Sprungsignals:

L{hp} = L{hpo - 1(t)} = ho - ;

Dabei wurde beriicksichtigt, dass die Sprungfunktion in den Grenzen des LAPLACE-Integrals
(0 bis 00) den konstanten Wert 1(¢) = 1 hat:

L{1(H} = L{f (1)} =;

Dies wird in die Gleichung 5.9 eingesetzt und man erhilt:

L{hFl}
L pr—
{ZR} pT1 + 1
1
I — heg s ——
{zn} = hro p (T +1)
hFlO 1

L{zgr} = T, .p <p+ T%)

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

Die Riicktransformation kann man hier mittels der Korrespondenztabelle oder der Partial-
bruchzerlegung durchfiihren.

Variante Korrespondenztabelle

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 5) erhélt man:

a |

(p—a)(p—0) f—a

Aus dem Vergleich der zu transformierenden Funktion und der Korrespondenztabelle sieht
man, dass

eﬁt _ eat

1

1 B 1
p(p{»%) (p_a)(p_ﬁ>
a=20
1
T
7rt ot
3 1 e”' —e
L 1 - _1 _
p<p+ﬁ> 1
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5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

gesetzt werden kann und man erhiilt:

h 1
L L{er}} = L7 Q20 1
(o)
h 1
Zp = TLZOLA —
Y )
2k = hrio <1 — eT1> (5.10)

Variante Residuummethode

Ziel der Partialbruchzerlegung ist, die gebrochene rationale Funktion in eine Summe von
Briichen der Nennernullstellen, die Partialbriiche, zu zerlegen. Zuerst werden die Nullstellen
des Nenners der Gleichung 5.9 gesucht:

h 1
L{zn} = ;lol 1
(o)
p1=0
1
p—
p2+T1
__1
P2 T

A B
L{zg} = h;llo . ( - )

p—n0 p—D2

hFlO A B
L = =+ A1
{ZR} 71 (p p %1 ) (5 )

Die Koeffizienten A und B werden durch Vergleich der gebrochenen Funktion und der Sum-
me der Partialbriiche bestimmt:

1 B
. 1
1 <p+T%>~A+pB
rrs)  r(rr)

201



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Daraus ergibt sich bei Vergleich der Koeffizienten der Polynomglieder (Potenzen von p):

Pt 0=A+B
A
0
1 ==
p T
A:T1
B=-T

Wird dies in die LAPLACE-transformierte Gleichung 5.11 eingesetzt, so ergibt sich:

heo (T T
L = — _—
{2r} n\p pra

und die LAPLACE-Riicktransformierte:

h T T
L' L{zp}y =L 20 [ L -
1 1

2r=hpo- | L7 {} - L TN
g (r+4)

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 3) ergibt sich die Riicktransformation:

a=1
n=1
L71 1 — 67%1
(%)
Damit erzielt man die Losung:
TL
ZR:hFZO' (1—6_ 1) (512)

Das ist die gleiche Losung, die man auch iiber den Weg sofortigen Anwendung der Korre-
spondenztabelle (siehe Gleichung 5.10) erhalten hat.
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Varianten Korrespondenztabelle und Residuummethode

Abbildung 5.19 zeigt die zeitliche Anderung des Grundwasserspiegels bei sprunghafter An-
derung des Flusswasserspiegels um h gy = 20m in Abhéngigkeit vom Strémungswiderstand
Rhyqr als Funktion der Lange [ und der Transmissibilitdt 7', sowie von der Kapazitit C' als
Funktion der Léinge [ und des Speicherkoeffizienten S. Die Ergebnisse sind die gleichen,
die man bei der direkten analytischen Losung der Differnetialglweichung erhalten hat (siehe
Losung Seite 152).

Wasserstandsinderung

—e—Fluss

—&—zR. ki, ungesp.. I3
—ar—ZR. k1, gesp.. 13
——2zR. k1, ungesp.. 11
—y—zR. k1. gesp.. 11

‘Wasserstand in m

—#—zR. kl,ungesp.. 12
—p—zR. kI, gesp., 12

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Zeit in min

Abbildung 5.19: Anderung des Grundwasserstandes bei sprunghafter Anderung
des Flusswasserstandes
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2
b. Sinusformige Anregung (hp; = hpysin(wt), mit w = T ound t= 7d)
Laut Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 7) ist die LAPLACE-Transformierte der Si-
nusschwingung:

o
Lisin(at)} = =%
{sin (at)} e

w

L{hFl} = L{hplo sin (wt)} = hFlOm

Dies wird in die Gleichung 5.11, Seite 201, eingesetzt, und man erhélt:

L{hp}
pT +1
h FlW
[(p* +w?) (pT + 1)]
Riicktransformation und Bestimmung von y(t) = zg(t)
Als Riicktransformation sollen hier die Residuummethode mit der Partialbruchzerlegung be-
nutzt werden. Diese sind einfach zu handhaben, wenn es sich, wie in diesem Falle, um eine
rationale Funktion handelt.

L {ZR} =

L {ZR} =

Partialbruchmethode

I {ZR} _ hpw

[(p?* +w?) (pT +1)]

. I hpw
L™ {L{zr}} =1L {[(pg +w?) (pT + 1)]}

1 hplw 1
2p =1L { T [(p +jw) (p — jw’) (p - pl)] }
Mit

P1= —=

und

(a*>=0%) =(a+b) - (a—1b)

V(=0?) = V(=1) b= jb

(® +0%) = (a* = (=)

= (a+ VD) (a = V=)

(a® +b%) = (a+ jb) (a — jb)
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erhilt man:

w

L B TRy A

Als Partialbruchsumme geschrieben:

A Ay As

ZR = hFlL_l . + . +
(p+jw)  (p—jw) (p+ %)

Die Koeffizienten A; A, und Ajz erhdlt man durch Multiplikation dieser Summanden mit
dem Hauptnenner und anschlieBendem Koeffizientenvergleich gleichwertiger Potenzen von
p:

. 1 ) 1 . . w
pAi(p—jw)(p+t=]+Ap@tiw(p+—=)+A30+ijw) (p—jw) =—
T T T

p2 Al + AQ + A3 = 0
! A + s + Ay Hjw+ S + 0 =0
p 1 Jw T, 2 Jw T, =
0 o N A2 = 2
p 1 < T1> + 2 <+ T + 3W T,

Damit hat man drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A;, As und As. Die erste Glei-
chung kann nach Aj aufgelost werden und in die dritte eingesetzt werden. Dann erhélt man
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

Wird die erste Zeile mit jw multipliziert, so erhilt man:

_ 1 _ 1 .
Ay <—jw—|— T1> + Ay <+]w+ T1> = | -jw

A+ 29) 44, (—w? 1 29 =
1<W+T1>+ 2<w+T1 0

205



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Diese Gleichung kann mit der oben dargestellten zweiten Gleichung addiert werden:
Jw s | Jw
A 24 As | — — ] =0
1<LU—|-T1>+ 2<w+T1)

—A 2 ]ﬂ A, [ —? E _ Y
1<W+TI>jL 2<W+T1 Ty

und man erhalt:

ody (24 92) 2 2
2<OJ—|—T1 T

w 1

Ap= o
2T jw
()

Dies in die obere Gleichung eingesetzt ergibt:

i (1 92) o (s 32 —
1<C«)+T1>+ 2(w+T1 0

w 1
1= o :
2T1(w2+%)
Damit wird Az zu:
A1+A2+A3:0
Az =—-A1 — Ay
Hers) Berr)
! 1 1
T 2T )
() ()
1 2 w 1
A3:2wT1 % :ﬁw2+1
- (k) - g
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Diese drei Faktoren A, A; und Ajs in die Partialbruchgleichung eingesetzt, ergibt:

w 1
A = ———
! 2T1 <w2 + L‘U)
T
A w 1
g = —
2T jw
(o)
w 1
As = —
TR
T
op = hp Lt Ay . Ay N As
CEFDRNTES TR
1

Daraus ergibt sich unter Einbeziehung der EULERschen Formel:

t
hFlO o) eRC 1
= +

2 2
RhydTC 1 + w2 1 + w2
Rhyd7'c 0 Rhyd7'c 0

Man erkennt (siehe Abbildung 5.20), dass die Grundwasserhohe zy gegeniiber der Flusswas-

ZR1(t)

Wo >
Rhydrc

Cos (u}ot — arctan

serspiegelhdhe h g, kleiner (gedampft) sowie phasenverschoben (zeitverschoben) ist.

1

2
1 2
\/<Rhydrc) + o

Phasenverschiebung: arctan

Déampfung:

0
Rhydr C

Allgemein

Dieses Beispiel soll geniigen, um zu zeigen, dass die LAPLACE-Transformation fiir lineare
instationire Probleme sehr gut anwendbar ist. Bei komplizierteren Systemen, bei denen die
Anzahl der Polstellen gro3 wird oder die Erregerfunktion nicht mehr rational ist, ergeben
sich rechentechnische Schwierigkeiten. Die LAPLACE- Transformation ist nicht anwendbar,
wenn kein geschlossener analytischer Ausdruck fiir die Erregerfunktion aufgestellt werden
kann, z. B. wenn nur einzelne Stichprobenwerte (Abtastwerte) existieren oder wenn die Sy-
stemparameter oder die Erregerfunktion nichtlinearen Charakter besitzen.
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Wasserstandsinderung

—o— Fluss
—&—zR. kl. ungesp.. 11
—&—2zR kl. ungesp.. I3

—>—zR. k1. gesp.. 13

—¥—zR. k1. gesp.. 12

Wasserhohe in m

Zeit in Stunden

Abbildung 5.20: Grundwasserhohe zg gegeniiber der Flusswasserspiegelhohe h g,
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 167)
a. Ausgangsgleichung:

Ty =1d % K =100

TC+C=K mit t=0:C(0) =0

L{T1C*+C} = L{K}

L {c} = pY — C(0);

fiir C (0) = C gilt: L{C} =Y
K
L{K) = —
{K} »
K
TipY +Y = —; Y(p—i—l):?
v K 7é+ B Ap+ A+ Bp
fur?y =lele © =000 " p "ol pp+ 1)
A=K, B=-K
y_K__K
p p+1
K 1 n—1
R
p (p—a)m (n—1)!
a=—1; n=1

b. Skizze (siehe Abbildung 5.21)

209



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Konzentration C in %

0 1 2 3 4 5 6
Zeittind

Abbildung 5.21: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 167)

Ausgangsgleichung:
dh = '
A= E - VZustr mit ht:O = O; V = const
AL {h =L {v}

=Yp+h(0):>AYp:‘;:>Y:

Ap?
L—l _ i _ tn—l
) (-1
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 167)

Ausgangsgleichung:

dh hi—o=0; ¢g=0,015m-s!
E—%k-h:g mit

k=0,01s""

L{h+kh} — L{g}
L{h}+L{kh} = L{g}

L{h} — pY + 1 (0)

L{n =Y

g

Li{g} ==

{9} )
g g A B
pYHky=2 —=y=—"2 24 —
P plp+k) p pt+k

Ap+ Ak +Bp  p(A+B)+ Ak
p(p+k) p(p+ k)

g=A-k—= A= B=—

9
k

El NS

e T

_ 1 a
fﬁrn:Qgilt:QI—k:>L I{W}:e Kt

h(t) = 2 (1— )
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5.4 Numerische Methoden

5.4.1 Integration
Aufgaben zu 5.4.1:
1. Berechnen Sie unter Verwendung der Rechteck- und Trapezregel das Integral
1
I / dx
1+
0

mit den Schrittweiten 4 = 0, 1 und 0, 01

(Losung s. S.215)

2. Berechnen Sie folgende Integrale. Verwenden Sie dabei mindestens zwei numerische
Verfahren und zwei unterschiedliche Schrittweiten und vergleichen Sie die Ergebnisse:

2

1
a) / e 4 b) / € dr
X
21

1

(Losung s. S.218)

3. Berechnen Sie das Integral
1,3

I—/\/de

mittels Rechteckregel, Trapezregel und der drei NEWTONschen Formeln und verglei-
chen Sie die Ergebnisse.

(Losung s. S.224)

4. Berechnen Sie das Integral
10
1
1= / —dx
x
1
nidherungsweise.

Wiihlen Sie dazu h = 1. Verwenden Sie fiir das Intervall [1, 9] die SIMPSONsche Regel
und fiir das Intervall [9, 10] die Trapezregel.

(Losung s. S. 228)

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen
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5. Eine Messreihe der Spezifischen Wirme c des Al;Os in Abhingigkeit von der Tempe-
ratur 7" liefert die in der Tabelle aufgefiihrten Werte.
Ermitteln Sie die Wirmemenge
1000
Q= / c(T)dT
—200

die man einem Gramm Al,O3 zufiihren muss, um es von —200°C" auf 1000°C zu
erwarmen.
Die Integration ist numerisch nach

a) der Trapezregel

b) der SIMPSONschen Regel
mit der Schrittweite h = 200°C' durchzufiihren.

T[°C] || —260 | —200 | —100 0 100 | 200 | 300 | 400 | 600 800 | 1000

cl-%] 0 | 0,04 ]0012|0,18|0,22|0,24|0,25 0,26 0,27 | 0,275 | 0,28

(Losung s. S. 230)

6. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen.
(siehe Abbildung 5.22)
Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der
Grundwasserleiter folgende Kennwerte besitzt:
hy, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s~1, Sy = 0,0001m =1, ng = 0,20
Benutzen Sie dazu die Methode der numerischen Integration!

15,4
15,2
15,0
14,8

14,6

Wasserstand in m

14,4

142

Radius in m

Abbildung 5.22: Grundwasserstand in Abhédngigkeit vom Radius

(Losung s. S.231)
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Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 213)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b

m

Flinks = / Z |Ty — 2p1]) - (fiir m Teilintervalle)

n=
" 0

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

= / Z |Tn — Tnia]) - (?M‘?hﬂ) (fiir m Teilintervalle)
n=0 2
Die analytische Losung des Integrals ist:
1
/ d:r =[n(1+ x)]
0

=In2—-Inl=1In2

=0,6931
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Schritte | Funktion Rechteckregel Trapezregel

x f (ﬁ) Teilfliiche | Summe | Teilfliiche | Summe
0,00 1,00 0,1000 | 0,1000 | 0,09545 | 0,0955
0,10 0,91 0,0909 | 0,1909 | 0,08712 | 0,1826
0,20 0,83 0,0833 | 0,2742 | 0,08013 | 0,2627
0,30 0,77 0,0769 | 0,3512 | 0,07418 | 0,3369
0,40 0,71 0,0714 | 0,4226 | 0,06905 | 0,4059
0,50 0,67 0,0667 | 0,4893 | 0,06458 | 0,4705
0,60 0,63 0,0625 | 0,5518 | 0,06066 | 0,5312
0,70 0,59 0,0588 | 0,6106 | 0,05719 | 0,5884
0,80 0, 56 0,0556 | 0,6661 | 0,05409 | 0,6425
0,90 0,53 0,0526 | 0,7188 | 0,05132 | 0,6938
1,00 0, 50

Ergebnisszusammenfassung:

Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,1 0,7188 0,03697 0,6938 0, 0009
0,01 0,6957 0,00362 0,6932 0, 000009
0,6931

In Abbildung 5.23 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhingig von der
verwendeten Methode und von der Schrittweite ist. Die Trapezregel liefert schon bei einer
Schrittweite von h = 0, 1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einem Fehler von < 0, 1%.
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Wert

Numerische Integration

—&— Rechteckregel =~ —a—Trapezregel —ye— Funktion: —=— Rechteckregel —a— Trapezregel
Schrittw eite = 0,1 Schrittw eite = 0,1 f(1/(14x)) Schrittw eite = 0,01 Schrittw eite = 0,01

1.0

0.0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Intervall

Abbildung 5.23: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 213)

(a)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b
Flinks = / Z |T0 — Tp_1]) - (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b
& yn+yn+1 .. ..
F= ~ 3 (e, — . Yn T Yn1 ) (i m Teilintervall
/ 2 (|Tn — xpsa]) - < 5 > (fiir m Teilintervalle)

a

Die analytische Losung des Integrals ist:

| (=2)?¢ | zt | af d
- ~ 2 1 —
/e X /( + 22+ +30> T
1 0

P +171
=27 gt .

= 2,871
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Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel
X f (e(*x)z) Teilfliche | Summe | Teilfliche | Summe
—1,00 2,72 0,2718 | 0,2718 | 0,2483 | 0,2483
-0,90 2,25 0,2248 | 0,4966 | 0,2072 | 0,4555
—0,80 1,90 0,1896 | 0,6863 | 0,1764 | 0,6320
-0,70 1,63 0,1632 | 0,8495 | 0,1533 | 0,7853
—0,60 1,43 0,1433 | 0,9928 | 0,1359 | 0,9211
—-0,50 1,28 0,1284 | 1,1212 | 0,1229 | 1,0440
—0,40 1,17 0,1174 | 1,2386 | 0,1134 | 1,1574
—-0,30 1,09 0,1094 | 1,3480 | 0,1067 | 1,2641
-0,20 1,04 0,1041 1,4521 | 0,1025 | 1,3667
-0,10 1,01 0,1010 | 1,5531 | 0,1005 | 1,4672
0,00 1,00 0,1000 | 1,6531 | 0,1005 | 1,5677
0,10 1,01 0,1010 | 1,7541 | 0,1025 | 1,6702
0,20 1,04 0,1041 1,8582 | 0,1067 | 1,7770
0,30 1,09 0,1094 | 1,9676 | 0,1134 | 1,8904
0,40 1,17 0,1174 | 2,0849 | 0,1229 | 2,0132
0,50 1,28 0,1284 | 2,2133 | 0,1359 | 2,1491
0,60 1,43 0,1433 | 2,3567 | 0,1533 | 2,3024
0,70 1,63 0,1632 | 2,5199 | 0,1764 | 2,4788
0,80 1,90 0,1896 | 2,7096 | 0,2072 | 2,6860
0,90 2,25 0,2248 | 2,9343 | 0,2483 | 2,9343
1,00 2,72
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Ergebniszusammenfassung:

Schrittweite | Rechteck | Fehler | Trapez | Fehler

0,1 2,9343 0,06 2,9343 | 0,06

0,01 2,8985 | 0,03 |2,8987 |0,03

analytisch 2,871

In Abbildung 5.24 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechtack- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhingig von der
verwendeten Methode, von der Schrittweite und von den Ordinatenwert ist. Die Trapezregel

liefert schon bei einer Schrittweite von & = 0,1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einen
Fehler von < 0, 1%.

—— f(exp(x"2) —a— Rechteck, h=0.1 —a— Trapez h=0.1

-1,0 -0.5 0.0 0,5 1.0

Abbildung 5.24: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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(b)
Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:
b m
Flinks = / Z |Ty, — Tn—1|) - Yy, (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b
— Yn + Yn+1 .. o
F= n n - fi Teilint 11
/ E_o |Tn — Tpya]) - ( 5 ) (fiir m Teilintervalle)

a

Die analytische Losung des Integrals ist:

e T 1’2 3 n 2
S dr =1
/x v [nm+1q!+22f+&3f% +an1
1

B R
PETT T8 06

~ 3,05955719
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Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel
T f(z) =< | Teilfliche | Summe | Teilfliche | Summe
1,00 2,72 0,2718 | 0,2718 | 0,2725 | 0,2725
1,10 2,73 0,2731 | 0,5449 | 0,2749 | 0,5474
1,20 2,77 0,2767 08216 0,2795 | 0,8268
1,30 2,82 0,2823 | 1,1039 | 0,2860 | 1,1128
1,40 2,90 0,2897 | 1,3935 | 0,2942 | 1,4070
1,50 2,99 0,2988 | 1,6923 | 0,3042 | 1,7112
1,60 3,10 0,3096 | 2,0019 | 0,3158 | 2,0269
1,70 3,22 0,3220 | 2,3239 | 0,3290 | 2,3560
1,80 3,36 0,3361 | 2,6600 | 0,3440 | 2,7000
1,90 3,52 0,3519 | 3,0118 | 0,3607 | 3,0607
2,00 3,69
Ergebniszusammenfassung:
Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,1 0,3519 0,016 3,0607 0,0004
0,01 3,0543 0,0017 3,0591 0,0001
3,05955719

In Abbildung 5.25 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhingig von der
verwendeten Methode, von der Schrittweite und vom Ordinatenwert ist. Die Trapezregel
liefert schon bei einer Schrittweite von & = 0,1 - (a — b) sehr brauchbare Werte mit einen

Fehler von < 0, 1%.
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16,0000 - 55,00
—a— Rechteckregel, h=0,1 _
50,00
14,0000 —a— Trapezregel, h=0,1
5 + 45,00
—e— Funktion v=exp(x)/x
¢ a {
12,0000 + 4000
. 10,0000 - + 35,00 E
£ Z
& 3000 g
£ 80000 £
3 2500 =
E s
60000 L2000 =
40000 - 1500
+ 10,00
2.0000 =
5.00
0,0000 T T T 0,00
1,00 1,10 1,20 1,30 1,40 1,50 1,60 1,70 1,80 1,90 2,00

x-Wert

Abbildung 5.25: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 213)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:
b

Flinks = / Z |Tn — 2p1]) - (fiir m Teilintervalle)
a n=0
Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:
b m
F= /y (z)dx ~ Z (|Tn — Tpia]) - (yn—;y%l) (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Die analytische Losung des Integrals ist:

/\/:de: [2@}13
=2 (V2,197 - V1)

=0,3215
Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel

X f(\/(x)) | Teilfliche | Summe | Teilfliche | Summe
1,00 1,00 0,0300 | 0,0300 | 0,0302 | 0,0302
1,03 1,01 0,0304 | 0,0604 | 0,0307 | 0,0609
1,06 1,03 0,0309 | 0,0913 | 0,0311 0,0920
1,09 1,04 0,0313 | 0,1227 | 0,0315 | 0,1235
1,12 1,06 0,0317 | 0,1544 | 0,0320 | 0,1555
1,15 1,07 0,0322 | 0,1866 | 0,0324 | 0,1879
1,18 1,09 0,0326 | 0,2192 | 0,0328 | 0,2207
1,21 1,10 0,0330 | 0,2522 | 0,0332 | 0,2539
1,24 1,11 0,0334 | 0,2856 | 0,0336 | 0,2875
1,27 1,13 0,0338 | 0,3194 | 0,0340 | 0,3215
1,30 1,14
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Ergebniszusammenfassung der Rechteck- und Trapezregel:

Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,03 0,3194 0, 0066 0,3215 0,000014
0,3215

In Abbildung 5.26 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhiingig von der
verwendeten Methode ist.

—=— Rechteckregel > 1,14
0.30 - —a— Trapezregel
—e— Funktion y=Wurzel(x) -+ 112
0,25
+ LI10
0,20 =
E + 108 2
5 0,151 =
3 0,15 Ligs B
=
0,10 L 108
0,05 1 L 1m
0,00 | . 1,00
1.0 1,1 1,2 1.3
x-Wert

Abbildung 5.26: Entwicklung des Integrals im Intervall 1 bis 1,3 mittels der Rechteck- und
Trapezformel
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Bei der NEwWTONschen Formel wird die NEWTONsche Interpolationsfunktion mit folgenden
Ergebnissen integriert:

@ h . .
Joo | (2)do =~ 31 (Yo + 1) 2 Stiitzstellen lineare Interpolation
@ h . .
Jon | (2)do = 32 (Yo + 4y1 + y2) 3 Stiitzstellen  quadratische Interpolation
@ h . .
fxol f(x)dx = % (Yo + 3y1 + 3y2 + y3) 4 Stiitzstellen kubische Interpolation

Je nach verwendeter NEWTONscher Formel wird das Integrationsintervall in unterschiedli-
che Schrittweiten h,, eingeteilt. Man erhilt damit folgende Ergebnisse:

NEWTONsche Formel - 2 Stiitzstellen:

h=0,3|f=x F

a=1 1 0,321026314

b=1,3 | 1,140175425

NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen:

h=015 | f=yT F

a=1 1 0,321484877

r1 =1,15 | 1,072380529

b=1,3 1,140175425

NEWTONsche Formel - 4 Stiitzstellen:

h=0,1 | f=z F

a=1 1 0,321485149

21 =1,1 1,048808848

21 =1,2 | 1,095445115

b=1,3 | 1,140175425
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Ergebniszusammenfassung:

Schrittweite | Integral | rel. Fehler
NEWTONSsche Formel - 2 Stiitzstellen 0,30 0,3210 | 0,0014280
NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen 0,15 0,3215 | 0,0000015
NEWTONSsche Formel - 4 Stiitzstellen 0,10 0,3215 | 0,0000007
Rechteckformel 0,03 0,3194 | 0,0065550
Trapezformel 0,03 0,3215 | 0,0000140
analytische Losung 0,3215

In dieser Tabelle ist zu erkennen, dass die Genauigkeit der NEWTONschen Formel mit 4
Stiitzstellen am hochsten ist. Dabei iibertrifft die Genauigkeit dieses Verfahrens die Trapez-

regel um zwei Zehnerpotenzen mit einem Rechenaufwand, der nur ein Drittel betréigt.

227



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 4 (s. S. 213)

Das Integral
10
1
F:/ —dx
LT
9 10
1 1
:/ der/ —dx
L@ 9 T

soll im Intervall x = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel und im Interavall z = [9, 10] mittels
der Trapezregel berechnet werden.

a. Berechnung des Integrals von = = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel:
Die SiMPSONsche Regel lautet:

T2k h
Foimps = / f(z)dr = 3 (Yo + 4y1 + 2y + 4ys + ... + Yoo + 4yor_1 + Yor)
xo

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite £ ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Laut Aufgabenstellung soll die Schrittweite Az = 1 sein. Damit ergeben sich einschlieflich
der Integrationsgrenzen 9 Stiitzstellen. Das Integral wird demzufolge angenihert durch:

F 7& i_J'_ 4 + 2 + 4 + 2
T3 @ (wo+Ax) | (zo+2-Az) | (z0+3-Az) | (w9+4-Ax)

4 2 4 1
+($0+5-Aaj)+(1:0+6-AJ:)+(xo+7-Ax)+($o+8-Ax)>

Famps=5-|7+5+3+7ts+5+t7+5T 5

1 /1 4 2 4 2 4 2 4 1
12 3 4 5 6 7 8 9

Fuimps = 2, 21005291

71
Fanalyt :\/1 ;dl’

= [In(2)]}

Die analytische Losung liefert:

Fanalyt = 2, 197224577
Damit ergibt sich bei der SIMPSON-Regel mit 9 Stiitzstellen ein Fehler von:

Fsimps - Fanalyt

E =

F, analyt

e =0,00584
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b. Berechnung des Integrals von = = [9, 10] mittels Trapezregel:

Die Trapezregel lautet:
b
iy = B L@ 1)

Mit den laut Aufgabenstellung vorgegebenen Werten erhélt man:
11

= + =

thp =1. %

Firap = 0,105555556

Die analytische Losung berechnet sich zu:

10 1
Fana = —d
lyt /9 T X

— [n(a)]}”

Fonatyr = 0,105360516

Damit ergibt sich bei der Trapezregel mit 2 Stiitzstellen ein Fehler von:

o ‘ Ftrap - Fanalyt

Fanalyt
e =0,001851167

Die Summe der beiden Integrale liefert:

F= Fsimps + Ftrap
= 2,21005291 + 0, 105555556

F =~ 2,315608466

Die analytische Losung wird ermittelt zu:

F = wldx
/1 x
= [In(x)],"

F = 2,302585093

Damit ergibt sich ein Gesamtfehler von:

(Fsimps + Ftrap) - F
F

E =

e = 0,005655979
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 213)

a. Beider Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b
S Yn + Ynt1 .. o
/ E—o |Tn — Tppa]) - ( 5 ) (fiir m Teilintervalle)

a

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu ver-
wenden. Damit wird das Integral angenéhert durch:

r Cn +C
QZATzin 2”“

n=1

wobei gilt:
C1 = C(—200°C)
C7 = C€(1000°C)

o €(—200°0)
Q =200°C - (T + ¢oec) + C20000) + Cao0ec) t+ C600°C) t C(s00°C) +

=200°C - (0,024 0,18 40,244 0,26 4+ 0,27 + 0,275 + 0, 14)

€(1000°C)
> )

Q=277

b. Die SiMPSONsche Regel lautet:

h
Foimps = / f(z)dr = 3 (Yo + 4y1 + 2yo + 4ys + ... + 2Yap_o + 4Yap_1 + Yor)
zo

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite / ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu ver-
wenden. Damit werden bei der SIMPSONschen Regel 7 Stiitzstellen verwendet.

200°C

0=

“(c=2000c) + 4 - coec)y + 2 - C2000c)+
4 - cuooecy + 2+ cooec) + 4 - ¢sovecy + C10000¢))
=66,67°C' - (0,044 0,72+ 0,48+ 1,04+ 0,54+ 1,1+ 0,28)

Q = 280
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 213)

Fiir den vorliegenden Fall wird anhand der urspriinglichen Messwerte folgende Tabelle der
Funktion aufgestellt (siche auch Abbildung 5.27 ). Es ist nicht sinnvoll interpolierte Werte
zu benutzen, da diese Interpolation Ungenauigkeiten in die Berechnung bringt.

Radius Wasserstand Absenkung Teilvolumen
[m] [m] [m] [m?]
0,3 14,40 1,60 4,36
1,0 14,55 1,45 32,67
3,0 14,85 1,15 55,29
5,0 14,95 1,05 75,40
7,0 15,05 0,95 92,99
9,0 15,10 0,90 109, 96

11,0 15,15 0,85 124,41
13.0 15,20 0, 80 138,98
15,0 15,22 0,78 153,81
17,0 15,25 0,75

Zur Berechnung des Wasservolumens, welches abgepumpt wurde, geht man von dem Volu-
men des Absenkungstrichters aus. Dazu ist die Hohe der Absenkung notwendig:

S = ht:() — h(t)

Das Volumen wird berechnet, indem ein rotationssymetrischer Absenkungstrichter ange-
nommen wird. Der Lingsschnitt ergibt sich aus der Fliche, die von der Absenkungskurve
und von der x-Achse eingeschlossen wird. Entsprechend der vorliegenden Quantisierung
kann das Volumen als Summe einzelner Hohlzylinder betrachtet werden, wobei, dhnlich wie
bei der Integrationsformel, von rechteckigen oder trapezformigen Hohlzylinderldngsschnitt-
flachen auszugehen ist.
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15,4

H

15,2 A

15,0 A

Wasserstand in m

Radius in m

Abbildung 5.27: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius

Rechteckiger Querschnitt:
VHohlz. = Vzyl—auBen — ‘/zyl—innen
=T-5-T3—T-5-7°
VHohlz. =m-Ss- (Tg - T%)

Auf das Quantisierungsschema bezogen:
2 2
Vioni.. = 7 E Sn * (Tn+1 - Tn)

Bei trapezformigen Lingsschnitt wird die Fldche nach dem Trapezgesetz berechnet:
Sy + Sn
VHohiz. = WZ (2+1) (rag =)

Da bekannt ist, dass die Trapezformel genauere Werte liefert, soll diese im Weiteren benutzt
werden. Die einzelnen Teilvolumina sind in der Tabelle aufgefiihrt. Als Gesamtvolumen des
Absenkungstrichter ergibt sich:

Vion.. = 787,87

Da das Wasservolumen entsprechend dem gravimetrischen Speichervermdgen nur ein
Bruchteil des Trichters ausmacht, muss das Volumen des Hohlzylinders mit dem Speicher-
koeffizienten multipliziert werden.

VWasser =5- VHohlz.
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Laut Aufgabenstellung handelt es sich hier um gespannte Grundwasserleiterverhéltnisse und
damit gilt:

VWasser - SO - M - VHohlz.
=0,0001m ™" 10m - 787,87

Vivasser = 0, 78787m?
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5.4.2 Numerische Losung von Differentialgleichungen

Aufgaben zu 5.4.2:

1. Losen Sie folgende Differentialgleichung mittels numerischer Methoden, indem Sie
bis z = 1 mit wenigen Intervallen, z.B. 0, 5; 0,2 und 0, 1 rechnen.

y = —xy’ mit y(0) =2

a) Wenden Sie die einfache EULERsche Methode an. Konvergieren die Ergebnisse
gegen den exakten Losungswert y(1) = 1?

b) Wenden Sie das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung und ein Predictor- Cor-
rector- Verfahren auf die Differentialgleichung an und vergleichen Sie wieder die
Ergebnisse.

(Losung s. S. 236)

2. Losen Sie die Differentialgleichung

d

£+t2x:0 mit  2(0) =3

fiir den Punkt ¢ = 3 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten
von At = 0,1; 0,05 und 0, 01.

(Losung s. S.242)

3. Losen Sie die Differentialgleichung

dz 9 . T
ta—x:t cost mit (z)=m

fiir den Punkt ¢ = 27 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten
von At = 0, 17 und At = 0, 057.

(Losung s. S. 244)

4. Fiir die Konzentration C durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:
nC+C=K

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~!, K = 100
Die Konzentrationsanderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels EULER-Verfahrens (A = 0, 1d) und berechnen Sie die
Konzentration fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentration.

(Losung s. S.246)
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5. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang mit einer konstanten Fremdeinspeisung (h;—o = 0) be-
schleunigt (siehe Abbildung 5.1).

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasserlei-
ters und einer Grundwasserneubildungsrate, die Differentialgleichung auf.
Beschreiben Sie die Losung mittels numerischer Methoden.

v

—

h(t)

Abbildung 5.28: Fiillvorgang eines Restloches

(Losung s. S. 248)

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh
W=
at 9

mit h—o = 0,9 =0,015m - s und k = 0,015~}
Losen Sie die Differentialgleichung mittels numerischer Methoden.

(Losung s. S.248)
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Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 234)

(a) Entsprechend der EULERschen-Methode wird die Losung der Differentialgleichung
auf die schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob
nur mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilin-
tervallen gearbeitet wird, erhélt man:

b
Yp = ya+/f(x7y)dx% Yo + f((l, ya)'(b_a)

R Yo T f(a7 ya)'h
Tn+1

Ynt1 = Yn + / f(x,y)d:v R Yp + f(l‘n, yn) ’ (anrl - xn)

Tn

Dabei gilt h = b — aund Az, = 2,1 — Tp.
Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

y/ _ _ny

Yn+1 = Yn — Tn - yi : A‘rn

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y(0) = 2 und des zu berechnenden
Wertes y(,—1) erhdlt man die in Abbildung 5.29 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeitschrittweite (Az = 0,05; 0, 1; 0,2; 0, 5).
Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen” (Seite 147) dargelegt. Die
Losung an der Stelle x = 1

y(1) =1

ist zum Vergleich mit angegeben. In Abbildung 5.30 ist die Abhiingigkeit der Losung
von der Zeitschrittweite dargestellt. Darin ist zu erkennen, dass die Losung des EU-
LER-Verfahrens fiir diese Aufgabe sehr gut gegen den Wert der analytischen Losung
y(1) = 1 konvergiert.
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Die analytische Losung lautet:

2
V=2 +1
Ax 0,05 0,1 0,2 0,5 | 1 || analytisch
y(z=1) 1,0036 | 1,0073 | 1,0141 | 1 | 2 1

rel. Fehler (x =1) | 0,0036 | 0,0073 | 0,0141 | 0 |1

abs. Fehler (x =1) || 0,0036 | 0,0073 | 0,0141 | 0 |1

——A=0,05 |
20

1,9
1.8
17
1,6
1,5 1
1.4
1,3 -

1,2 1

v

11
1.0 1
09 -
08
07
0.6 -
0,5

Funktionswert y(x)

00 02 03 04 05 06 07 08 09 10

>

0,0

>

x-Wert

Abbildung 5.29: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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y(1)

1,0

0,9 -

0.8

0,7

0,6 -

0 0.1 0,2 0.3 0.4 0,5

Schrittweite

Abbildung 5.30: Abhingigkeit des Integrationsergebnisses von Quantisierungsschrittweite
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(b) Das einfachste Verfahren, welches sich vom EULER-Verfahren hinsichtlich der Ge-
nauigkeit unterscheidet, ist das RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung. In diesem Fall
ist:

yb:ya+k2

klzh'f(xavya)

ko=h-f 1h }k‘
2 = ZUa+2 ,ya+21

mit: h=b—a

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

k1=h'(—a'yg)

kgzh.(_<a+g>.(ya+';>2)

Fiira = 0, b = 1 und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | ki | ke | Wb

2 10 |-210

Fira =0,b = 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

yn k, ko Yn+1

2 |0 0,5 | 1,5

1,5 | —0,5625 | —0,557 | 0,943

Das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung stellt ein hédufig benutztes Verfahren dar,
welches einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und numerischem Aufwand
darstellt. Fiir die allgemeine Form:

yb:ya+k
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schreibt man beim RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung:

k = é-(k;1+2k‘2—|—2k‘3+k‘4)
ki =h-f(a, ya)

ko :h-f<a+g,ya+];1>
ks :h-f<a+}2l,ya+k;>

ks =h - f(a+h, y,+ ks)

mit: h=|b—aql
Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:
y = —ay’

Yni1 = Yn — Tn - Yo - Az
Fiira = 0, b = 1 und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

o | ki | ko ks ky )

2 10 | =2|-0,5|-2,25{0,792

Fira =0,b= 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

Yn k, ko k3 ky Yn+1

2 0 —0,5 | —0,383 | —0,654 | 1,597

1,597 | —0,637 | —0,613 | —0,625 | —0,473 | 0,9994

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y (0) = 2 und des zu berechnenden
Wertes y,—1) erhilt man die in Abbildung 5.29 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeitschrittweite (Az = 0,05; 0, 1; 0,2; 0, 5).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen” s. S. 147 dargelegt.

Die analytische Losung

y(1) =1

ist zum Vergleich mit dargestellt.



5.4. NUMERISCHE METHODEN

y(x =1) | rel. Fehler (x = 1) | abs. Fehler (x = 1)
EULER Ax=0,5 0,5 0,5 0,5
EULER Ax=0,2 | 0,808 0,192 0,192
EULER Ax=0,1 0,906 0,094 0,094
EULER Ax=10,05 || 0,953 0,047 0,047
R-K-2.0. | Ax=1 0 1 1
R-K-2.0 | Ax=0,5 | 0,943 0,057 0,057
R-K4.0 | Ax=1 0,792 0,208 0,208
R-K-4.0 | Ax=0,5 | 0,9994 0, 0006 0, 0006
analytisch 1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 234)

Entsprechend der EULERschen Methode wird die Losung der Differentialgleichung
auf die schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob
nur mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilin-
tervallen gearbeitet wird, erhélt man:

b
Yp = ya‘*’/f(fﬁ’?/)dl“% Yo + f(a’7 ya)'(b_a)

R Yq + f(aaya)‘h

Tn+1

Yn+1 = Yn + / f(l‘,y)dl’ X Y+ f(xm yn) ' (xn—H - xn)

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dx
— + =0
dt+ T

2
Tpp1 = Tp — Ly, - Xy - AL

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung x(0) = 3 und des zu berechnenden
Wertes x(;—3) erhélt man die in Abbildung 5.31 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeitschrittweite (At = 0, 1;0,05;0,01).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen™ (Seite 147) dargelegt. Die
analytische Losung

143
x = 3e~ 3¢

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von
dem Kurvenverlauf bzw. dem zu berechnenden Wert abhingt.



5.4. NUMERISCHE METHODEN

At=0,1 | At =0,05 | At = 0,01 | analytisch
x(t = 3) 0,0000007 | 0,0000568 | 0,0002739 | 0,0003702
rel. Fehler (t = 3) 0,998 0, 847 0,260
abs. Fehler (t = 3) 0,0004 0,0003 0,0001
x(t =1,5) 0,78 0,88 0,96 0,97
rel. Fehler (t =1,5) || 0,194 0,096 0,019
abs. Fehler (t =1,5) || 0,189 0,093 0,018

3
—=— Delta t=0,01
3 —— Delta t=0,05
2,5 N
—a— Delta t=0.1
—¥— analytisch
2
1,5
1 e N . 5 |
0,5
0 i
0 0,5 1 L5 2 25

.
3

Abbildung 5.31: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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o zu Aufgabe 3 (s. S. 234 )

Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schritt-
weise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Inter-
vall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird,
erhilt man:

b
Yy = ya+/f(l’7y)dfﬂ% Yo+ fla, ya) - (b—a)

R Yo+ f(aa ya)'h
Tn+1

Yn+1 = Yn + / f(x,y)dx R Yn T f(mm yn) : (xn+1 - xn)

~ Yn + f(xn; yn) : Axn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dx 9
t— —x =1t°cost
dt

Tpi1 = Tp + (t, cost, + tiM) At

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung x(z) = 7 und des zu berechnenten Wertes
T (t—27) erhilt man die in Abbildung 5.31 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit
von der Zeitschrittweite (At = 0, 17 und 0, 057).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analytische
Methoden zur Loésung von Differentialgleichungen”, Seite 148 dargelegt. Die analytische
Losung

x=1t(1+sint)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem
Kurvenverlauf, bzw. dem zu berechnenden Wert abhingt.
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At =0,17 | At = 0,057 | analytisch
x(t = 27) 6,337 6,244 6,283
rel. Fehler (t = 27) 0,0085 0,0062
abs. Fehler (t = 27) 0,0534 0,0388
x(t = 3,45) 1,386 1,853 9,388
rel. Fehler (t = 3,45) || 0,420 0,224
abs. Fehler (t = 3,45) || 1,002 0,534

| _e—Deltat=0,1 Pi |
—a— analytisch
—3— Delta t=0,05 Pi

6 -

6,5

Abbildung 5.32: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 234)

a. Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf
die schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur
mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilinter-
vallen gearbeitet wird, erhélt man:

b
Yp = ya+/f(x7y)dx’% Yo + f(av ya)'(b_a’)

R Yq + f(avya)'h

Tn+1

Yn+1l = Yn + / f(:v,y)dx R Yn + f(xm yn) ’ (anrl - xn)

Tn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

TWC+C=K

1
Cos1 = Cho+ — (K = C), - At
T

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung C;—q = 0 und des zu berechnenden

Wertes (14 erhilt man die in Abbildung 5.33 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeit (At = 0, 1d).
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Zeittind

Abbildung 5.33: Abhingigkeit der Konzentration von der Zeit

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen”, Seite 148 dargelegt.
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Die analytische Losung
C=0C- (1—e‘ﬁ)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von
dem Kurvenverlauf bzw. dem zu berechnenden Wert abhingt.

At = 0,1d | analytisch

x(t = 1d) 65,132 63,212

rel. Fehler (t =1d) | 0,03

abs. Fehler (t = 1d) || 1,92

b. Skizze

100

90 L7~

80
7 // —oo
60 /
50 /
40 /
30

f
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10 /

0

-

Konzentration

0 I 2 Zeit 3 4 5 6

Abbildung 5.34: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentration
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 234)

dh = .
AE =V mit p,_ =0

1 - .
dh = I Vdt. esgilt: gh~ Ah = Ppy1 — by

1 .
h =h,+—- -V -At
ht1 +A

h0:0
hi = ho+ S V. At
1 — 10 A

1 .

e zu Aufgabe 6 (s. S. 234)

g=0,0152 k=0,01s"

dh .
E+k‘~h:g mit: p, =0
dh=(g—k-h)dt
dh = Ah = hy1 — hy,

Bt = hy (0,015 — 0,01 - hy) At
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