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Aufgaben und Losungen -
Mathematische Grundlagen






Kapitel 1

Algebraische Grundlagen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



1.1 Exponential- und Logarithmus-Ausdriicke

Aufgaben zu 1.1:

1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

@ (18a2z)*  (15az2)* © 2004 102 - 0,23
(27az2)°  (20a3z)? 0,2-10-3-16
€T - \S/ﬁ Yz
(©) Ve I3 Ve (d) 2logy, a® — 3logy, y?
Xz

() (Inu+4lnv)
(Losung s. S. 5)

2. Stellen Sie folgende Formeln nach ¢ um:
(@ I=1I(exp(—%)) () I=1I(1+9logyL)

) I=1Iy(e"—1)
(Losung s. S. 6)

3. Es sei die Regressionsgerade s gegeben. Bestimmen Sie die Variable 7" im halblo-
garithmischen MaB3stab aus dem Anstieg der Regressionsgeraden!

1% 2,25t T
In

=T 3. (Vist gegeben)

S

(Losung s. S. 7)

4. Es sei die Regressionsgerade s (siehe Aufgabe 3.) gegeben. Bestimmen Sie den Spei-
cherkoeffizient S fiir den Fall s = 0 bei ¢, und gegebenem 7!

(Losung s. S. 7)

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
Aufgaben und Losungen



1.1. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUS-AUSDRUCKE

Losungen zu 1.1:

e zu Aufgabe 1 (s. S. 4)

(a)
18a%x)*  (15az?)? 18%aBz* - 15%*a®
( ) _
(27az2)5 (20a3z)2  275aPz'0 - 202ab22
38'24'34'54'a12'l’12 52
T T315.94.52. gt 12 33
(b)
0,004 -10%.0,23 B 22.107%.10%.2%.1073 _1
0,2-103-16  2-10-'-10-3.2¢
(c)
VZ-V2?- Yz xr-xioz oz 2
7= B I E
(d)
2log z — 3log,g y2 = logy z® — logy y6
6
()3
Yy Y
oder
2log,,2® — 3log,,y* = 6lgz — 6lgy
= 61g (f)
Y
(e)

(Inu+4Inv) = Inu + Inov?

=In (u'v4)



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

e zu Aufgabe 2 (s. S. 4)

(a)

T
I t ¢
- eXp(—f) =eT
] I t
n_i__
Iy T
I Iy
=-T - In—=T-In—
t n[O n[

(b)

t
I =1 <1+910g9 T)

L1 gt0g,
- = o) —
Iy &9

I ¢
1= 9log, -
Iy 80 7

(c)



1.1. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUS-AUSDRUCKE

e zu Aufgabe 3 (s. S. 4)

Vv 225t T
TiaxrT VT 2s
1% Vo 2,25-T
320,183T-1nt+0,183f-1n 2. g
V
S9 — §1 = 0, 183— - (1nt2 — h’ltl)
T
CA(1
T =0,183V (nt):>Anstieg
As
e zu Aufgabe 4 (s. S. 4)
1% 2,25t T

“4.x.T " 2.8

s=0=In(1)=0

2,25-t0-T_1
r2. S N

2,25ty - T

- g =2 0"



1.2 Matrizen

Aufgaben zu 1.2:

2 1 -1 1 1 4
1. Bilden Sie mit: A = , B= , C=
4 3 2 —4 -2 -1
folgende Ausdriicke:
(a) 2A+3B by A-2B-3C c) A-B
@ (A-B)T e B-A H (A B)-C
(g (B-A)-C (hy BTAT i) AT+BT

(Losung s. S.9ff)

2. Bilden Sie fiir die folgenden Matrizen C = A - B”:

(a) A=(2311) B=(2—113)

1 0
1 3
b A= B=1]2 -3
-2 1
3 =8
(Losung s. S. 14ff)
3. Bilden Sie die inverse Matrix A~
1 1 -1
3 5
(@) A= (b) A= 1 -1 1
2 7
-1 1 1
2 2 3
© A= -4 —2 3
4 3 2
(Losung s. S.16ff)
Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber

Aufgaben und Losungen



1.2. MATRIZEN

Losungen zu 1.2:

° zu Aufgabe 1 (s. S. 8)

(a) Berechnen Sie 2A + 3B:

2 1 —1 1 4 2 -3 3
4 3 2 —4 8 6 6 —12
1 5)

2A +3B =
14 —6

(b) Berechnen Sie A — 2B — 3C :

21 -1 1 1 4
A-2B-3C= —2 -3

4 3 2 4 -2 -1

21 -2 2 3 12

4 3 4 —8 -6 -3

24+2-3 1-2-12

4—-4+6 3+8+3

1 —-13
A-2B-3C=

6 14



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(¢c) Berechnen Sie A - B:

2 1 -1 1
A -B=
4 3 2 -4
(2-(-1)+1-2) (2-1+1-(—4))
(4-(-1)+3-2) 4-1+3-(—4))
0 -2
A -B=
2 -8
(d) Berechnen Sie (A -B)":
0 -2
A.-B= siche Losung zu Aufgabe 1c
2 -8

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = (a)" = ()

erhilt man:
. 0 2
(A-B)" =
-2 -8
(e) Berechnen Sie B - A:
—1 1 2 1
B-A:
2 —4 4 3
(=1)-2+1-4) ((-1)-1+1-3)
(2:24(—4)-4) (2-1+(—4)-3)
2 2 0 -2
—12 —10 2 =8

10



1.2. MATRIZEN

Berechnen Sie (A - B) -C:

0 -2
A.-B= siche Losung zu Aufgabe 1c
2 -8
0 -2 1 4
(A-B)-C =
2 =8 -2 -1
0-14+(=2)-(-2) 0-44(-2)-(-1)
2:14+(=8)-(-2) 2-44+(-8)-(-1)
4 2
(A-B)-C =
18 16
(f) Berechnen Sie (B-A)-C:
2 2
B-A= sieche Losung zu Aufgabe le
—-12 —10
2 2 1 4
(B-A)-C= .
—12 —-10 -2 —1
(2:-1+2-(-2)) (2-4+2-(-1))
(=12) - 1+ (—=10) - (=2) ((—12) -4+ (—-10)-(-1))
-2 6
(B-A)-C=
8 —38

11



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(g) Berechnen Sie BT - A™:

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
AT = (a)" = (axy)

erhalt man

—1 2 2 4
B = ;AT =
1 —4 1 3
-1 2 2 4
B"AT =
1 —4 1 3
(-1)-2+2-1) ((-1)-4+2-3)
(1-2+(=4)-1) (1-4+4(—4)-3)
0 2
B"AT =
-2 =8
(h) Berechnen Sie A7 + B” mit
2 1 —1 1
A= B =
4 3 2 —4

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
A" = (ap)" = (axy)

erhilt man

12



1.2. MATRIZEN

2 4 -1 2
AT = ;BT =
13 1 —4
2 4 -1 2
AT +B" = +
1 3 1 —4

AT + BT =

13



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

° zu Aufgabe 2 (s. S. 8)

(a) Berechnen Sie C = A - B”:

o(aaa0) (o)

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix

AT = (a;)" = (ary)

erhilt man
2
—1
B’ =
1
3
2
—1
A~BT:(2 3 1 1)~ =(2-243-(-1)+1-1+1-3)
1
3
A-B'=5
(b) Berechnen Sie C = A - B”:
1 0
1 3
A = ; B=| 92 _3
-2 1
3 =8

Entsprechend der Vorschrift zur Bildung der Transponierten einer Matrix
AT = (a)" = (axy)

erhalt man

14



1.2. MATRIZEN

B =

A-BT =

1 2 3
0 -3 -8
1-1+3-0 1-243-(=3)

—2:141-0 —2-2+1-(-3)

1 =7 =21

-2 =7 -14

1-343-(—8)

—2-341-(=8)

15



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

° zu Aufgabe 3 (s. S.8)

Die inverse Matrix A~! kann genau dann gebildet werden, wenn die Determinante D der
Matrix A ungleich Null (D # 0) ist. Die inverse Matrix A~! wird gebildet, indem die
Unterdeterminante U;; zum Element a;; durch die Determinante der Matrix D = det(A)
dividiert wird. Mit der Unterdeterminante Uj;, zum Element a; gehrend, ergibt sich:
U
_ +5 27

ai; = (=1)" 77
Die Berechnung der Determinante von A erfolgt nach dem Entwicklungssatz von LAPLACE
oder nach der Regel von SARRUS (siehe auch Losung von Gleichungssystemen S. 10).
Daran anschlieBend miissen die Unterdeterminanten Uj; berechnet werden, damit die Ele-
mente a;; der inverse Matrix A ! berechnet werden kann.

3 5
A_:
27

detA=3-7T—2-5=11

(a) Berechnen Sie A~! :

7 _5
Al 11 11
( _2 3
1 11
A i 7 =5
11
-2 3

16



1.2. MATRIZEN

(b) Berechnen Sie A~ !:

1 1 —1
A= 1 -1 1
1 1 1

detA=1-(-1-1)—11—-(-1))+(=1)-(1—=1))
=—4

Daran anschlielend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die
inverse Matrix A ! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu

Un: ((=1)-1)=(1-1) = -2
Up: (1-1)—((-1)-1) = 2
Uis: (1-1)=((=1)-(=1)) = 0
Up: (1-1)—(-1)-1) = 2
Upp: (L-1)=((=1)-(=1) = 0
Ups: (1-1)—(1-(-1) = 2
Usp: (1-1)=((=1)-(=1)) = 0
Up: (1-1)—((-1)-1) = 2
Ug: (1-(=1)—(1-1) = =2

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung
wiederholt ist, ergibt sich die Inverse zu

1 1
3 3 0
Al=1]1 1
202
1 1
0 3 3
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(c) Berechnen Sie A~':

2 2 3
A= 4 2 3
4 3 2

det A =—-8+4+24—-36+24—-18+16=2

Daran anschlieBend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit die
inverse Matrix A ! berechnet werden kann.
Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-

ten zu
Up: ((-2)-2)—(3-3) = -13
Up: ((—4)-2)—(4-3) = —20
Uis: ((—4)-(=2)-(4-3) = -4
Uy : (2-2)—(3-3) - -5
Up: (2:2)—(4-3) - -8
Ups: (2-3)—(4-2) - 2
Us: (2-3)—(=2-3) - 12
U: (2:3)—((-4)-3) = 18
Uss: (2:(=2))—((-4)-2) = 4

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix, die in der Aufgabenstellung
wiederholt ist, ergibt sich die Inverse zu

3 -3 % 65 25 6
71_ _ _ o
S IC O S OOl Bl B U
F - 4 2 1 2

18



1.3 Lineare Gleichungssysteme

Aufgaben zu 1.3:

Bestimmen Sie von den folgenden Gleichungssystemen (A - X = R) den Losungsvektor X
auf fiinf Arten:

(a) mittels des GAUSSschen Eliminationsverfahrens
(b) mit Hilfe der CRAMERschen Regel

(c) durch Bestimmung von A~! - R (s.auch S.16ff)
(d) unter Verwendung der LU-Zerlegung

(e) mittels des CHOLESKY-Verfahrens

r+y—z2=2
=
1. 2. 20 —y+42=0
T—y + 3y+2 _ xz—2(y—1)
6 4

=2 _
3

r+oy—2z=1

Losung s. S. 20 Losung s. S.27
2 0 -1 x 1 r+y+z= 3
3 2 4 —1 y | =11 4 27 + 4y + 82 = 13
-1 8 3 z 2 3r+ 9y + 272 =34
Losung s. S. 37 Losung s. S.45

20 =4y + 9w = 25
2 4+y—2z= 1
3r—3y — 3z + 11w =27
5. 6. r+y+z= 6
dr + 6y — 152 + dw = =5
—2r+y—22=-3
3 +y—4z 4+ 12w = 32

Losung s. S. 52 Losung s. S.67

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Losungen zu 1.3:
° zu Aufgabe 1 (s. S. 19)
Zuerst werden die beiden Gleichungen vereinfacht:

Gleichung 1:

1

5

5 3 5 4 5
BT 0T T3
2 1 5

3

GRS

Gleichung 2:

6 4 3
1 1 3 1 1 2 2
R L R kL
1 15 1
PG
—4xr+ 30y =4

Damit erhilt man das vereinfachte Gleichungssystem:

dz — 3y = 50

—4x + 30y =4
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In Matrixschreibweise lautet die Aufgabe:

4 =3 x 50
-4 30 Y 4
A-X=R
4 =3 x 50
—4 30 y 4

(a) GAUSSsches Eliminationsverfahren

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

Az — 3y = 50

—4x + 30y =4

Zur Elimination miissen nur die beiden Gleichungen addiert werden.
Dann erhilt man:

2Ty =54
Yy =2
Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so ergibt sich:
dr —3-2 =50

=14

Probe:
4.14—-3-2=250

—4-14+30-2=4
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(b) CRAMERsche Regel

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4o — 3y = 50
—4x 4 30y =4
4 -3 x 50
—4 30 Y 4
Es gilt:
D,,
€T; =
D

wobei D die Determinante und D,,; die entsprechende CRAMERsche Determinante ist.

4 -3
D = det A = det —4.30 — (—4-(=3)) =120 — 12
—4 30
D = 108
50 —3
D, = det — 1500 — (—12) = 1512
4 30
D, 1512
TTD T IR
4 50
D, = det — 16 — (—200) = 216
4 4
D, 216
Y=D T 108

Probe:

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(c) Verwendung der Inversen A~! - R =X

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4z — 3y = 50
—4x + 30y =4
4 -3 T 50
—4 30 y 4
Berechnung:
4 -3
D = det =108
—4 30
30 3 501
AL 18 108 | | 18 36
4 4 11
108 108 27 27
5 1 550 | 4
Xx—Alm_|® | 01 | 5t
1 0, 4
¥ % 4 5t
252
X _ 1% _ 14
54 p

27

Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

Probe:

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(d) LU-Zerlegung

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

dr — 3y = 50
—4x + 30y =4
4 -3 x 50
A= X = R =
—4 30 Y 4
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 U1 U2 a; a9 4 -3

121 1 0 U922 921 Q929 —4 30

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

l-u1+0-0=ay1=4=u; =4
1-ua+0-up=a19=—-3= up=-3
i un+1-0=ay =—-4=1y =-1
lo1 - U1 + 1 - Ugp = a99 = 30 = ugy = 27

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Uber die Zwischenlosung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:

A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:

11 n 4

—l-y1+1-ya=4=yo =54

Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

4.2 —-3-y=>50

0-24+27-y=>54
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Daraus folgt die Losung:

Probe:

4-14-3-2=50

—4-14+30-2=4

(e) CHOLESKY-Verfahren

Vereinfachte Ausgangsgleichungen:

4x — 3y = 50

—4x 4 30y =4
4 -3 x 50
-4 30 Yy 4

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A.Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

zu Aufgabe 2 (s. S. 19)

(a) GAUSSsches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2

20 —y+42=0

r+0oy—2z=1

1 5 =21

2 -1 410 | =2 1. Zeile

31 —1]2 | =3 1. Zeile
4

0 —11 8| -2 |14

0 —14 5|-1 |11

0 —154 112 | -28

0 —154 55| —11 | —1-2.Zeile

0 —154 112 | —28
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

3. Zeile = Oz + 0y — 57z =17

_ _ 17
=z = 57

2.Zeile = Oz —154y+ 112 (=) = —28

2
:>y:—§

1. Zeile = 1x+5.(_%)_2_<_%):1

_ 33
=>$—57

Probe:
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(b) CRAMERscheRegel

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2
20 —y+42=0

r+0oy—22z=1

3 1 -1 z 2
2 -1 4|y |=]o0
1 5 -2 2 1

‘X=R

A

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei
dreireithigen Determinanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet wer-
den und tiiber die fiktive Wiederholung der beiden ersten Spalten das Produkt der
“Hauptdiagonalen” um das Produkt der ”Unterdeterminanten” subtrahiert werden (Re-
gel von SARRUS).

3 1 —-1]13 1

D=detA=det| 9 1 4|2 -1 =64+4-10—-1-60+14

D,=det|og -1 4|0 -1 =4+4+0-1-40-0
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

D, = det
D, =2

D, = det
D, =17

3 2

2 0 =04+8-2-0-12+8

11

2 -1 =-3+0+20+2-0-2

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:

30

D, —33 33
== — = —

D~ —57 57
D, 2 2
Y=D T 57T Th7
D, 1T a7
=D " 577 a7



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(c) Verwendung der Inversen A~! - R =X

Ausgangsgleichungen:
r+y—z2=2
20 —y+42=0

r+dy—2z=1

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei II) (s. S. 27) beschrieben und
liefert

det A = =57

Daran anschliefend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit an-
schlieBend die inverse Matrix A ~! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-
ten zu

Uyp =(-1)-(-2)—-5-4 = -18
Ug =2-(-2)—1-4 = =8
Uz =2-5—(-1)-1 = 11
Un =1-(-2)-(-1)-5 = 3
Up =3-(-2)—(-1)-1 = =5
Uy =3-5—-1-1 = 14
Uy =1-4—(-1)(-1) = 3
Uy =3-4—(—1)-2 = 14
Uz =3-(—1)—1-2 = =5

Entsprechend den Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S. 16ff) ergibt sich
die Inverse zu

18 3 -3
57 57 57

Al=]| =8 5 1
57 57 57
-1 14 5
57 57 57
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

und die Losung des Gleichungssystems lautet

X=A1'R=| =8 5 1
57 b7 57
~11 14 5
57 57 57
36 . ()_ 3 33
5T 0 57 57
X = =16 14 = =2
5w PO+ &5 57
—22 5 —17
57 t0+ 5 57

bzw., aufgelost in die einzelnen Unbekannten

33 2 17
xr = — _— — — Zz = ——
57 YT Th7 57
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
r+y—z2=2
20 —y+42=0
rT+dy—2z=1
3 1 -1 x 2
2 -1 411y |~=10
1 5 =2 z 1
A-X=R
Berechnung:

A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1 U2 U3 3 1 -1
loby 1 0 ’ 0 uge Uss = 2 -1 4
131 l32 1 0 0 U3z 1 5 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieendem Elemente-
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
1~u11:a11:3:>u11:3
1~u12:a12:1:>u12:1
1 w3 =a13=—-1=uz3=-1
2
loy ~un = ag1 =2 =y :g

log w1 +1-uz = ag = —1 = up = —

l21'U13+1'U23:G23:4:>U23:?

1

l31~u11:a31:1:>l31:§
—14
l31 - w1g + 132 - Ugg = Qg3 = 5 = l3g = ——
l31-u13—|—l32-u23+1-u33:a33:—2:>u33:g

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 0 0 3 1 -1
= 2 = —5 14
L s 1o Usto g 3
1 —14 57
1o-ug 00 ¥

Uber die Zwischenlosung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen.

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:

34



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1 0 0 (n 2
L=12 1 0 Y= 4 R=1 0

1 —14

3 &5 1 Y3 1

Lyn=2=y =2

2 _
— . 1- :0:> e
3 y1+1-y Yo 3
S SIS DV R
3 Y1 5 Y2 Ys = y3—5

Laut Definition gilt:
U.-X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

3 1 -1 1 2

= -5 14 = = -4
U=lo3F 3 X=1 = =13
57 17

00 ¥ 23 u

3'1’1"‘1'1’2—1'[E3:2

-5 n 14 —4
— —  Lq = —
3 773 73
57 17
5 bt
Daraus folgt die Losung:
T %
T3 —é—;

Probe: siehe bei (a).
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y—z2=2

2 —y+42=0

r+oy—2z=1

3 1 -1 x 2
2 -1 4 y | =10
1 5 =2 z 1

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

zu Aufgabe 3 (s. S. 19)

(a) GAUSSsches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

—1 T 1

-1 y | = | 1

3 z 2
20— z=1

20 +4y —z=1

—x + 8y + 3z =2

Aus der ersten und zweiten Gleichung folgt direkt: y = 0
Sortiert man die Zeilen neu, so bekommt man folgendes Schema fiir das GAUSSsche

Eliminationsverfahren:

1

-8

20

16

-3

-2
1| 1 | —2- 1. Zeile
—1] 1 | =2 1. Zeile
I
-2
51 O
21 O
4
3.Zeile = Oy+5z=5
=z =
1. Zeile = r—3=-2
=z=1
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(b) CRAMERscheRegel

Ausgangsgleichungen:

x 1
2 4 -1y =11

z 2

-X=R

A

Als Nebenrechnung werden die Determinanten getrennt berechnet. Dabei kann bei
dreireihigen Determinanten auf die Methode der Unterdeterminanten verzichtet wer-
den und iiber die fiktive Wiederholung der beiden ersten Spalten das Produkt der
“Hauptdiagonalen” um das Produkt der ”Unterdeterminanten” subtrahiert werden (Re-

gel von SARRUS).

2 0 —1
detA=D=| 2 4 —1
-1 8 3

D=2-4-340-(=1)-(=1)+(=1)-0-8

—(=1)-4-(-1)4+2-(-1)-8+0-2-3

D =20

10 -1}]10

Dy=|14 1|1 4
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

D, =0
2 0 1 2 0
D.=| 92 4 1 2 4
-1 8 2| -1 8
D, =20

Daraus ergeben sich die Unbekannten des Gleichungssystems:

D, 20
D 20
D, 0
Y= ="
_D._20
=D T2
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(c) Verwendung der InversenA~! - R = X

2 0 —1 x 1
2 4 -1 ||y |=]1
-1 8 3 z 2

‘X=R

A

Ausgangsgleichungen:

Die Berechnung der Determinante von A erfolgt wie bei (b) (s.S. 23) beschrieben und
liefert det A = 20

Daran anschliefend miissen die neun Unterdeterminanten berechnet werden, damit an-
schlieBend die inverse Matrix A ~! berechnet werden kann.

Die Unterdeterminanten ergeben sich entsprechend der Rechenregeln fiir Determinan-

ten zu
Un: (4-3)—(8-(-1) = 20
Up: (2:3)—((-1)-(-1) = 5
Uss: (2:8)—((-1)-4) = 20
Up: (0-3)—(8-(-1) = 8
Up: (2:3)=((-1)-(=1) = 5
Us: (2:8)—((-1)-0) = 16
Upp: (0-(=1))—(4-(-1)) = 4
Uy : (2-(=1))—(2-(=1) = 0
Uss: (2-4)—1(2-0) = 8

Entsprechend der Regeln zur Bildung der inversen Matrix (s.auch S.16ff) ergibt sich
die Inverse zu

40



1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

und die Losung des Gleichungssystems

X=A"1R
2 1
1 —= =
5 5
_ L B
4 4
2
1 —= =
5 5
2.2
5 5
11
X=] ——4+-+0
1717
4 4
1— -+ =
5 5
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

(d) LU-Zerlegung

42

Ausgangsgleichungen:
2 0 —1 x 1
2 4 -1 y | =11
-1 8 3 z 2
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 O U1 U2 U3 2 0 —1
l,y 1 0 ’ 0 U9 uss = 2 4 -1
l31 l32 1 0 0 Uuss -1 8 3

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

1-upp =a;; =3 = U1 =3
1-upy =a, =1 = up=1
1-uq3 =a13 =-1 = u3z=-1
lor - uny =ay =2 = gy = %
lop - urp 41 - g =ayp =-1 = up=3
lor - w1z +1 - ugs =ay =4 = Uz = 1?4
l31 - un =az; =1 = 3= %
I31 - u1p  +l32 - uz =ayp =5 = lp=7"
l31- w1z +lgp-ups +1-uzs =azgz =-2 = ug=753%
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 00 2 0 —1
L= 1 10 U=]1014 o0
-3 21 00 3

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen.

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:

1 00 W 1

L=1 1 10 Y= 4 R=|1

—1 21 s 2
Loy =1 = y=1
T-yr +1-9 =1 = yp=0
—%'3/1 +2-y, +l-ys =2 = 3/322

Laut Definition gilt:

U-X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhélt man:

2 0 -1 T 1
U=]014 o0 X=1 2 Y=o
00 g XT3 g
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KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

2 T —1- r3 = 1
4. ) =0
Daraus folgt die Losung:
I 1
X = i) = 0
x3 1
(e) CHOLESKY-Verfahren
Ausgangsgleichungen:
2 0 -1 x 1
2 4 -1 |1y |—| 1
-1 8 3 z 2
A-X=R

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

zu Aufgabe 4 (s. S. 19)

(a) GAUSSschesEliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3
2v+ 4y +82 =13
3r 49y +272z =34

In einer Matrix dhnlichen Form kann man schreiben:

2 4 8|13 | =2 1. Zeile

39 27|34 | =3 1. Zeile

0 6 24|25 | =3 2. Zeile

3. Zeile 62 =4 = =2
) 9 5
2. Zeile 2y—|—6-§:7:>y:§

1. Zeile r+342=3=,=3
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(b) CRAMERscheRegel

Ausgangsgleichungen:

r+y+z=3
20 +4y + 82 =13

3z 49y + 27z =34

11 1 x 3
2 4 8 y | =1 13
39 27 z 34

Als Losungsweg wird die Entwicklung nach der 1. Zeile (= Unterdeterminanten)

gewdhlt:
11 1
A=[24 38
39 27

D=detA=1-(4-27-9-8)—1-(2-27—3-8)+1-(2-9—3-4)

D =12

34 9 27

D,=3-4-27-3-8-9-1-13-27+1-8-34—-1-4-344+1-13-9

D, =10
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1 3 1 11 3
2 13 8 D:=12 4 13
3 34 27 39 34
18 D.=38

D, 10 5
YD 12§
D, 18 2
Y=D " 12" 3
D, 8 2
=D 127
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(c) Verwendung der Inversen A~! - R =X

Ausgangsgleichungen:
11 1 3
A=12924 38 D =12 R=1] 13
39 27 34
Upyjp: (27-4)—(8-9) = 36
Upg: (2-27)—(3-8) = 30
Us: (2:9)—-(3-4) = 6
Uy : (1-27)—(1-9) = 18
Up: (1-27)—(1-3) = 24
Us: (1-9)—-(1-3) = 6
Usp 0 (1-8)—(1-4) = 4
Usp: (1-8)—(1-2) = 6
Uss: (1-4)—(1-2) = 2
36 —18 4 3 -3 3
Al = % 30 24 —6 |=| -2 2 -1
R b -4 -
4o () [ eeeew
AN R=| 5 9 _1 13 [=| -54+26-17 | =
beror) -y

48
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

(d) LU-ZerlegungAusgangsgleichungen: Ausgangsgleichungen:

11 1 3
A=11214 38 R=1{ 13
39 27 34
Berechnung:
A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
A=L-U

Dabei werden aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonalen der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1 U2 U3 1 1 1
loy 1 0 ’ 0  ugy Uog = 2 4 8
l31 132 1 0 0 Uuss 3 9 27

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.

1-upp =a;; =1 = up=1
1-up =app, =1 = up =1

1-us =a3 =1 = wusz=1

lor - upy =a9g =2 = =2
lop - w12 41 - ug =99 =4 = Uy =2
lor - w1z +1 - ugs =a93 =8 = up3==~6
l31 - u1y =a3 =3 = I33=3
l31 - w12 +l3o - ugn =ay3 =9 = I3p=23
la31 Uz Hlgo-ugg +1-uss =asy =27 = u33 =6
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Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

100 1 11

3 3 1 0 0 6

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen.

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:

100 n 3

L=121 0 Y= | 4 R=1 13

331 Us 34
1'y1 =3 = y1:3
2-y1 +1-ye =13 = p="7

3-yn A3y +loys =34 = y3=4
Laut Definition gilt:
U.X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

111 T 3
U=]|0 2 6 X=1 2 Y=|7
00 6 T3 4
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1']}1 —|—1.I'2 +1$3 =3

2'ZL’2 +6'l’3 =7

6 - r3 = 4
Daraus folgt die Losung:
T %
T3 %
(e) CHOLESKY-Verfahren
Ausgangsgleichungen:
r+yt+z=3

20 +4y +82 =13

3r+9y+272=34

11 1 x 3
2 4 8 y | =1 13
39 27 z 34

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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° zu Aufgabe 5 (s. S. 19)

(a) GAUSSsches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:
2r — 4y +9w =25
3r—3y =32+ 11w =27
dr + 6y—152 4+ 5w = —5
3r+y —4z+ 12w =32
In einer Matrix d@hnlichen Form kann man schreiben:

2 —4 0 9] 25 | vertauschen
3 -3 =3 11| 27 | vertauschen

4 6 —15 5| -5

301 —4 12| 32 | -3

4

4 6 —15 5| -5 | — 5-1. Zeile

9 3 —12 36| 96 | —4.1. Zeile

3 =3 -3 11 27

—-11 21 0 —50 | —140 | +5,5-2. Zeile

-3 15 0 -8 —12 | +1,5-2. Zeile
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3 =3 =3 11 27

0 9 0 55| 255 |  +93. Zeile

o 0 0 1 3 = w=3
¥

-y—0,5-3 = -2, = y=1

20— 4427 = 25 = x=1

3—-3-32+33 = 2T = z2=2
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(b) CRAMERsche Regel

Ausgangsgleichungen:
2r — 4y +9w =25
3r—3y =32+ 11w =27
dr 4+ 6y—152 + dbw = —H5
v +y —4z+ 12w = 32
2 -4 0 9 25 x
3 -3 =3 11 27 Yy
4 6 =15 5 -5 z
3 1 -4 12 32 w
Da:i
Tr; =
D

Berechnen der Determinante D (entwickeln nach der ersten Zeile):

2 —4 0 9
3 -3 -3 11
D =detA= 4 6 —15 5
3 1 -4 12
-3 -3 11 3 -3 11 3 -3 -3
=2 6 —15 5|—(-4)-|4 —-15 5[40-...—9-|4 6 —15
1 -4 12 3 -4 12 3 1 —4

= 2.(540 — 15 — 264 + 165 — 60 + 216)
+4- (=540 — 45 — 176 + 495 -+ 60 + 144)
— 9. (=724 135 — 12 + 54 + 45 — 48)

= 1164 — 248 — 918
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Berechnen der Determinante D, (entwickeln nach der ersten Zeile):

25 —4 0 9
27 -3 -3 11
De = -5 6 —15 5
32 1 -4 12
27 -3 11 27 -3 11 27 -3 -3
=25-{ -5 =15 5 |—(-4)-| -5 =15 5|-=9-| -5 6 —15
32 -4 12 32 -4 12 32 1 —4
D,=-2
Daraus folgt:
D, -2 ]
rT=— = — =
D —2
Berechnen der Determinante D, (entwickeln nach der ersten Zeile):
2 25 0 9
3 2t -3 11
Dy = 4 -5 —-15 5
3 32 -4 12
27 -3 11 3 =3 11 3 271 =3
2-| -5 =15 5 |—25-14 —-15 5|—-9-|4 -5 —-15
32 —4 12 3 -4 12 3 32 —4
D, = —2
Daraus folgt:
Db, -2 ]
v= D -2
Berechnen der Determinante D, (entwickeln nach der ersten Zeile):
2 —4 25 9
3 =3 27 11
D: 4 6 —5 5
3 1 32 12
-3 27 11 3 27 11 3 =3 11
= 2 6 -5 5 |—(-4)-14 -5 5|+25-|4 6 5
1 32 12 3 32 12 3 1 12
3 -3 27
—-9-14 6 —5
3 1 32
D, =—4
Daraus folgt:
D, —4
Z:—:—:Q
D -2
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Berechnen der Determinante D,,(entwickeln nach der ersten Zeile):

W B W

Dy =—-6

Daraus folgt:

Zusammengefasst ergibt sich also der Losungsverktor:

56

—4
-3
6
1

-3
6
1

0
-3
—15
—4

-3
—15
—4

25
27
-5
32

27
)
32

w

+4.

3 =3 27
4 —15 =5
3 -4 32
D, —6
—_— = — = 3
D —2

—95.

3
4
3

-3
6
1

-3
—15
—4
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(c) Verwendung der InversenA~! - R = X

Ausgangsgleichungen:
2z — 4y +9w =25
3r—3y —3z+ 11w =27
dr + 6y—152 4+ 5w = —5
3r+y —4z+ 12w =32
2 -4 0 9 25
3 -3 =3 11 27
A= R = X =
4 6 =15 5 )
3 1 -4 12 32
2 -4 0 9
3 -3 =3 11
D = det =-2
4 6 =15 5
3 1 -4 12
-3 =3 11 -3 11
Ui = det 6 —15 5 | =582 Uyp = det —-15 5§
1 -4 12 —4 12
3 =3 11 -3 -3
U13 = det 4 3 5 = 146 U14 = det 6 —15
3 1 12 1 —4

= —62

=102
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U21 = det

U23 = det

U31 = det

U33 = det

U41 = det

-3

1

3

-3

6

-3 11

-4 12

-3 11

-3 11

—-15 5

=539

= 140

=103

= 26

=33

UQQ = det

U24 = det

U32 = det

U34 = det

U42 = det

=15 5

-4 12

-3 11

= —59

=98

=11

=18
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2 -4 9 2 -4 0
Uys = det 3 -3 11 = -8 Uy=det| 3 _3 _3 |=-6
4 6 5 4 6 —15
Damit lautet die inverse von A:
582 =559 103 33
A 1 62 =59 11 3
2 146 —140 26 8
—-102 98 —-18 —6

Daraus berechnet sich die Losung des Gleichungssystems zu :

X=A"1R

582  —559 103 33 25

1 62 —59 11 3 27
X=-3-

146 —140 26 8 -5

—102 98 —18 —6 32

25 - 582 — 559 - 27 — 5-103 + 32 - 33

1 25-62 —-59-27 —5-11+32-3

2 25 - 146 — 140-27 — 5-26 + 32 - 8

—25-102+98-27+5-18-32-6
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Daraus folgt die Losung des Gleichungssystems:

(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
20 —4y + 9w = 25
3r — 3y — 3z + 11w =27
dr + 6y — 152 4+ 5w = =5
3r+y—4z+ 12w = 32
2 —4 0 9 T T 25
3 -3 =3 11 Y T 27
A= X = = R =
4 6 —15 5 z T3 -5
3 1 —4 12 w T4 32

A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).

L-U=A;

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonale der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

ailr a2 a3 Ay 2 —4 0 9

(21 QG2 A23 QA4 3 -3 =3 11
A. — fry

azy Gz Q33 A34 4 6 —15 5

(41 Q42 Q43 A4y 3 1 —4 12
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wird zerlegt in: L - U

1 0 0 O Uil Uiz U1z Ui
by 1 0 O 0  uge Uz U2
L= U=
31 I3 1 0 0 0 ugs us
Iy g lag 1 0 0 0 uwy
A=L-U

2 —4 0 9 1 0 0 0 U1l U2 U3 Uig
3 -3 =3 11 loy 10 0 0 w9 Uz U
4 6 —15 5 E l31 I3z 1 0 0 0 ‘uss wus
3 1 —4 12 lyg lyo lys 1 0 0 0 ‘uy

Laut Definition gilt:

I =1
lyg =1
33 =1
lyg =1

61



KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Berechnung der iibrigen Koeffizienten:

lll

l21
l21

l21

“Up F lig - uor + i s usy + iy - ugn = aqg

1 41 +0-04+0-040-0=2

“Uig + Lo - Ugg + 113 - Usg + Lig - Uge = aq2

1U12+0U22+00+002—4

“u13 4 lig - U3 + 13 - usg + lig - waz = a3

1'U13+0'(—3>+0'U33+0'0:0

“Ura + lig - Uoa + lig - Usa + lig - Ugg = 14

1'U14+0'U14+0‘U34+0'U44:9

“Upy A+ log - uay + Loz - usy + log - ugy = ao
-24+1-04+40-04+0-0=3

“Upg + log - Ugg + la3 - Use + log - Use = g

S (-4)+1-up+0-0+0-0=-3

l21

U3 4 log - Ugz + la3 - Usz + log - Usg = ao3

3. 0+1-ups+0-uz3+0-0=-3

121

“Urg + log - U + L3 - Uss + log - Ugy = a4

%'9+1'UQ4+0'U34+0'U44:11
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l31 - i1 + l32 - ugr + 33 - uzy + 34 - ug1 = az;
l31-2+13-04+1-0+0-0=4

l31 - u1g + I3z - uga + l33 - uge + 34 - us2 = az
2-(—4)+132-34+1-0+0-0=6

I31 - w13 + I3 - gz + l33 - uzs + 34 - ua3 = azs
2.0+ (=3)+1-uz3+0-0=—15

l31 - w1g + 32 - U + l33 - Usg + l34 - Ugs = a3

294+ % (=2)+1-ug+0-uyu=5

lan - uy + lag - ugr + lag - uzy + lag - ugr = ag
log 241y 04+ 1ly3- 0414y -0=3

la1 - w2 + lag - ugg + lyz - usg + lag - wg2 = ago
S (44l 3+lg-0+1lu-0=1

lar - urg + lag - uog + lag - uzz + lag - Ugz = ag3
2041 (=3)+ly-(—1)+1lu-0=—4
ly1 - urg + lyg - Uy + lyz - Uzg + lag - Ugy = ayy

3941 (<3) + (=3) - (—4) + 1wy = 12

Damit lauten die Dreiecksmatrizen:

1 0 0 0 2 —4
1 0 0 0 3
L: U:
2 41 0 0 0
21 31 0 0

I3 =2
14
l32 = 3
U3z = -1
4
U3y = —3
_ 3
ly = 3
7
lyz = 3
l43 = —3
_ 1
Ugq = 3
9
_3
2
_4
3
1
3
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Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

L-U-X=R

mit Y=U.

ergibt sich L-Y=R

1 0 0 0 U
%100 Yo
2 ¥ 1 0 yg_
2 5 31 ya

lo1 - y1 +la2 - y2 = 1o
32541y, =27

a1 y1+ 132 Y2+ 33 - ys =13

2:25+ 8. (=2)+1-y3=—-5

Iy -y1 +laor - Yo+ lug - ys +lag - ys =14

2.25+2-(=2)—3-(=6)+1-ys=32
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U-X=Y

2 -4 0 9 1 25
0 3 -3 -3 | | %
0 0 -1 —3 T3 ) —6
00 0 1 4 1

Ugq - T4 = Y4

—xy=1 = T4 =
3T 4

U3z * T3+ Uzq * T4 = Y3
4

Ugg * To + Uz * T3 + U4 * T4 = Yo

) 21
3-x2+(_3>'2+(—§)'3:—7 — 1z =1

Ur1 - L1+ Urg - To + U13 - T3 + Utg - T4 = Y1
2.1+ (~4)-1+0-24+9-3=25 =g =1

Damit hat man die gleiche Losung erhalten wie bei den anderen Verfahren:

T T 1

T2 Yy 1
X pu— p— pu—

T3 z 2

Ty w 3
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(e) CHOLESKY-Verfahren

Ausgangsgleichungen:
20 — 4y + 9w = 25
3r—3y — 3z + 11w =27
4o + 6y — 152 + 5w = =5
3 +y—4z 4+ 12w = 32
2 -4 0 9 25 x
3 -3 -3 11 27 Y
A= R = X =
4 6 —-15 5 -5 z
3 1 -4 12 32 w

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A. Dies ist hier nicht gegeben.
Damit ist das CHOLESKY-Verfahrens nicht anwendbar.
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° zu Aufgabe 6 (s. S.19)

(a) GAUSSsches Eliminationsverfahren

Ausgangsgleichungen:
2 1
1 1
-2 1
2 1 =2 1
1 1 1 6
-2 1 -2 -3
Y
1 1 1 6
2 1 =2 1
-2 1 -2 =3
Y
1 1 1 6
0o -1 -4 -—11
0 3 0 9
3. Zeile

2r+y—2z=1

r+y+z2=06

—2r4+y—22=-3

—2 T 1
1 y | = 6
—2 z -3
| =2 1.Zeile
| 2 1. Zeile
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2. Zeile —1ly—4-z=—-1l;=2=2

1. Zeile r+y+z=60=a=1

Probe

2-1+1-3-2-2=1

1-1+1-34+1-2=6

—2.141-3-2.2=-3
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(b) CRAMERsche Regel

Ausgangsgleichungen:
20 +y—2z=1
r+y+z=6
—2r+y—22=-3
2 1 =2 1 x
A= 1 1 1 |7 R=| 96 | X=|y
-2 1 =2 -3 z
Dm'
€T; =
D
2 1 =2
D=detA=det| 1 1 1 |=—4-2—-2—-4—-242=-12
-2 1 -2
D=-12
1 1 =2
D,=det| ¢ 1 1 |=—2-3-12-6-1+4+12=—-12
-3 1 =2
_D,E_—12_1
"TD T 2T
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2 1 -2
D,=det| 1 ¢ 1 |=-24—-246-244+6+2=-36
-2 -3 -2
D, —36
:_:_:3
DT T2
2 1 1
D,=det| 1 1 ¢ |=—6—-12+14+2-12+3=-24
-2 1 =3
_DZ_—24_2
Th T Ti2T
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(c) Verwendung der Inversen A~! - R =X

Ausgangsgleichungen:
2r+y—2z=1
r+y+z2=6
—2rx+y—2z2=-3
2 1 =2 1 x
A=1 1 1 1 [ R=1 6 |[; X=1y
-2 1 =2 -3 z
2 1 =2
D=det| 1 1 1 |=-12
-2 1 =2
Up =1-(-2)—1-1 = -3
U =1-(-2)—1-(-2) = 0
Us =1-1-1-(-2) = 3
Uy =1-(-2)—1-(-2) = 0
Upp =2-(-2)-(-2)-(-2) = -8
Uy =2-1—-1-(-2) = 4
U =1-1—-1-(-2) = 3
Uy =2-1—-1-(-2) = 4
Uz =2-1—-1-1 = 1
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-3 0 3
A‘l——%- 0 -8 —4
3 -4 1
-3 0 3 1 —3+0-9
X—A'R=-—. 0 -8 —4 || 6 - 0—48+ 12
12 12
3 -4 1 -3 3-24-3
1
X=13
2
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(d) LU-Zerlegung

Ausgangsgleichungen:
2r+y—2z=1
T+y+z=06
—2r+y—22=-3
2 1 =2 1 x
A= 11 1 |5 R=]96 [; X=[y
-2 1 =2 -3 z

A-X=R

Grundgedanke der LU-Zerlegung ist die Bildung der beiden Dreiecksmatrizen L
(Lower) und U (Upper).
L-U=A

Dabei wird aus Griinden der Eindeutigkeit und der Vereinfachung die Elemente der
Hauptdiagonale der unteren Dreiecksmatrix L zu Eins gesetzt.

1 0 0 U1l Uiz U3 ai; a2 a3
L-U=s1 00 1 0| | 0 wp upg [T an an asx
I31 32 1 0 0 ugs asy sz ag3

2 1 -2

= 11 1

-2 1 =2

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes L - U und anschlieBendem Elemente-
vergleich mit der A-Matrix erhilt man folgende Gleichungen.
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1-u1+0-04+40-0=a11=2=>u;1 =2

1-uo4+0-uUp+0-0=ap=1=>uy=1
1-ui34+0-ups+0-us33 =ai13=—2=>ujz3=—2

1

l21'u11+1-0+0-0=a21=1=>l21:§

1

121-u12+1-u22—|—0-02a22:1:>u22:§

lor w13 +1-u3 +0-usg =ags =1=>ug =2
la1-up +1l32-0+1-0=az = —2=>1[3 = -1

l31-wia+ 1l -upp+1-0=azp=1=>13=4

l31 - w1z + g - ugs + 1 - usg = aze = 1 => ugz = —12

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen

1 00 2 1 -2
L=1 1 10 U=lo01l 2
~1 4 1 00 —12

Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:
A-X=R
A=L-U
L-U-X=R
~——
Y
L-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen L und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:
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1 00 U1 1

L = 110 Y = | 4 R = 6

-1 4 1 Ys -3
1y1+0y2+0y3:1

1+ 1-y2+0-y3=06

—1l-yp+4-yp+1-ys=-3

y1 =1
11

9225

ys = —24

Laut Definition gilt:
U.-X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen U und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

21 =2 x 1

= 1 = = 11
U 0 1 2 X y Y 4
0 0 —12 z —24

2.z+1-y—2-2=1
1
O-m+§-y+2-z:—

0-z24+0-y—12.-2=-24

Daraus folgt die Losung:

T 1
z 2
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(e) CHOLESKY-Verfahren

76

Ausgangsgleichungen:
20 +y —2z=1
rT+y+2=6
—2r+y—22=-3
21 -2 1 x
A=1 11 1| R=| 6| X=|y
-2 1 -2 -3 z

Die Voraussetzung fiir die Anwendung des CHOLESKY-Verfahrens ist eine symmetri-
sche Koeffizientenmatrix A.

Zusitzlich muss diese Matrix noch positiv definit sein. Dies wird mit Hilfe der Haupt-
minoren bestimmt.

A ist positiv definit, wenn alle Hauptminoren groer Null sind. Der Hauptminor
(Hauptunterdeterminante) A ist die Determinante der Matrix die entsteht, wenn man
die Null letzten Zeilen und Spalten streicht, also von A selbst.

2 1 =2
Ay =detA = 1 1 11=2-(=2-1)—-1-(-24+2)4+(-2)- (1 —(-2))
-2 1 =2

= —6+0-6=—12

Damit ist A nicht positiv definit.

Der Vollstiandigkeit halber die beiden anderen Hauptminoren:
Der Hauptminor A; ist die Determinante der Matrix die durch streichen der letzten
Zeile und Spalte entsteht.
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Der Hauptminor A, ist die Determinante der Matrix die durch streichen der letzten 2

Zeilen und Spalten entsteht.
Ay, =2|=2

Trotz dem die Voraussetzung der Positiv-Definitheit von A nicht gegeben ist, ldsst
sich das Verfahren dennoch anwenden. Als Resultat entstehen imaginire Eintrige in

den Matrizen B und B”'.

B -BT=A;
by 0 0 bir ba1 ba a1 Q2
B B'=| 5y by 0 || 0 by by | =] ann an
bs1 bs2 bs3 0 0 bss a3 a32
2 1 =2
= 1 1 1
-2 1 =2

@13

23

a33

Nach Ausmultiplizieren des Matrizenproduktes B - B” und anschlieBendem Elemen-

tevergleich mit der A-Matrix erhélt man folgende Gleichungen:

b11'611+0'0+0'0:a11:2:>b11:\/§

>

bll'b21+0'b22+0'0:a12:1:>b21:7

by -bsy +0-bsy +0-bgg = ay3 = —2 => by = —V/2
V2

b§1+b§2+0-0:a22:1:>b22:7

byt - gy + bag - bgg + 0 - bgg = agg = 1 => bgy = 2/2;

b§1 + b§2 + b§3 =a33 = —2=> b33 = 2v/—3

Damit lauten die beiden Dreiecksmatrizen:

V2 0 0 V2

e[
|
&

2V/2
—V/2 2v2 23 0 0 2V-3

vy

Il
oIS
oIS

(@]
vy
~

|

@)
oIS
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Uber die Zwischenldsung Y lisst sich der Losungsvektor X berechnen:

Allgemein gilt:
A-X=R
A=B B”
B-B"-X=R
—_—
Y
B-Y=R

Nach der Multiplikation der Matrizen B und Y und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite R erhilt man:

V2 0 0 (7 1
B = g \/Ti 0 : Y = T E R = 6
V2 2v2 2¢/-3 Y3 -3

V2o +0 a4+ 0-ys =1

V2 V2
-~ nt—y+0-y3=6
2 2
V2 +2V2yy + 2V =3y = =3
)
Y1 = 5
n
Y2 NG
12
Y3 =3

Laut Definition gilt:
B - X=Y

Nach der Multiplikation der Matrizen B” und X und dem Elementevergleich mit der
rechten Seite Y erhilt man:

V2 2 3 . v

BT= V2 X = Y = 1L
0 %2 2V2 y "

12

0 0 2v-3 2 —7%
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1.3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

ﬁ-x—%?-y—\/ﬁ-z:\g

1

—_

2
O~x+\/7_-y+2\/§-z:

S

0-2+0-y+2V/-3-2=———
y \/__3

Daraus folgt die Losung:

T 1
Z 2

- Bemerkung: Wie zu sehen, ldsst sich das Verfahren auch anwenden, obwohl die
Bedingung der Positiv-Definitheit nicht erfiillt ist. Die imagindren Zahlen heben sich
zum Ende der Berechnung gegenseitig auf.
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Kapitel 2

Vektoralgebra und Analysis

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

Aufgaben zu 2:

1. Die Vektoren @, 5, ¢ sind durch ihre Koordinaten gegeben:

a, =5 b,=3 c¢,=—-6
ay="7 by=—-4 ¢,=-9

a,=8 b,=6 c,=-5
Bestimmen Sie die Lange des Vektors d=a+b+¢

(Losung s.S. 84)

2. Gegeben sind die Vektoren a = 27 — 3;+ 5kundb =37 — wj'—l— 2k.
Berechnen Sie w so, dass die Vektoren senkrecht zueinander stehen.

(Losung s. S. 85)

3. Berechnen Sie fiir o = 2y + yz + zz und A = 22yi + 22 ] + 22z k:
@A Vo V-4 (©)(Vy) x A

(Losung s.S.85)

4. Ein Partikel bewegt sich entlang einer Raumkurve mit den Koordinaten x = 3 + 2¢,
y = —3e 2 z = 2sin 5t.
Berechnen Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Partikels fiir eine
beliebige Zeit t.
Geben Sie ihren Betrag sowie auch den zuriickgelegten Abstand fiirt = Ound ¢t = 1
an.

(Losung s.S.87)

5. Gegeben ist das skalare Potentialfeld in einem Filter h = xy + yz + 2.

a) Bestimmen Sie die Filtergeschwindigkeit (Vektor und Betrag)
b) Gibt es Quellen- und Senkenaktivitidt im Filter?
c¢) Ist die Stromung im Filter wirbelfrei?
Gegeben sind k = 10™*ms~! und grad(—k) = 0.
(Losung s. S. 89)

6. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schad-
stoffes entspricht im Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geome-
trischen Figur:

Cla,y) =50 = ((z =5+ (y = 5)°)
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a) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich
von C'(z,y) = 0mg bis 50 mg mit einer Schrittweite C(z,y) = 10.

b) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(3,4) und bestimmen Sie den Betrag
und den Richtungswinkel.

(Losung s. S.91)

7. Eine Schadstofffahne hat sich im Untergrund ausgebreitet. Die Verteilung des Schad-
stoffes entspricht im Wertebereich x ::= 0 bis 10 und y ::= 0 bis 10 folgender geome-
trischen Figur:

C(z,y) = 125 — (22 — 10)* + (y — 5)°)
a) Skizzieren Sie die Aquipotentiallinien fiir die Konzentrationswerte im Bereich
von C'(x,y) = Omg bis 125mg mit einer Schrittweite dC(x,y) = 25.

b) Berechnen Sie den Gradienten am Punkt P(5, 10) und bestimmen Sie den Betrag
und den Richtungswinkel.

(Losung s. S.93)

8. Der Grundwasserstand eines einseitig durch eine Barriere begrenzten Grundwasserlei-
ters und eines Brunnens soll durch folgende geometrische Figur beschrieben werden:

1 . 2
sy LW 101
2 T

a) Skizzieren Sie die Hydroisohypsen im Bereich von zp = 1m bis zg = 5m mit
einer Schrittweite dzp = 1m fiir die Koordinaten 0 < x < 10

b) Berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit mit & = 0,0001ms~! am Punkt P(5,5);
bestimmen Sie den Betrag und den Richtungswinkel a.

c) Ist dieses Feld quell- und senkenfrei?

(Losung s. S. 95)

9. Der Grundwasserstand einer Grabenanstromung im Grundwasserleiters soll durch fol-
gende geometrische Figur beschrieben werden.

Zr =y + 3w

a) Skizzieren Sie die Hydroisohypsen im Bereich von zz = 1m bis 5m mit einer
Schrittweite dzgp = 1m.

b) Berechnen Sie die Filtergeschwindigkeit mit & = 0,0001ms~" am Punkt P(5, 5);
bestimmen Sie den Betrag und den Richtungswinkel

c) Ist dieses Feld quell- und senkenfrei?
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

Losungen zu 2:

ezu Aufgabe 1 (s. S. 82)
Es sind zwei Schreibweisen moglich:

Koordinatenschreibweise:
G4b+C=(ag+by+ca)i+ (ay+by+¢,) ]+ (az +b. +c.) k
—(5+3—6)i+(T—4—9)j+(8+6-5)Fk

d=2 —6i+ 9%k

Matrizenschreibweise:
T
5 3 —6
i+b+c=| 71 i+ 4 i+ —9 k
8 6 -5

N.l

ol

~
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 82)
Wenn zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen, ist ihr Skalarprodukt gleich Null.

!

a-b=0 wenn (chg)
Das Skalarprodukt zweier Vektoren errechnet sich aus:

b= azb, + a,b, + a.b,

QU

L

Syl
Il

o

Da das Skalarprodukt eine skalare Grofle ist, wird aus der Vektorgleichung eine skalare

GroBengleichung.

Mit den beiden Vektoren erhilt man:

!

| — 37 + 5k

ST
I
b
o~

Sl
I

31 —wj—l— 2k

2.3+ (=3-—w)+5-2=0

6+3w+10=0

16
3

w =

Damit erhilt der Vektor b folgende Gestalt

. o 16 -
b:3i+§6'+2k

e zu Aufgabe 3 (s. S. 82)
a. Berechnung des Skalarprodukts der Vektoren A und V:

Vo = 8($y+yz+zx)z+

8(xy+yz+zx)~.+ 0(xy+yz+z2z) -
ox oy J 0z

k

=(y+2)i+@+2)j+@+y)k

AV =(2%) - (y+2)+ (¥%2) - (z+2) + (%2) - (x +y)
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

b. Berechnung des Produkts der Skalarfelder V A und ®

Dazu wird zuerst der Gradient VA = divA gebildet:

9 (%)
ox oy 0z

VA=
VA = 2zy 4+ 2yz + 2zx
und dann die skalare Multiplikation ausgefiihrt:
—
0 - VA= (xy+yz+zz)- 20y + 2yz + 221)
Q- V_A> =2 (x2y2 + 2wz + 2Pyz 4+ y22? 4 2oy + 2Pyz + x222)
c. Berechnung des Kreuzproduktes der Vektoren V¢ und A

Das Kreuzprodukt ist definiert zu:

— — —
1 J k
ﬁ
Vox A= ytz2 o4z ytua
2 2 2

'y y'z 'z

Nach den Regeln der Determinantenberechnung wird eine dreireihige Determinan-
te zerlegt in die Summe der Elemente der ersten Zeile, multipliziert mit den dazu-
gehorigen Unterdeterminaten.

(o 2) (%2) = (y +2) (572)
VoxT=(7 7 T )| (4260 - w0 )

(y +2) (y*2) — (x + 2) (%)
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 82)
Die Geschwindigkeit v’ ist die Ortsinderung pro Zeiteinheit:

N 3? 0 3 - I, Vi . -
UZEZEOt +2t) 1 —3e j—i—2sm(5t)k)
—
i
—_ 0 —
v=g t3+2t =372 2sin(5t) || J
H
k

s.l

v = ( 312 +2 62 10cos (5¢) ) :

>~ .

Daraus ergibt sich der Betrag der Geschwindigkeit zu:

] = /(322 + 2)7 + (6e2)? + (10 cos (51))’
Die Beschleunigung @ ist die Anderungs der Geschwindigkeit pro Zeiteinheit

N 67 0 2 - ot -
= ((3t +2) i 4+6e > j +10cos (5t) k’)

T ot ot
—
i
70 2 —2t e
@ =5 3t°+2 6e 10cos(5t) )|
N
k

=]

@ = ( 6t —12e2 —50sin (5¢) > :

S

Daraus ergibt sich der Betrag der Beschleunigung zu:

| = \/(625)2 + (—12e=2t)* 4 (=50sin (5t))°

Fiir die Punkte t = 0 und ¢ = 1 ergeben sich folgende Werte:
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

¢ v ¥ @ E
— —> — —
0 29 +675 +10k 11,8322 —12 3 12

— — — — — —
1|57 +0,8127 +2,837Tk | 5,80567 | 67 — 1,624 5 +47,95Fk | 48,35

Der zuriickgelegte Weg s ergibt sich aus dem Integral der Geschwindigkeit tiber den
entsprechenden Zeitraum

s = / \/ (3t2 +2)* + (6e2) + (10 cos (5t))>dt
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 82)
a. Laut Aufgabenstellung ist:

h=xy+yz+uxz

und
grad(—k) =0
v = grad(k - h)
=V (k-h)
= (Vk)-h+k-(Vh)
Da gilt:
Vk=0
folgt:
T = k- (Vh)
v =k-V(ry+yz+2)
Mit 5 P
Ve =T +—j +—Fk
ox Yy z
erhilt man:
Vh:8(xy+yz+xz)?+8(xy+yz+xz)7+8(xy+yz+xz)?
ox oy 0z
—
i
= _ < ) -
v=rFk\y+z 2+z y+ax || J
—
k

=k /(g2 + (2 + ) + (y + 2

b. Ein skalares Feld besitzt dann keine Quellen und Senken, wenn die Divergenz
gleich Null ist. Die Bilanzgleichung am reprisentativen Einheitsvolumen sagt in die-
sem Fall aus, dass die Summe der Volumenstrome hinein- und herausflieBend gleich
grof ist.
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

Daraus folgt, dass das Feld keine Quellen und Senken besitzt.
c¢. Ein Vektorfeld besitzt dann keine Wirbel, wenn die Rotation gleich null ist.

— — ? v
rotv =Vx v =20

— — —

7 Ji k

- 0 0 0
rot v = — — —
Ox Ay 0z

y+z z+z y+o

0 0
8_x(x+z)_8_y(y+z)
1-1
- - — —
:< T k‘) 1-1 =0
1-1

Daraus folgt, dass das vorgegebene Potentialfeld auch keine Wirbel besitzt.

90



e zu Aufgabe 6 (s. S. 82)
a. Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funk-
tion von y = f(x) dargestellt. Die Konzentration C'(x,y) ist dabei als Parameter zu
behandeln
(siehe Abbildung 2.1).

C(z,y) =50 — ((z—5)°+ (y — 5)%)

y:\/50—C—(x—5)2+5

—— Cizy)=0

—a—Cizy)=10
—— Cixy)=20
& Czy)=30
& Clgy)=35
—— Cizy)=i0
—— Clzy)=45
—C(zy)=50

T ' T T T T d
3 4 5 fi 7 mw o111z 13 14 15 16

T = L - BRV-Y
1 " 1 . ) . | | | I

Abbildung 2.1: Darstellung der Konzentrationsverteilung als Aquipotentiallinien

b. Mit

ergibt sich:

oC(z,y)—  0C(x,y)— 0C(x,y)—

VC(:v,y):TZ —I—a—yj +Tk’
_9(50 - ((x—5)2+(y—5)2))7
Ox
ICRICE SRV
200 (o= 4 =)

-
J

VCO(z,y) = —2(x—5)7 —2(y—5)
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

Fiir den Punkt P(3,4) ergibt sich ein Konzentrationsgradient von:
VO(3,4) = -2(3—-5)7 —2(4—5)j
VO(3,4) =47 +25

Damit ergeben sich folgende Werte fiir den Betrag und den Richtungswinkel (siehe
auch Abbildung 2.1):

IVO(3,4)] = (47+2?(
_ J6+4
IVC(3,4)| = 4,47
1

o = arctan — = arctan —
4 2

a =0,46364 £ 26, 58°
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 82)
a. Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funk-
tion von y = f(x) dargestellt. Die Konzentration C'(x,y) ist dabei als Parameter zu
behandeln (siehe Abbildung 2.2).

C(x,y) =125 — (22 — 10)* + (y — 5)%)

y:\/125—C—(2x—10)2—|—5
b. Mit

—— Cizy)=0
—a—Czy=10
—— Cizy)=20
—— C(xy)=40
—+— C(zy)=60
——C(zy)=80
—— Cizy)=100
— Clzy=125

14 14 lé 13

ergibt sich:
0C(z,y)—  0C(zx,y)—  0C(z,y)

VC(ZE,y>:TZ —I—a—yj +Tk’
~0(125— (22— 10)* + (y = 5)%)) —
= a;p 2
L9 (125 — (22 — 10)* + (y — 5)*)) =
dy
L9 (125 — ((2% _010)2 +(y—5))) 2

—
J

VO(z,y) = —4(2x — 10)7 — 2(y — 5)
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

Fiir den Punkt P(5, 10) ergibt sich ein Konzentrationsgradient von:
VC(5,10) = —4(2-5—10)7 —2(10—5)j

—

VC(5,10) =—-10j

Damit ergeben sich folgende Werte fiir den Betrag und den Richtungswinkel (siehe

Abbildung 2.2):
—
IVC(z,y)| = ’—101 ’
VC(z,y) = 1077
m
C
a = arctan chi: :Z)i
In diesem Fall gilt lim, ., — arctan(z) = =% = 31 £ 270°
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zu Aufgabe 8 (s. S. 82)
a. Zur Aufstellung des Hydroisohypsenplanes wird die Ausgangsfunktion als Funk-

tion von y = f(z) dargestellt. Die Wasserhohe zg(x,y) ist dabei als Parameter zu
behandeln (siehe Abbildung 2.3).

1y —10)?
ZR_Q T
y=+v2-x-zr+10

Wertetabelle fiir Abbildung 2.3:

X || zg=1 | zp=2 | zzp=3 | Zzp=4 | =5

10 ||| 14,47 | 16,32 | 17,75 | 18,94 | 20,00

S || 13,16 | 14,47 | 15,48 | 16,32 | 17,07

0 ||| 10,00 | 10,00 | 10,00 | 10,00 | 10,00

5 6,84 | 5,53 | 452 | 3,68 | 293

10 553 3,68 | 225| 1,06 | 0,00

———Z7ZR=] =il 7ZR=2 e 7R=3 ey ZR=4 e zR=5

20 -
15 | . "
10 ¥ lk grad(z,)| = 1,12*10* m/s
) Yy |
3 o =63,43°
\z\ AN * 2 ° $
5 decammnmcccccaaaaa L ; ................. Y
P
() T T T T T T T T i T T T T T T T T T B
0 1 ) 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 2.3: Darstellung der Hydroisohypsen

b. Die Filtergeschwindigkeit berechnet sich nach dem DARCY-Gesetz zu:
é
v

= —k - grad(zg)

Laut Aufgabenstellung ist:

1 (y —10)*
2R =
2 x
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KAPITEL 2. VEKTORALGEBRA UND ANALYSIS

Mit
ergibt sich:

T = k. (azw+%7+%z)

or oy 0z
2
N <_1M7+M7)
2 a2 T

Fiir den angegebenen Punkt P(5,5) ergibt sich die Filtgergeschwindigkeit zu:

Der Geschwindigkeitsvektor liegt im 1. Quadrant (sieche Abbildung 2.3). Der Betrag
der Filtergeschwindigkeit betrigt:

- =
7P(5,5) =—k- (—5 L 1])

- o,oom% : \/(—%Y +(~1)?

T psm)| = 0,00012 - 1,12 = 0,000112°
(5:5) s s

Der Betrag des Richtungsvektor o betrigt:

—_

|'?| = arctan % _ arctan
x

|
N |=

= arctan (2)
|?’| = 1,107 £ 63,43°
c¢. Die Quell- / Senkenfreiheit wird an Hand der Divergenz gepriift.
divv’ = div (—k - grad(zg)) = V - (—k - Vzg) 0

Entsprechend der Losung zu Aufgabe 9b ist:

Vo — <_l(y— 07— (- 10)7>

2 2 T
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Da hier laut Aufgabenstellung nur gepriift werden soll, ob Divergenz vorliegt oder
nicht, kann formal durch £ dividiert werden (k = const.) und damit ergibt sich:

V- (=k-Vzg) =0

—k-V-Vp=0
V- Vg =0
div (grad(zg)) = V - <_% (y ;210)27 ) 7)
_o <_1<y - 10>2> o 2 (b=
Ox 2 22 dy x
2
div (grad(zq)) = Y10 1 1

— 102 1
lim <u+—> 0
=00 €T X

Da dieser Ausdruck nur fiir x+ = oo verschwindet, besitzt das Feld Quell- bzw.
Senkenaktivititen.
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Kapitel 3

Interpolationsverfahren

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Aufgaben zu 3:

*(L‘Z . . . .
1. Fir die Funktion der Normalverteilung y(x) = € \/27:2, die auszugsweise tabelliert ist:

x 1,00 |1,20 |1,40 |1,60 |1,80 |2,00
a2
y() =<2 | 0,2420 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0,0540

wird der Wert y(z) fiir = 1, 5 gesucht.
(Losung s.S. 101)

2. Interpolieren Sie die Funktion y=/x fiir die Werte 2 = 1,03 und x = 1,26 an Hand
der Tabelle.

x 1,00 [1,05 |1,10 |1,15 |1,20 |1,25 |1,30

y =V || 1,00000 | 1,02470 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

(Losung s.S. 112)

3. Durch die drei Stiitzpunkte (1, —2), (2,3), (3, 1), ist eine ganze rationale Funktion
moglichst niedrigen Grades zu legen.
Wie éndert sich diese Interpolationsfunktion, wenn man auch noch den Stiitzpunkt
(4,4) dazunimmt?

(Losung s.S. 123)

4. Interpolieren Sie oben stehende Aufgaben mittels der Verfahren:

a) analytische Potenzfunktion

b) LAGRANGEsche Interpolationsformel
¢) NEWTONsche Interpolationsformel
d) Spline-Funktion
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Losungen zu 3:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 100)

a. analytische Potenzfunktion
Der Wert y = 1,5 liegt zwischenz = 1,4und x = 1,6

x | 1,40 1,60 1,80

y | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790

P(1,4) = y(1,4) = 0,1497 = ag + a1 - 1,4 + ay - 1,4
P(1,6) =~ y(1,6) = 0,1109 = ag + a1 - 1,6 +ay - 1,6

P(1,8) =~ y(1,8) = 0,0790 = ag + a1 - 1,8 +ay - 1,8

X -A=R
1 1,4 1,96 ao 0, 1497
X=11 1,6 256 A=\ ¢ R=1 0,1109
1 1,8 3,24 as 0,0790
1,6 2,56 1,4 1,96 1,4 1,96
det X=D=1"- —1- +1-
1,8 3,24 1,8 3,24 1,6 2,56

= 0,576 — 1,008 + 0, 448

= 0,016
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Berechnung von Dy nach Sarrus-Regel:
0,1497 1,4 1,96

det Ao = Do =1 0,1109 1,6 2,56

0,0790 1,8 3,24
=0,1497-1,6-3,24 +1,4-2,56-0,079 + 1,96 -0,1109-1,8

—-0,079-1,6-1,96 —1,8-2,56 - 0,1497 — 3,24 - 0,1105- 1,4
=0, 009832

10,1497 1,96

det Ay = Di=|1 0,1109 2,56

10,0790 3,24

0,1109 2,56 0,1497 1,96 0,1497 1,96
= — -

0,0790 3,24 0,0790 3,24 0,1109 2,56

=0,157076 — 0, 330188 + 0, 165868

= —0,007244

1 1,4 0,1497

det Ao =D>=|1 1,6 0,1109

1 1,8 0,0790

1,6 0,1109 1,4 0,1497 1,4 0,1497
= — -

1,8 0,0790 1,8 0,0790 1,6 0,1109

=—0,07322 4+ 0, 15886 — 0, 08426

=0,00138
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Dy 0,009832

= 20 DI (6145
0= 0,016 ’
D, 0,007244
— 2 DR 45275
“=p 0,016 )
Dy  0,00138
_ e — 0.08625
“=D 770,016 ’

P(z) = 0,6145 — 0,45275 -  + 0, 08625 - 2°

P(1,50) = 0,6145 — 0,45275 - 1,5 + 0,08625 - 1, 5°

=0,1294375
Probe:
6—1,52/2
1,5) = =0,1295175
y(1,5) Jon
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

b. LAGRANGESsche Interpolationsformel

Lineare Interpolation

P() =5 - (o + )

130:]_,4 1’1:1,6

yo = 0,1497 | y; = 0,1109

1
P(1,5) = 3 (0,1497 4 0,1109) = 0,1303;
Quadratische Interpolation
3 3 1
P = —. —. — e
(z) 3 y0+4 Yr— g2

20=1,40 |21 =1,60 |x5=1,80

Yo = 0,1497 | y, = 0,1109 | yo = 0,0790

3 3 1
P(1,5) = 3 0, 1497 + 1 0,1109 — 3 0,079 = 0,1294375;

Kubische Interpolation

1 9 9 1
P(I):—1—6'9—1+E'y0+1—6'yl—1—6'y2;

$_1:1,2 .730:1,4 x1:1,6 x2:1,8

Y1 =0,1942 | yo = 0,1497 | y; = 0,1109 | y» = 0,0790

1 9 9 1
P(1,5) = —— - 0,1942 + — - 0,1497 + — - 0,1109 — — - —0,1295125;
(1,5) = =15+ 0,1942 4 =+ 0, 1497 + - - 0,1109 — - 0,0790 = 0, :
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c. NEWTONsche Interpolationsformel

20=1,2 yo=0,1942

Ay = —0,0445
1 =1,4 y =0,1497 A2y, = 0,0057
Ay = —0, 0388 Adyy = 0,0012
2 =1,6 o =0,1109 A2y, = 0,0069 Adyy = —0,0012
Ays = —0,0319 A3y, =0
z3=1,8 y;=0,0790 A2y, = 0,0069
Ays = —0,025

24 =2,0 1y, =0,0540

Quadratische Interpolation

Ay A%y
P2($):yl+T‘($—xl)+2!.h2
Py(1,5) = 0,1497 — 29358

)

=0,1294375

Kubische Interpolation

A3y1 =0 —

(1,5—1,4) +

(r—x1) - (2 — 32);

0,0069

1,5—1,4)- (1,51
20,04 (L2 LA (L5-16)
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d. Spline-Funktion

yi || 0,242 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0,0540

hi =z —2;,=0,2
hi +hi1 =0,4
a; =Yi
co=c5=0

P(z):=a;+b;- (v — ;) +ci- (2 —2)* + d; - (x — x3)°

A-C=R
2 . (ho + hl) hl 0 0
hy 2 (hy + hy) ho 0
A p—
O hg 2. (hz + h3) h3
0 0 hs 2+ (hs + hy)
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Somit gilt:

0,8 0,2 0 0
0,2 0,8 0,2 0
A=
0 0,2 0,8 0,2
0 0 0,208
€1 1
C2 T2
C = R =
C3 T3
Cq T4
3 3
ri = (a1 — a;) — (@i —ai1) =15+ (@11 — 2+ a; + a; 1)
hi hi-1

ry = 15-(0,1497 — 20,1942 + 0,242) = 0, 0495
ry = 15-(0,1109 — 2 - 0,1497 4 0, 1942) = 0, 0855
ry =15-(0,079 —2-0,1109 + 0, 1497) = 0,1035

re=15-(0,054 — 20,079 + 0,1109) = 0, 1035

0, 0495
0, 0855

0, 1035

0,1035
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108

det A= D=0,8"

detA1 = D1 =

0,8 0,2 0
0,2 0,8 0,2

0 0,2 0,8

-0,2-

0,8- (0,512 — 0,032 — 0,032) — 0,2 - (0,128 — 0, 009)

0,3344

0, 0495
0, 0855

0, 1035

0,1035

0,0495 -

0,2
0,8

0,2

0,8

0,2

0,2 0

0,8 0,2

0,2 0,8

0,2 0

0,8 0,2

0,2 0,8

=0,022176 — 0,007776

0,0144

-0,2-

0,2 0 0
0,2 0,8 0,2

0 0,2 0,8

0,0855 0,2

0,1035 0,8 0,2

0,1035 0,2 0,8



det A2 = D2 =

0,8 0,0495 0 0
0,2 0,0855 0,2 0
0 0,1035 0,8 0,2

0 0,1035 0,2 0,8

0,0855 0,2 0

=0,8-10,1035 0,8 0,2

0,1035 0,2 0,8

— 0, 0495 -

=0,8-0,03888 —0,0495 - 0,12

=0,025164

0,8 0,2

0,2 0,8
det A3 = D3 =

0,8
=0,8- 0,2

0

0,0495 0
0,0855 0
0,1035 0,2

0,1035 0,8

0,0855 0
0,1035 0,2

0,1035 0,8

=0,8-0,036 —0,2-0,045

=0,0279

—0,2-

0,2 0,2 0
0 0,8 0,2

0 0,2 0,8

0,2 0,0495 0

0,2 0,1035 0,2

0

0,1035 0,8
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110

det A4 = D4 =

0,8 0,2 0 0,0495
0,2 0,8 0,2 0,0855
0 0,2 0,8 0,1035

0 0 0,2 01035

0,8 0,2 0,0855 0,2 0 0,0495

=0,8-10,2 0,8 0,1035 | —0,2-] 0,2 0,8 0,1035

0 0,2 0,1035 0 0,2 0,1035

=0,8-0,04896 — 0,2 - 0,01242

= 0, 036688
D, 0,0144
=2 = 0, 0430622
“ =5 = 05 0, 04306

cy = 0,0752511

cg = 0,083433;

¢y = 0,1097009

1

bi = h_i<ai+1 —a;) — ?(CPA —2-¢)
1 0,2

bo 0—2(0, 1942 — 0,242) — ?(0, 0430622 — 2 - 0) = —0, 2418708
1 0,2

by = 0—2(0, 1497 — 0, 1942) — T(O, 0752511 — 2 - 0,0430622) = —0, 2217751
1 0,2

by = 0—2(0, 1109 — 0,1497) — ——(0, 083433 — 2 - 0,0752511) = —0, 1895287
1 0,2

by = 0—2(0, 0790 — 0,1109) — ?(O, 1097009 — 2 - 0,083433) = —0, 1556889
1 0,2

by = 0—2(0, 0540 — 0,0790) — T(O —2-0,1097009) = —0, 1103732



1
d; = 3 h, (Ciy1 — )

1
dy = m(o, 0430622 — 0) = 0,0717703

I

1
dy = ﬁ(o, 0752511 — 0,0430622) = 0, 0536481

Y

1
dy = ﬁ(o, 083433 — 0,0752511) = 0,0136365

Y

1
ds = ﬁ(O, 1097009 — 0,083433) = 0, 0422848

9

1
dy = m(o —0,1097009) = —0, 1828349

Py(z) = 0,242 — 0,2418708 - (z — 1) 4+ 0,0717703 - (z — 1)?
1,0<x2 < 1,2
Py(z) =0,1942 — 0,2217751 - (x — 1,2) 4+ 0,0430622 - (z — 1,2)?
+0,0536481 - (z — 1,2)?
1,2<z<1,4
Py(z) = 0,1497 — 0, 1895287 - (x — 1,4) + 0,0752511 - (z — 1, 4)?
+0,0136365 - (z — 1,4)?
1,4<xr<1,6
Py(z) = 0,1109 — 0, 1556889 - (x — 1,6) + 0,083433 - (x — 1,6)*
+0,0422848 - (z — 1,6)*
1,6 <z<1,8
Py(z) =0,0790 — 0,1103732 - (x — 1,8) + 0, 1097009 - (z — 1, 8)?
—0,1828349 - (z — 1,8)?

1,8<2<2,0
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e zu Aufgabe 2 (s.S. 100)

a.

analytische Potenzfunktion

I. Interpolation von /1,03
Der Wert 1, 03 liegt zwischen x = 1,0 und x = 1,05

112

x | 1,00 | 1,05 1,10

y | 1,00 | 1,0247 | 1,04881

P(z) =ag+ay -+ ay - 2

P(1,00) =~ y(1,00) = 1,00 = ag + a; - 1,00 + ay - 1,00
P(1,05) ~ y(1,05) = 1,0247 = ag +a; - 1,05 + ay - 1,057

P(1,10) =~ y(1,06) = 1,04881 = ag + a1 - 1,10 + ay - 1,10?

X-A=R
1 1 1 ao 1,00
X=11 105 1,1025 |; A= qa |: R=1 10247
1 1,1 1,21 as 1,04881

Y



det X = D = 0,00025
1,00 1 1
det Xo =Do=| 1,0247 1,05 1,1025

1,04881 1,1 1,21

= 0, 0000955
11,00 1
det Xy =D1 =11 1,0247 1,1025

1 1,04881 1,21

= 0,000183975
1 1 1,00
det Xo =Dy =11 1,05 1,0247

1 1,1 1,04881

= —0,0000295
D
ap = 30 = 0,382
D
a 31 = 0, 7356
D
ay = 32 = 0,118

P(z) =0,382+0,7356 - 2 — 0,118 - 2°
x=1,03

P(1,03) = 1,0144818
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Probe:

1/1,03 =1,0148892

ag+ a1+ as =0,9996 =~ 1;

IT) Interpolation von,/T, 26
Der Wert 1, 26 liegt zwischen x = 1,25 und z = 1, 30.

x | 1,20 1,25 1,30

y | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

P(1,20) =~ y(1,20) = 1,09544 = ag + a; - 1,20 + as - 1, 202
P(1,25) = y(1,25) = 1,11803 => ag + a1 - 1,25 + as - 1,252

P(1,30) &~ y(1,30) = 1,14017 = ag + a1 - 1,30 + as - 1, 302

X-A=R
1 1,2 1,44 ao 1,09544
X=11 1,2 1,562 [; A=1 a |; R=1 111803
1 1,3 1,69 as 1,14017

det X = D = 0,00025;

det Xo = Dy = 0,00010457

det X; = D; = 0,000168075

det Xy = Dy = —0,0000225
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ap = — =0, 4184

a; = — =0, 6724

-

ay = — = —0,09

P(z) =0,4184 40,6724 - x — 0,09 - 2
x=1,26

P(1,26) =1,12274

Probe:

/1,26 = 1,1224972

ag+ a1 +as =1,0008 = 1
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b. LAGRANGESsche Interpolationsformel

I.) Interpolation von,/T,03

20=1,00 | 2, =1,05 |zp=1,10

Yo =1,00 | y; = 1,0247 | yo = 1,04881

I _(r—=1,05)-(x—1,1) (2—1,05)- (v —1,1)

o) =015 (=11 - 0,005

Ly(x) = (x—=1) - (z—1,1) :_(x—l)-(x—l,l)
(1,05—-1)- (1,05 — 1,1) 0,0025

Lo )_(x—l)‘(x—1,05)

2= 0,005

P(x) = Lo(x) - yo + L1(z) - y1 + La(z) - y2

(x —1,05) - (z —1,1) (x—1)-(x—1,1)
P(z) = _ -1.0247
(z) 0,005 * 0,0025 ear
— D (r—1
L) @105 g ee
0,005

P(1,03) = 1,0148908

/1,03 = 1,0148892

IT) Interpolation von,/T,26

IL‘0:1720 [E1:1,25 x2:1,30

Yo = 1,09544 | y, = 1,11803 | yp = 1,14017
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(x—l 25) - (z — 1 3) _(@—1,25)-(z—1,3)

) - (x
Lo(z) =
o) = G213 ,2 3) 0,005
—1,2 -1,2)-(z—1,3
o) o126 > @12 @13
(1,25 —-1,2) - (1 ,25 ,3) 0,0025
(x —1, 2) (z — 25) (x —1,2) - (z —1,25)
Ly(z) = =
(1,3-1,2) (1,3 1,25) 0,005
(x—1,25) - (xr —1,3) (r—1,2)- (zr—1,3)
= -1 44 — -1,11803
) 0,005 099 0,0025 S
(x—1,2) - (x — 1,25) 114017
0,005
P(1,26) = 1,122494
V1,26 = 1,1224972;
c. NEWTONsche Interpolationsformel
2o =1,00 yo=1,00
Ayo = 0,0247
21 =1,05 1y =1,0247 A2y, = —0,00059
Ayy = 0,02411 A3y, = 0,00005
2y =1,10 1y, = 1,04881 A%y, = —0,00054
Ayy = 0,02357 A3y, = 0,00003
r3=1,15 y3=1,07238 A%y, = —0,00051
Ays = 0, 02306 A3y, = 0,00004
2y =1,20 1y, =1,09544 A2ys = —0, 00047
Ays = 0,02259 A3y, = 0,00002
25 =1,25 ys —1,11803 A2y, = —0,00045
Ays = 0,02214

e =1,30 ys =1,14017

L. Interpolation von/1,03
Der Wert z = 1, 03 liegtzwischen zy und x4, h; = ;4.1 — x; = 0,05

Lineare Interpolation

Ayo

Py(x )_yO+T ( — xo);
0.0247
Pi(1,03) =1+ == (1,03 — 1)
= 1,01482;
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Quadratische Interpolation

A A2
Pofa) = yo+ =% - (= w0) + o - (& = 20) - (2 — 0);
0, 00059
Py(1,03) = Py(1,03) — 6 0 (1,03 —1)- (1,03 — 1,05)
=1,0148271;

Kubische Interpolation

3

P3(z) = Py(x) + % (x—x0) - (x — 1) - (x — 29);

0,00005

P3(1,03) = P5(1,03) + ———
3(7 ) 2(’ )+6'O,053

(1,03 —1)- (1,03 —1,05) - (1,03 —1,1)
—1,01482738;

Probe:
/1,03 = 1,0148892;
IT) Interpolation von,/T,26

Der Wert z = 1, 26 liegt zwischen z3, x4, x5 und zg.

Lineare Interpolation
Fiir lineare Interpolation benutzen wir die Punkte x5 und zg.

A
Pi(@) = ys + =2 - (2 — s);

0,02214
0,05

Py(1,26) = 1,11803 + (1,26 —1,25)
= 1,122458;

Quadratische Interpolation

A A?
Py(x) =y4+%-(x—x4)+ 2!‘142 (x—xy) - (& — 5);
0, 02259 0, 00045
Po(1,26) = 1,00544 + =22 - (1,26 — 1,2) = 0= - (1,26 = 1,2) - (1,26 — 1,25)

= 1,122494;
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Kubische Interpolation

A A2
Pya) =ys+ =2 (v —as) + o - (w = 3) - (2 — wa)+
Agyz
W'(«’U—%)'@—M)'(ﬂc—%);
2 0,00047
P3(1,26):1,072384—0’(?03506-(1,26—1,15)— Soos (126 - 1,15) (1,26
0,00002
: (1,26 —1,15) - (1,26 — 1,2) - (1,26 — 1,25
607053 ( i ) ) ( Y Y ) ( Y Y )
=1,1224934;

Probe:
/1,26 =1,1224972;

d. Spline-Funktion

x; || 1,00 | 1,05 | 1,10 1,15 1,20

yi || 1,00 | 1,0247 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544

hi = xipy —x; =0, 05; hi +hit1=0,1;
a; = Yi; co =c4 =0

Pl(l‘):al—i‘bz(JI—LL’Z)—FCZ($—$1)2+d2(1’—l’1)3

A-C=R
2 (ho + hy) hy 0
A= hy 2 (hy + hy) ho
0 ho 2 - (hy + hs)
0,2 0,05 0
=1 0,05 0,2 0,05

0 0,06 0,2

1,2)+
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C1 1
C= Co ; R = Ty
C3 T3
3 3
ri = (a1 — a;) — (a; —ai—1) =60 (@11 — 2+ a; + a;—1)
hi hifl

i =60 (1,04881 — 21,0247 + 1) = —0, 0354
re =60 (1,07238 — 2 - 1,04881 + 1,0247) = —0, 0324

rs =60 - (1,09544 — 2 - 1,07238 + 1,04881) = —0, 0306

—0,0354
R=1 —0,0324

-0, 0306

0,2 0,06 O

detA=D=|005 02 0,05|=0 00800005 0,0005=0,007

0 0,06 0,2

—0,0354 0,05 0
det Ay =Dy =| 00324 0,2 0,05

—0,0306 0,05 0,2

0,2 0,05 —0,0324 0,05
— —0,0354 - —0,05-

0,05 0,2 —0,0306 0,2

= —0,00108
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0,2 —0,0354 0
det Ay =Dy =1 0,05 —0,0324 0,05 |=—

0 —0,0306 0,2
0,2 0,05 —0,0354
det A3 =D3 =1 0,05 0,2 —0,0324
0 0,05 —0,0306

D

01:61:—0,1542857

co = —0,0908571

c3 = —0, 1302857

1
b, = E(ai—kl —a;) —

)

(Cit1 —2-¢)

0, 000636

0,000912

. 3
0,05
b = ——(1,0247 — 1) — ——2(—0, 1542857 — 2 -
0 0’05(,0 7-1) (—0, 1542857 0)
= 0,4965714
1 0,05
by = 5=z (1, 04881 — 1,0247) — ==(~0,0008571 — 2 (~0, 1542857))
= 0,4785714
1 0,05
by = -5z (1,07238 — 1,04881) — ~—(~0, 1302857 — 2 (=0, 0908571))
= 0,4705428
1 0,05
bs = 55z (1,09544 — 1,07238) — ’T(o +2-0,1302857)

Y

= 0, 4568571
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1

d; = 3_—m(0i+1 )

dy = 0%5(—0, 1542857 — 0) = —1,0285713

d, = 0%5(—0, 0908571 + 0, 1542857) = 0, 4228573
dy = 0%5(—0, 1302857 + 0,0908571) = —0, 2628573
ds = 0%5(0 +0,1302857) = 0,8685713

Py(r) =1+0,4965714 - (x — 1) — 1,0285713 - (z — 1),
1,0 <z < 1,05;
Pi(x) = 1.0247 + 0,4785714 - (z — 1,05) — 0, 1542857 - (x — 1,05)*+
+0, 4228573 - (z — 1,05)%;
1,05 <z <1,1;
Py(x) = 1,04881 + 0,4705428 - (z — 1,1) — 0,0908571 - (v — 1, 1)*—
—0,2628573 - (z — 1,1)?
1,1 <z <1,15;
P3(x) = 1,07238 + 0,4568571 - (z — 1,15) — 0,1302857 - (x — 1,15)*+
+0,86857134 - (z — 1,15)?

1,16 <z < 1, 20;
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e zu Aufgabe 3(s.S. 100)

Gegeben sind die Stiitzpunkte:

Ty =1 r1=2|19=3|13=4
Yyo=-2|yu=3|y2=1|y3 =14
Fiir drei Punkte: ¢, x1, x5.gilt:
P(z) = Lo(x) - yo + L1(z) - y1 + La(z) - y2;
(x —x1) - (z — x9) (x—2) (z—3)
Lo(@ C (wo—x1) - (T — 22) 3
(x —x) - (z — x2) 1) (g
Li(z) = (0 —70) (11 —12) ( 1) ( 3)
(x—z0) - (x—21) (2—1)-(z—2)
LQ(;C _($2—$0)'(I2—l’1)_ 2
Pr)=—2 (=2 (2 =8) =8 (= 1) (=) + 5 (= 1) (z~2)
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Fiir vier Punkte: z¢, x1, 22, x3.gilt:

P(x) = Lo(%) - yo + L1(w) - y1 + La(z) - y2 + L3(x) - y3

(= z) (v —x0) - (T — T3) ——l-x— S —3) (g —
LO(x)_(xo—xl)-(mo—xg)-(xo—mg)_ c (@=2)(z-3) (z—4)
Lu(z) = (x —xg) - (x — 22) - (x — x3) 1 (£—1)-(x—3) (x—4)

(= z0) - (r—71) - (T — T3) ——l-x— S — ) (g —
L) = LSO - (e
L(w) = =l bz m) wom) Ly gy o)

(w3 —x0) - (w3 — 1) - (x5 —2) 6
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Optimierungsprobleme

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 4. OPTIMIERUNGSPROBLEME

Zu diesem Kapitel sind keine Ubungsaufgaben vorhanden.
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Kapitel 5

Gewohnliche Differentialgleichungen

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



5.1 Aufstellen von Differentialgleichungen

Aufgaben zu 5.1:

1. Der Grundwasserwiederanstieg und damit das Auffiillen der Restlocher in den ehema-
ligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Deshalb
wird versucht durch Fremdeinspeisung den Auffiillvorgang zu beschleunigen.

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h; 2)(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasser-
leiters und eventuellen Grundwasserneubildungsraten, die Differentialgleichung auf.
In allen Fillen soll die Anfangsbedingung (ht:0(172) = 0) gelten.

a) konstanter Volumenstrom (sieche Abbildung 5.1)
b) variabler Volumenstrom (siehe Abbildung 5.2)
c) gekoppelte Speicherkaskade (siehe Abbildung 5.3)
d) Vi + Vo = const

v

—

h()

Abbildung 5.1: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

e

Abbildung 5.2: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom

h,(1) h.(t)

.
¥ Vi
R
1%1 hydr2 A2
B S AW AN A B A Y / S A / PRl G
o ‘S A A o i 4 / S a
S S A 5 A A %
PP b P Sv i ,/// P /// S A A A

Abbildung 5.3: Gekoppelte Speicherkaskade

(Losung s. S. 130)

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griiber
Aufgaben und Losungen



5.1. AUFSTELLEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2. Stellen Sie fiir folgendes hydraulische Schema (siehe Abbildung 5.4) mit zugehorigem
Blockmodell die Differentialgleichung auf.
Gehen Sie dabei von linearisierten Verhiltnissen und einem homogenen, isotropen
Grundwasserleiter mit folgenden Parametern £ = 5 - 10*4%; ng = 0,2; Zrmittel =
20m; [ = 50m aus:

Zg
\l/
hFl > Zr
O— ®
R == C

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels mit Blockschaltbild

(Losung s. S. 134)

3. Fiir die Wasserstandsregelung eines Bewdésserungsgrabens wird eine Schwimmerrege-
lung eingesetzt (siche Abbildung 5.5). Stellen Sie die Differentialgleichungen auf, mit

2

v

(Y o S

H

max

v H

A
< —

Abbildung 5.5: Wasserstandsregelung eines Bewdsserungsgrabens

denen der Wasserstand H berechnet werden kann. Die Fliche des Behilters betrigt A.
Der Volumenstrom V' ist abhéngig vom Wasserstand H .
V =K 'Vmaa: '(Hmax - H)
(Losung s. S. 135)
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Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 128)

a. Konstanter Volumenstrom

Das Wasservolumen im Restloch (siehe Abbildung 5.6) berechnet sich zu:

v

//./ // ] /// /.,' - // //- //
AL AALS T FA IS T F A A A

Abbildung 5.6: Fiillvorgang eines Restloches mit konstantem Volumenstrom

V=A-h

Die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ergibt sich zu:

AV d(A-h)
dt — dt

Stellt man jetzt die Bilanzgleichung auf, dass die Anderung des Volumens im Restloch dem
Zustrom gleich sein muss, so erhilt man:

’ dVRestl
Vv ustr —
Zust i
_d(A-h)
S dt
dA dh
=h—+A—
i
Fiir den hier vorliegenden Fall, dass die Fiillfliche konstant ist A = const. ergibt sich:
dh -
A—=V ustr
at Zust

Bei der Losung dieser Differentialgleichung miissen die Zeitabhingigkeit des Zustrom be-
achtet und entsprechende Anfangsbedingungen eingefiihrt werden.

b. Variabler Volumenstrom
An Hand des Schemas (siehe Abbildung 5.7) konnen folgende Bilanz- und Energiegleichun-

gen aufgestellt werden.
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Gl il

Abbildung 5.7: Fiillvorgang eines Restloches mit variablem Volumenstrom

AV e — ()
dt B Rhydr
V=A-h(t)
av dh(t)
dt dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

hi—h(t) _ . dh()

Rhydr dt
dh(t
Riyar - A - % +h(t) = hiy

c. Gekoppelte Speicherkaskade

An Hand des Schemas (siehe Abbildung 5.8) konnen folgende Bilanz- und Energiegleichun-
gen aufgestellt werden.

dVzur  hpr— ha(2)

dt B Rhyd7'1
Vvl = Al : hl (t)
% -4 dhi(t)  dVzun _ dV Zul2

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

b= a(t) _ , dia()
Rhydrl ' dt
dh+(t
Rpyart - A1 - ;t( ) + hy(t) = hpm (5.1)
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.
Rhydrl VZul]

L]
o VZu12

A] Rhyer A

S e )
/////// ///// /////////

Abbildung 5.8: Gekoppelte Speicherkaskade

Die Flidchen sollen hier als konstant angenommen werden. Fiir den Fall der zeitlich varia-
blen Fliachen muss die Differentiation entsprechend Losung 1a durchgefiihrt werden. Fiir das
Restloch 2 gilt entsprechend:

dVzuz — hai(t) — ha(t)

dt B Rhydr?
Vo = Ay - ho(t)

Wy o dha(t) Vi
d P At dt

Diese beiden Gleichungen werden im Sinn der Bilanzierung gleichgesetzt.

ha(t) — ha(t) A dha(t)
Ruyars ©  dt

dhs(1)
dt

Rpyara - As - + ho(t) = ha(t) (5.2)

Damit hat man zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung (Gleichungen 5.1
und 5.2) erhalten. Setzt man Gleichung 5.2 in Gleichung 5.1 ein, so erhilt man eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung (siehe Gleichung 5.3). Dabei soll

Rhydrn . An = Tn
gesetzt werden:

dhy (t)

Rhyar1 - Ax - 7 + hi(t) = hp
d (T 29 1 hy(t) dho(t
T - < o > + (T2 : % + hz(t)) = hp
d*hs(t dhs(t
T, - Ty - d;( ) 4 (Ty +T) - ;t( ) 4 ho(t) = hp (5.3)
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d Vi+Vo=const=V

Rhyd'rn

dh
hl_hQ:Rhydrn'fél'd_t2
Vi= Ay hy; Vo= Ay hy
V — Ashs
hy = —— 2212
1 A,
|4 AQ dh2
- = — — A=
Al Al h'2 h2 Rhydrn dt
dhs Aoy %4
A2 (14 22) = 2
T 2( +A1> 1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 128)

Nach den Grundgesetzen der Dynamik und des Massenerhaltungsgesetzes (Bilanzgleichung)
konnen folgende Gleichungen (siehe auch Gesetze der Rohr- und Gerinnehydraulik) fiir das
angegebene Blockschaltbild (siehe Abbildung 5.9) formuliert werden.

In Anlehnung an das DARCY-Gesetz erhélt man:

ZR
\IZ
h, > T
O— —¢
R == C

Abbildung 5.9: Schema der GrundwasserflieBverhiltnisse

AZR
Y Ax
V:A-v:k-b-D-ﬂsz
b senkrechte Breite des Grundwasserleiters
[ Lénge zwischen Fluss und Grundwasserbeobachtungsrohr (GWBR)
D Durchstromte Méchtigkeit des Stromungsfeldes
Unter Definition eines Stromungswiderstandes
[ [
R pum— p—
k-zgp-b T-b

erhalt man:
hFl = V . R + ZR
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5.1. AUFSTELLEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Bilanzgleichung gibt die gespeicherte oder freigegebene Wassermenge pro Zeiteinheit
wieder:

’ dZR
V=5 A—
dt
So gespannter GWL dzn
= N I i
dt
ng ungespannter GWL
’ dZR
V=C_C ——
dt
Damit erhilt man folgende DGL
dz
hip =R (Jd—tR + 2

Fiihrt man die Zeitkonstante 77, nicht zu Verwechseln mit der Transmissibilitit T, ein, so
lautet die Differentialgleichung:

leRC

dz
Tld_: +2r = hp

e zu Aufgabe 3 (s. S. 128)

An Hand des Schemas (sieche Abbildung 5.10) konnen folgende Bilanz- und Energieglei-
chungen aufgestellt werden. Das Wasservolumen im Behilter berechnet sich zu:

VBeh:A'H

Die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ergibt sich zu:

AVper,  d(A - H)

dt dt

Stellt man jetzt die Bilanzgleichung auf, dass die Anderung des Volumens im Behilter der

Differenz zwischen Zustrom und Abfluss gleich sein muss, so erhélt man:

dVBen
dt
d(A-H)
dt
dA dH

a

Fiir den hier vorliegenden Fall, dass die Fiillflache konstant ist A = const. ergibt sich:

A— =V zystr — V.
dt Zust A

VZustr - VA =
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Bei der Losung dieser Differentialgleichung miissen die Zeitabhédngigkeit des Zustroms be-
achtet und entsprechende Anfangsbedingungen eingefiihrt werden.
Laut Aufgabenstellung ist:

VZ’;LSt’I’ =K- Vmax : (Hmax - H)

Damit erhélt man folgende Differentialgleichung:

AE:K'VmaX'(HmaX_H)_VA
Add_t+K'vmax'H:K'vmaX'Hmax_vA
V
I
v, H
<— . L

Abbildung 5.10: Wasserstandsregelung eines Bewisserungsgrabens
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5.2 Analytische Methoden

5.2.1 DGL erster Ordnung

Aufgaben zu 5.2.1:

1. Geben Sie die allgemeine Losung folgender DGL an:
a) ¥y =(y—3)cosz
b) y = et
¢) ysinz=ylny
d) 22y + £ =0
e) Y +y+e*=0
f) v+ % =sinz

dx
— +t?.x =217

g) g v

h) ¢ = —ay? mit  y(0) =2
d

i) d—f+t2x:0 mit  2(0) = 3

d
j) td—f—x:t%ost mit  z(7/2) =7

Fiir die Aufgabe g ist ein ausfiihrlicher Losungsweg beschrieben.
(Losung s. S.140)
2. Fiir ein System mit einfacher Speicherwirkung gilt die DGL
Try +x, = Kz,

(z, Ausgangsgrofle, x. Eingangsgrofe, 1’ Zeitkonstante, K proportionaler
Ubertragungsfaktor).
Wie dndert sich die Ausgangsgrofle x, in Abhingigkeit von der Zeit ¢, wenn gilt:

Te=cC-t (c = const.)

3. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine und die durch Anfangsbedingungen festgelegte
spezielle Losung:

a) Y =xzy+2r mit y(0)=2

b) v +2%y=2> mit y2)=1

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen
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4. Fiir das hydraulische Schema (siehe Abbildung 5.11) mit zugehorigem Blockschaltbild
gilt die Differentialgleichung:
dZR
hpp=R-C—
Fl 7t + 2R
Dabei ist von linearisierten Verhiltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern k = 5- 10_4%; no = 0, 2; Zrmitter = 20m; 1 = 50m
ausgegangen worden.

R
hFl 7
1
i <
\lf
hy, > Zr
R == C

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

Berechnen Sie die Anderung des Wasserstandes, wenn sich der Flusswasserspiegel in
erster Naherung wie folgt dndert:

a) sprunghaft (hp; = hpp - 1(¢))
b) sinusférmig (hp; = hppy, sin(w - t) + hpro, mit w = 27/7 und 7 = 7 Tage)

(Losung s. S.152)

5. Fiir die Konzentrations C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:
T\C+C =K

wobei 7T eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen.
T, =1d" K = 100%
Die Konzentrationsanderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels der analytischen Methoden und berechnen Sie die
Konzentrationsédnderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationsidnderung.

(Losung s. S. 159)
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5.2. ANALYTISCHE METHODEN

6. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird mit einer konstanten Fremdeinspeisung der Auffiillvorgang (h;—y = 0) be-
schleunigt. (sieche Abbildung 5.12)

dh

A_:Vusr
dt Zust

AT L ALS T F AT T A A AL

Abbildung 5.12: Fiillvorgang eines Restloches

Losen Sie diese Differentialgleichung mittels analytischer Methoden.

(Losung s. S. 160)

7. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh
LI A A
at g

mit hy—g = 0,9 = 0,015m - s L und k = 0,015~ !
Losen Sie die Differentialgleichung mittels analytischer Methoden.

(Losung s. S.161)
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Losungen:

e zu Aufgabe 1 (s. S. 137)
a. Ausgangsgleichung: y' = (y — 3) cosz

d 1
_y (y—3)cosx:>—3:(:osxdx
y_

/—dy—/cosxdx:>1n ly —3] —InC =sinz

lnIy— |

:Sjnx:>C_esinx: _3
C Yy
y:C_esinx+3
Probe:
y/:(y_S)COS.T; y:C_eSina:+3

y =C-cosx-e™™m”

sin x l

C-cosz-e (y — 3)cosx

(y—3)cosz = ((C-e™* +3) —3)cosz = C - cosz - €7

;!

y = (y—3)cosz
b. Ausgangsgleichung: iy’ = e**¥

dy

/(Z /xdx:>/eydy—e - C

—eV=e"-C=eY=(C-¢"
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Probe:
1
/I xty. _
y=e¢  y=he—7:
xr
Y =
C—e=
Y — ttatr _ ot gt
x
e r e
C—er (—e"
!
y/ = ex—i-y

c. Ausgangsgleichung: ¢/ sinz =y -Iny

S R

ylny ) sinz

dl
/ ny zln(C’-‘tang‘)jln |lny]:ln(0-’tan;‘)

Iny
Iny=0C- tanf‘
2
y = 6C-|tan%|

Probe:
! a3 — . _ C~tan(£)
Yy sinz = ylny; y=-ce 2
1
y, = C . eCtan(%) . +
cos? (%)
Rechte Seite: - Iny = e 2(3) . 1n Ct0(5) = ¢ tan (g) . eCtan($)
Linke Seite: ¢ - sinz = C' - Ctan(3) ST
2 cos? (%)
—C. 6C’~tan(%) . 2sin 2 Cos 2 —C. eC-tan% . tan E
2cos? 5 2

y' sinx = ylny
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d. Ausgangsgleichung: 2z’ + y; =0

2xy’ = v
x
dy y? /dy [ dz o
dr 222 Y 212
1 1 1 1
——=——- C=—+C
Y 2 ( x) * 2z -
B 2z
4 14+ 2Cx
Probe:
2
Y 2x
2xy + = =0; =
W T ’ Y 1+2Cx
;o 2(1+20m)—x-20_ 2
Y (11 202)° (11 202)
) 4
Y =5 2
(14 2Cx)
2 2.2 42

T (1+2Cz)*  z(142Cx)

e. Ausgangsgleichung: ¢y +y +¢e* =0

y+y=—¢

d d
Yty=0= TP =—y= "~ = —du
dx Y

/@—1H02/d:c:>ln@:—a::>y:0~e“
Yy C
y=C-e"—-C-e"=C-e"=-C-e"4+C-e%=—¢"

1
C'= —62I = dC = —/GQIdlL’ + Cl — (C = —562:6 + 01

1
y = (__ X 62x+01) e—x
2
Probe:

1 1 1
Y = (—5 . 2623:) e’ — (—5 e+ 01) e+ (—5 - e* + Cl) e”

1
:___2.21.733:_:1:
B e e e
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f.  Ausgangsgleichung: ¢’ + £ = sinx

dy_ vy
dx x
d d
/—y:—/—x—l—lnC
Y x
C
In|y| =In—
||
C C(x) Cx—C
y:—:}y_ = 3
x
Cx—C C ) . .
+ — =Sy — — =S¥ — — = ISInT
x? x? x dx
C:/xsinxdaz—l—C’l:sinx—xcosx—i-Cl
sinx 1
Y = —Ccosx + —
x
Probe:
;Y ) sin x
Yy + = =sinuz, Y= —COST + —
x x
, xwcosx —sinxr C
Yy :T—i—smx—P
, Yy xcosx—sinx . C sinz cosx C
y+—=——">FF—"+=+sinr— — + - —
x x? x? x? x x?
=sinzx

g.  Gegeben ist die inhomogene DGL % + ¢2 . = 2¢?
Variante 1
Zuerst wird die Losung der homogenen DGL gesucht:

dl’h

—2 4t x, =0
a U
Mittels der Methode der Trennung der Variablen erhélt man:

dl’h 2

il
dt o
d

T 2 g
Th

1
—dx), = /—t2-dt
Th

1
Inzy, = —§t3 +InC

_1,3
xp, =C e 3
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Die partikuldre Losung wird mittels der Variation der Konstanten erzielt:

143
Tp(t) = U - € °
dr, du _1; 9\ _143
—_ = — . 3 (=t . 3
it~ dt tue (=) e
Wird dieser Ausdruck in die inhomogene DGL eingesetzt, so erhidlt man eine DGL
beziiglich der variierten Konstanten w(t), die mittels der Methode der Trennung der
Variablen gelost wird.

Ccll—ltt ceat 4 (—t?) - u- e 3 2y emat = 2f?
du 143
R 2t2 2t
dt

/du = /2t2 . e%tgdt

Hier kann der Produktansatz (Variante 1.1) oder die Substitutionsmethode fiir die In-
tegration (Variante 1.2) genutzt werden.

Variante 1.1
Der Produktansatz (partielle Integration) lautet in allgemeiner Form:

dv dw
/w-adt—w-v—/wﬁdt

Vergleicht man die beiden Integralgleichungen

/du = /2t2 . e%tsdt

so kann Folgendes gesetzt werden:

w=1
@:tQ 143
dt
43
— VvV = €3

Damit, und unter Beachtung von
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ergibt sich:

/du:2/<t2-eét3>-1dt
_9. (1.eét3—/(eét3~o) dt)

/(v/)-wdt:w-v—/(v-w’)dt

u(t) = 2e3"’

Mit
folgt:

Dieser Ausdruck, in die partikuldre Losung eingesetzt, ergibt:

Variante 1.2
Das Integral

/du = /2t2 . e%t3dt

kann auch mittels Substitution zur Vereinfachung des Integrals geldst werden:

dz 1.3
Dl t2€§t

dt

dz
d :2 _—
/u /dtdt
/du:Q/dz

u=2z+Cl,

u=2e3" 4 Cr,

Auch hier wird die Losung in den partikuldren Ansatz eingefiigt, und man erhilt:
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Varianten 1.1 und 1.2
Somit ergibt sich bei beiden Varianten die Gesamtlosung als Addition der homogenen
und der partikuldren Losung zu:

x(t) = xpu) + ) =2+ C - e at’ (5.4)
(fiir die Variante 1.2 wird C' aus C' = C}, + C,, gebildet.)
Die Konstante C' wird wieder aus der Anfangsbedingung x(;—¢) = ¢ bestimmt.
C = o — 2

1t3

2 () =24 (29— 2) - e 3" =2 (1 —e—%t3> Yo

Variante 2
Die gegebene DGL
dx
— =21
It + z
wird umgeformt zu:
dx

42 (x—-2)=0
=T (z—2)

Damit ist die formal inhomogene DGL eigentlich eine homogene, die entsprechend, z.
B. nach der Methode der Trennung der Variablen, gelost werden kann.

Das Ergebnis dieser Integrale ist, unter Beachtung, dass e*® = z gilt:

1
—ln(2—x):§t3+ln0

Probe:

d:l’:_ 1 _ltS 2

1.3

— —Ct2 .e_gt

1

—C 23 122 4 2. O e = 22
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Damit wird das gleiche Ergebnis wie in Variante 1 (siehe Gleichung 5.4) auf wesent-
lich kiirzerem Weg erzielt. Die Bestimmung der Konstante C' erfolgt wie bei Variante
1.

h. Ausgangsgleichung:y’ = —x1? mit y (0) = 2

d
—g:—xdm
Y
d
/—g:—/xdx—l—(?
Y
L 240 = = L
—_—— = ——Zx — —
y 2 A= RYs 2
2
|
Probe:
2
I 2. —
y=—uys Y=g
, —2-2x 4z
T @r)y (@i
9 4 4z
Ty == 7= 7 2
@17 @+ 1)
y/;_xy2

d
i. Ausgangsgleichung: d—j +t2r =0 mit z(0) = 3

= —xt?

dt

d
/%Jrlnoz—/t?dt

1
InC|z| = _§t3 — —3InClz| =1

R -
(cle)® O3l

1 1
a::av3e—t3:>t:0;(7:§

3

z(t) = 3Ve ™
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Probe:
d
d—j—i—t%z ; z(t) = \:))/(a__t?’:3<e*t3>3
d 1 -3
d_f =2 =3 3 (e’t3> e (—3t%)
= 32 est™t 3t? e~ 3t

d
j. Ausgangsgleichung: td_f —x = t*cost mit x(5) =7

dx de dt

l—=r=—=—=—=10=Clt
dt x t

j::C’t+C:>t<Ct+C> — Ct = 2cost
42 42 dc :
Cte =t cost:>%:cost:>C:smt+Cl
x(t) =t (sint 4+ C)

T ™. 1 =@

725014-58111525(014—1), 01:1
x(t) =t(sint +1)

Probe:

d
td—f—x:t%ost; x(t) =t(sint +1)

ATt 14t cost
— = S1N + COS
@t

dx - 2 - 2

tazt-smt—l—t—i—t cost =t (sint+ 1) +t“cost
dx : 2 :
ta—x:t(smt—l—l)—i—t cost —t(sint + 1)

= t?cost
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 137)

Ausgangsgleichung: Tz, + z, = K - .; mit z, = C' - t; ¢ = const

Tr,+x, =K -C-t

. : ¢ 1
Ty = 016_7 + Cl (—TG_T)

TC’le_% —Cle_% +Cl~e_% =K -C-t

dC, K-C-t
T

K-C . K-C (%

Sl

e

D,

Sl

- €

’1%
C,=K-C(t—T)er
Zo(t) =K -C(t—T)
Probe:
Tag+ 2, = K - 2 Te=0C-1
2. ()= K-C(t—T)
T, =K-C
Tto+2,=T-C-K+K-C(t—T)
=K -C-t; mitC-t=ux,

=k-z.
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 137)
a. Ausgangsgleichung: v’ = xy + 2x mity (0) = 2

d
Y =aly+ 2= = eds

+ 2
/M_ln(;:/xdx
Y+ 2

2
w2l

Lo
C 2

x :y:o.e%$2_2
fir x=0 gilt: 2=C—-2=C=4

y=2(264" 1)

Probe:

xy + 2z = 2x (265’”2 — 1) + 21 = 4ye2”

g/;acy—i-Qx

dy 2
29 _ 1—
0y = 1=y
_dy :dex:d(y_l)—— 2dx
1—y y—1
/d(y_1>—ln0——/x2dx
y—1
-1 1 :
lnlyC |—§x3:>C 675134-1:3/

W=

fiire = 1gilt: Cei+l=2=C=e

Y= ei-e 3% 41 =¢34 1
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Probe:
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 137)

Diese inhomogene DGL wird gelost, indem zuerst die homogene Losung bestimmt wird,
dann eine partikulédre und anschliefend diese beiden Losungen iiberlagert werden.

dz
hFl =R Cd_tR + zp
Homogene DGL
dz
R-C d?h +ZRh:O
dZRh _ _Zﬂ
dt RC

Fiir R - C soll die Abkiirzung 7} eingefiihrt werden: R - C' = T}

Ty tragt die Bezeichnung der Zeitkonstanten und ist nicht mit der Transmissibilitdt 7" zu
verwechseln. Diese Bezeichnung wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Literatur
so verwendet und ist entsprechend genormt. In idlteren Literaturquellen wird auch oft die
Bezeichnung 7 verwendet. Die hier eingefiihrte Zeitkonstante 77 ist eng mit der geohydrau-
lischen Zeitkonstanten a = % (Speicherkoeffizient/Transmissibilitdt) verwandt und lédsst sich
in diese liberfiihren (siehe GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt THEISsche Brun-
nengleichung).

Nach der Methode der Trennung der Variablen lisst sich diese DGL 16sen.

d
/ T
ZRh T

t
Inzp, = 7 + In K3
1

_t
zppn=Ki-e T

Partikuldre Losung
Nach der Methode der Variation der Konstanten und der Anwendung der Differentiation auf
Produkte (Produktenregel) ergibt sich:

Zrp = K1 (t) - e_Til

s ()

dt dt
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Dies wird in die urspriingliche DGL eingesetzt und man erhilt:

dZR
hm = (O —=
Fl R C dt —|—ZR
dK ¢ 1
= (Gt (o) K et ) et
__t dKl
h =T T, .~
Fl 1°€ dt
dKl hFl +L

Nach der Methode der Trennung der Variablen erhilt man:

1 t
/dK1 :/hpl-ﬁ-eJrTldt

1 t
KIZ/hFZ'T'GJrTldt

1

Bei der Losung dieses Integrals miissen jetzt die unterschiedlichen Funktionen des als Rand-
bedingung wirkenden Flusswasserstandes beriicksichtigt werden.

Allgemein lésst sich aber die Gesamtlosung der DGL wie folgt entwickeln, wenn beachtet
wird, dass sich die allgemeine Losung aus der Addition der partikuldren und der homogenen

Losung ergibt:

ot
Zpp=Ki-e T

1 t _t
ZRp = {/hpz'ﬁ-eJrTldt} e 1

ZR(t) = Zrp(t) + 2Ru(t)

Damit lautet die Losung der DGL.:

1 +i _t ot
ZR(t) = i/hm-e Tidt| e Tt + Ky -e 71

a. Sprunghafte Anderung des Wasserstandes:

0 firt <0

hFl fiir ¢ > 0
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Daraus folgt:

h it ot ot
2R = [ﬂ/eﬁdt} e 7 + K;-e 7
T

t -t _t
=hp-e-e T+ K-en

= hFl+K1 '6_%1

Wenn man sich den ersten Summanden dieser Gleichung anschaut, welcher der partikuldren
Losung entspricht, so erkennt man, dass der Wert zg, = hp; dem Wasserstand entspricht, der
sich im stationdren Fall ¢ = oo einstellt. Man spricht auch davon, dass dies der so genannte
eingeschwungene Zustand ist.

Die Konstante K; kann wieder aus der Anfangsbedingung ermittelt werden.

2Rt—0 = 0
_t
2Ri—0 = hp + Ky -e T
Ky = —hp

zr = hpr - (1 - 6_%1>

Die grafische Darstellung des Grundwasserstandes fiir verschiedene geohydraulische und
geometrische Verhiltnisse ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Dies ist die gleiche Formel, die
bei der Methode der experimentellen Prozessanalyse als so genanntes Ubertragungsverhalten
mit Verzogerung 1. Ordnung bezeichnet wurde. Zu diesem gleichen Ergebnis kommt man
mit wesentlich geringerem Aufwand, wenn die Methode der LAPLACE-Transformation an-
gewendet wird (siehe Abschnitt LAPLACE-Transformation, Seite 196ff).

Beachtet man, dass die Zeitkonstante 77 proportional zur Speicherwirkung des betrachte-
ten Gebietes und umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfdhigkeit des Grundwasser-
leiters wichst, so wird die Abhéngigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparame-
tern deutlich. Besonders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhingigkeit der

Zeitkonstanten 77 von der Entfernung zum Fluss. Der Quotient a = T wird auch als geohy-

draulische Zeitkonstante bezeichnet und ist iiber /> mit der Zeitkonstanten 7, verkniipft:

leRC

L s
k-D-b

2.5
T, =
" kD
lea-ZQ
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[ Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss

D Durchstromte Méchtigkeit des Grundwasserleiters

S Speichervermogen des durchstromten Grundwasserleiters

k Durchlissigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters

Wasserstandsiinderung

25

20 - > . vy

—e—Fluss
15 —@— R, k1. ungesp.. 13
—a—72R. k1. gesp.. 13

——7zR. kI, ungesp., 11

10 —x—zR, k1, gesp., 11

Wasserstand in m

—e—zR. k1. ungesp., 12

—+—72R, k1. gesp.. 12

S T
0 T = ‘ T T . I

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Zeit in min

Abbildung 5.13: Abhingigkeit des Grundwasserstandes von geohydraulischen Verhiltnissen

b. Sinusformige Anderung des Wasserstandes
Man kann auch hier von der allgemeinen Losung der DGL ausgehen und setzt entsprechend
der Aufgabenstellung die Funktion h g, ein:
[ 1 it i i
ZR = —/hFL-e Tldt] e M+ Ky-e h
T

Eine sinusformige Anderung des Flusswasserstandes ergibt sich in erster Niherung bei der
Betrachtung des Jahresganges. Auch Hochwasserwellen verlaufen in erster Naherung nach
einer Sinusfunktion, wobei meist nur die erste Halbwelle (Intervall von 0 < ¢ < 7) von
Interesse ist. Betrachtet man bei dem Jahresgang nur die Anderung des Flusswasserstandes
gegeniiber einem Mittelwert (hpro = 0), so kann man schreiben:

hFL = hFLm sin(w : t)

wobei w die so genannte Kreisfrequenz ist. In unserem Beispiel, bei einer angenommenen
Periodizitidt von 365 Tagen (Jahresgang), wird bei der Untersuchung von Hochwasserwellen
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die Dauer der Hochwasser(Halb)welle, bezogen auf den halben Kreisbogen (7), angesetzt.

2
Laut Aufgabenstellung wire dann w = % mit 7" = 7d (sieche Abbildung 5.14).

1 t _t _t
“R = [?/hFL'eJrTldt} e A Kyee T
1

1 ) Lt _t _t

2R = T/hFLm-sm(w-t)-e Tidt| -e Tt + Ky-e T
1

Laut Integrationstabelle (z. B. BRONSTEIN, Seite 327) gilt:

ea:p

/ e sin (b2) di = " (a) s (b) — beos (b2)

und damit erhilt man:
_t

h " T 1 _t -t
Prp— ¢ (—sin(w-t)—wcos(w-t))-e n+Ki-en
Tl 1 2 2 Tl
) TV

Auch hier kann K aus der Anfangsbedingung bestimmt werden.

0

hrrim T 1 _0 _0
Ricy = —rm - —sin(w-0) —wcos(w-0) ) -e 7 +K;-e 7
; Ty <(1>2 2) T,
T +w
hrim 1
ZRpm0 = —or (—w)+ K1 =0
’ T <<1>2 2)
T +w
hrim 1

K== <<%>2+w2) (@)

Damit ergibt sich die Gesamtlosung der DGL zu:

hrpm 7 1 .
2R = —r - — sin (wt) —wcos (wt) | -e T
T (/1. ) \T
) TV
hrrm 1 _t
4+ L& (w)-e N
Ty 1\? )
) tw
hFLm'eT% . —t  hppm T w
zR:m(sm(w-t)—ﬂ-wcos(w-t))-e Tl+m- T
_hFLm'eTil

Zr = m ((Sin(w-t) — Ty -wecos(w-t) + (T - w) '6_%1>

o hFLm

1
R TR ((N/(1+T12w2) i

—l——(Tl ) e
(1+Tw?)

in (wt) — 5w cos (wt))

V(1 + Tiw?)
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Die Umformung in der letzten Zeile erfolgt in Vorbereitung der Anwendung bekannter tri-
gonometrischer Relationen.

Setzt man hier 7} - w = tan ¢, so kann man folgende trigonometrischen Beziehungen ver-
wenden:

1

V 1+ tan?

tan ¢

V' 1+ tan? o

= COoS

=singy

Dies oben eingesetzt fiihrt zu:

hFLm < . . . _t
2p = ——((cosp-sin(w-t) —siny-cos(w-t))+siny-e T)
Y e e (cos ¢ - sin (w - 1) - cos (w- 1)) ¥

Dies kann man entsprechend den trigonometrischen Beziehungen (z. B. BRONSTEIN, Seite
155£f) entsprechend umformen:

cosa -sinff = % (sin (o — B) +sin (a + )
sin (—a) = —sin («)

cosa -sinf —sina - cos f = sin (f — «)

Damit erhilt man

hFLm ( . . _t
Z2p = —— |sin(w -t — +siny-e T)
RS o) bsing
mit ¢ = arctan (w - t)

Aus diesem Ergebnis kann Folgendes abgelesen werden:

Die sinusférmige Anderung des Flusswasserspiegels setzt sich im Grundwasser fort, wobei
man wieder einen instationdren und einen quasistationdren Zustand unterscheiden kann.
Quasistationirer Zustand (eingeschwungener Zustand) (¢t = o0 )

Unter dieser Bedingung verschwindet der zweite Summand. Das Grundwasser folgt der

Sinusschwingung mit einer kleineren Amplitude. Man spricht davon, dass die Welle um
hFLm

(1+T%w?)
¢ = arctan (w - t) aufweist.
Instationiirer Zustand (Ubergangsverhalten)
Hier ist insbesondere der zweite Summand in der Losungsgleichung dominant, d.h. es wird
zur quasistationdren Losung ein Teil addiert, der zwischen maximal 1 (bei ¢ = 0) und 0 (bei

den Faktor gedampft wird und dass die Welle eine Phasenverschiebung von

t = oo ) in Abhingigkeit von ¢ = arctan (w - t) liegt.
Das Produkt (w - t) stellt die Relation der Periodizitit (hier: Schnelligkeit) der Wasserstands-
dnderung und der Zeitkonstanten (hier: Trigheit) des Grundwasserleiters dar. Beachtet man,
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dass die Zeitkonstante 77 proportional zur Speicherwirkung des betrachteten Gebietes und
umgekehrt proportional zur hydraulischen Leitfihigkeit des Grundwasserleiters wichst, so
wird die Abhiingigkeit der Grundwasserdynamik von den Bodenparametern deutlich. Beson-
ders hervorgehoben werden soll noch die quadratische Abhéngigkeit der Zeitkonstanten 7}
von der Entfernung zum Fluss:

=
[
=
a

—-b'(s'l'b)

=T
n O~

T1 -

>~
)

l Abstand des Berechnungspunktes vom Fluss

D Durchstromte Michtigkeit des Grundwasserleiters

S Speichervermogen des durchstromten Grundwasserleiters

k Durchlissigkeitskoeffizient des betrachteten Grundwasserleiters

Wasserstandsiinderung

25
—e— Fluss
—@—zR. k1. ungesp.. 11
) —&—7zR. k1. ungesp.. 13
20 A

gesp., 13

gesp., 12

Wasserhohe in m

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Zeit in Stunden

Abbildung 5.14: Grundwasserstandsdnderung bei sinusformiger Hochwasserwelle des Flus-
ses
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 137)

1. a. Ausgangsgleichung: T1C’ +C=K mitC((0)=0

dcC dC dt
T — =K —(C — -
Lt ¢ C—-—K T
mlC- Kl t
o, T

C=C e +K t=0, C=0
clz—K:czKQ—e—%)
=1, t=1;, K =100

C'=100(1—-¢") ~63,2

Probe:
T, C+C=K
o) =K - (1 . e*T%>
1 ot K _ &
O:K _— '<_6 T1>__6 T
< Tl) 1
Tl-C.'+C:T1-—e_TL1+K<1—e Tl)
T,
=K
2. b. Skizze
A
100 e
o ral

(=2}
NG

Sto

Konzentration C in %
.
=)

=
A

o
v

o
—
o
W
~
wn
o

Zeittind

Abbildung 5.15: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsianderung
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 137)

Ausgangsgleichung: Accll—’t‘ = VZustrmit h(0) = 0; V = const

V
dh = —dt h=— =0
1 A+C, C
1%
ht) = — .
(t) == -t
Probe:
dh |4
A— =V h(t) = —t
dt (*) A
dn _ V.
dt A’
dh %4
A—=A. — =
dt A v
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e zu Aufgabe 7 (s. S. 137)

dh
Ausgangsgleichung: — + k- h = gmit hy—g = 0; ¢ =0,015m 5! und k= 0,01s"*

dt
dh
D k=0
i
dh Ih|
M kit = = k.
= = —hdt = In o = k-t
h=C.-eM s h=C.e™_C . k.e*
- dt
Coet—g—dt=g| = —=c=9.Myc
e k

h:%+C’1-e—kt;

g
fiir t = 0; h =0 gilt: 1=~

h =

ENEES

(I—e™) = h=1,5(1—-e"")

Probe:

161



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

5.2.2 Analytische Methoden - DGL hoherer Ordnung

Aufgaben zu 5.2.2:

Die folgenden DGL sind zu 16sen:

Loy =y
2. y//_y/:ea:
3.y +4y +ay=0 fir ay=3,4,5
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Losungen:

e zu Aufgabe 1:

y oy =ythi= Y=z y' =22

;9 dz 1 dz dy
Yy-z-2 =2° = — = — — ==

zdy y z Y
d d

z:Cly:>—y:Cly:>—y:Cldx
dx Y

ln%:C’lx
y=Cy- "

Probe:
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e zu Aufgabe 2

man substitutiert: y' = z, v’ = 2/
=7 —z2=¢€"
Annahme: z = U(z) - V (x)
= =U VUV
U - V4+U- V' -U-V=¢"

U-V+UV =V)=¢" daU(V' = V) =0

dV

— =V =V =e"

dx
dU
— et =e"=U=2x2-C)
dx

z=¢"(x+ Ch)
dy_ z(z+C1)
dx_e

y:/xfwdx%—/cl-emdx—i-Cg

y=(x—1)e" +Cie* + Cy

Probe:
y' -y =e" y=(z—-1)e" +Cie" + Oy
Yy =e"+ (x —1)e" + Cre”
Y =t (- 1) e+ Cret

Y=y =2e"+ (x —1)e" + Cre" —e" — (x — 1) " — Che”
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e zu Aufgabe 3
y' 4+ 4y +agy =0 fiir ag = 3;4;5

firag=3: K +4k+3=0

—4++/16-12 —-4+2
5 =

2 I

k12 =
ki=-3; ko =—1
y=0Cr-e ¥ +Cy-e"
firag =4: K +4dk+4=0= (k+2)" =0 => kyp = —2
y=01-e ¥4 Cy-a-e
y=e2(Cr+a-Cy)

firag=5: K T4k +5=0
—4+v16—-20 —4+2
5 =

2 I

k1o =
ki=—2—1i, ky=—2+i

y=e 2 (Cycosx + Cysinz)

Probe:
firag = 3: Y = Cre™>" + Coe™
y = —3C1e % — Che™

y// — 9016733: + 026796

y" + 4y/ + 3y = 90167330 + C’Qe” — 12016731 — 402671 + 30167336 + 36'2673r =0
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firag=4:Y~= e + (C1 + 2Cy)
Y = =27 (0) + 20y) + e - Oy
Y = 4e *(C) + 2Cy) — 272" - Cy — 20e™**
Y+ 4y + 4y = 4e**(C) + 2Cy) — 4Che™ % — 8¢ (O + 2Cy)
+ 4e 2 Cy + 42 (C) + 2Cs)

=0

fiirag=5: Y= e **(Cy cosx + Cysinx)
y = —2e % (Cycosx + Cosing) + e 2*(Cy cos v — C} sin )
y' = 4e **(Cycosz + Oysinx) — 2e~ 2 (Cy cos v — C sin )
+ (—2e7%) (Cycosz — Cysinz) + e >*(—Cysinz — C cos x)
Y + 4y + 5y = 3e 2 (Cysing + Cy cosz) — de”**(Cycosz — Oy sinx)
— 8¢ ?*(C cosx + Cysinx) + de”**(Cy cos v — Cy sin )
+ 5e7*(Cy cos ¥ + Cysinz)

=0
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Aufgaben zu 5.3:

1. Losen Sie folgende DGL mittels der LAPLACE-Transformation:

(@ Y(z)+y=0 mit
f(0) =1 — Anfangsbedingung
- y(0) =1
(b) y'(t) = 3y'(t) +2y(t) =4 mit
y'(0)=0
, y(0) =3
(©) y'(t) + 16y(t) = 32t mit
y(0) =2
' y(0) =3
@) y'(t) +4y'(t) +4y(t) = 6e~* mit
y'(0) =38
y(0) =1
@ y"t)+yit)=t+1 mit y'(0) =1
y'(0) =1

(Losung s. S. 172)

2. Losen Sie folgende Gleichungssysteme mittels der LAPLACE-Transformation:

y'(t)+x(t)=0 z(0) =0
(a) mit
a'(t) +y(t) =1 y(0) =0
2(t) —y(t) —y'(t) =4(1 —e™) 2(0) =0
(b) mit
22/ (t) + y(t) = 2(1 + 3e~%) y(0) =0
(Losung s. S. 189)
Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft

Aufgaben und Losungen
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3. Fiir folgendes hydraulisches Schema (siehe Abbildung 5.16) und zugehoriges Block-
modell gilt die Differentialgleichung

dz
hFl:R'Cd_:"i_ZR

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwas-
serleiter mit folgenden Parametern auszugehen:

k=5- 10_4%, ng=0,2, zg = 20m, l = 50m

Es soll hier also nur die Anderung gegeniiber dem stationiren Zustand berechnet wer-

mittel

7R
h,
|
i\
\
hy, —> T
R == C

Abbildung 5.16: Schematische Darstellung des Grundwasserspiegels

den.
Berechnen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Tranformation die Anderung des Wasserstan-
des, wenn sich der Flusswasserspiegel in erster Ndherung wie folgt dndert:

a) sprunghaft (hy = hyy, - 1(t))
b) sinusformig (hy = hyy, sin(w - t), mit w = 27/7 und 7 = 7 Tage).

4. Fiir die Konzentration C' durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:

TC+C=K

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 77 = 1d~%, K = 100
Die Konzentrationsénderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C'(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels der Methode der LAPLACE -Transformation und be-
rechnen Sie die Konzentrationsidnderung fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentrationséanderung.

(Losung s. S.209)
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5. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang (h;—o = 0) mit einer konstanten Fremdeinspeisung be-
schleunigt (siche Abbildung 5.17). Die dazugehdrende Differentialgleichung lautet:

dh .
A_:Vusr
dt Zust

Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung mittels LAPLACE-Transformation in die
Bildebene und 16sen Sie diese Gleichung nach der gesuchten GroB3e auf

f—

SIS S FE LS A A

Abbildung 5.17: Fiillvorgang eines Restloches

h(t)

(Losung s. S. 211)

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh
LRI A A
ar " g

mit Ay—g = 0, g = 0,015m - s tund k = 0,015~}
Losen Sie die Differentialgleichung mittels der LAPLACE-Transformation.

(Losung s. S. 160)

169



KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Losungen:

Die Gesetze der LAPLACE-Transformation fiir die Differentiation lauten:

L{f'(t)}
L{f"(t)}
L{fn(t)}

pF(p) — f(0)
p’F(p) — f(0)p — f'(0)
p"F(p) — f(O)p" — f'(0)p" 2 —

= f072(0)p — f"7V(0)

Tabelle 5.1: Korrespondenztafel LAPLACE-Transformation

(5.5)

Nr. | F(p) = L{f (1)} £ = L-YF ()}
1 0 .
2 ]% 1
3 an %
! o (f:ll)! e
: (P—a)l(p—ﬁ) eﬂﬁt:_zm
6 (p—aﬁp—ﬁ) 3 emi_a;m
! o sin ot
i MO;EJF%M sin(at + )
’ ﬁ cos at
0| cos(at + 3)
! I%QQ sinh ot
- pioa? cosh at
e p(p:;iﬁ) cos? at
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Tabelle 5.1: Korrespondenztafel - Fortsetzung

Nr. | F(p) = L{f (1)} ft) =L H{F(p)}

14 e sin? ot

15 e sinh? ot

16 pfi—f&l sin at sinh ot

17 a;ﬂtff) sin ot cosh at

18 (pfii ey tsin ot

19 i 5?5%2 t cos at

20 (p22_°‘£ e t sinh ot

22 o F 2 \/g

23 \/ﬁ Jo(at) (BESSEL-Funktion der Ordnung 0)
24 p;_aQ I (at) (modifizierte BESSEL -Funktion der Ordnung 0)
25 arctan sin(at)

26 | arctan I#{;BQ 2 sin(at) - cos(t)
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e zu Aufgabe 1 (s. S. 167)

a. Ausgangsgleichung:

y'(r)+y=0 mit

Es gilt:

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Die formale Anwendung der LAPLACE-Transformation fiihrt zu:

dy
LS -—= = LA{0
{ i y} {0}
Entsprechend dem Additions- und Differentiationssatz, bei der LAPLACE-Transforma-

tion erhilt man:
L{f"(x)} = pF (p) — f(0)
L{f(z)} =F(p)

Daraus folgt:

pF(p)— f(0)+ F(p)=0

Es ist zu erkennen, dass die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung mit
p als unabhiingige Variable iibergegangen ist.

Losung der algebraischen Gleichung nach F' (p):

pF (p) + F(p) = f(0)
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Riicktransformation und Bestimmung von y (#):

L) =110 g )

(p+1)
1

v= 1 =101 { g}

Dabei wird f(0) als Konstante betrachtet, da der Anfangswert f(0) zeitunabhingig ist.
Die Riicktransformation kann mittels der Korrespondenz- oder der Residuummethode
erfolgen.

Korrespondenz-Methode

Entsprechend Nr. 4 der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170) gilt:

(P B i

Vergleicht man die Funktion F'(p) mit der Form in der Korrespondenztabelle, so erhilt
man:

n=1
a=—1
t—=x

Damit ergibt sich die LAPLACE-Riicktransformierte zu:

mit

Man sieht, dass dies das gleiche Ergebnis ist, welches man fiir die direkte Losung
dieser DGL erhilt. Der Faktor f(0) hat hier die gleiche Bedeutung wie die Integra-
tionskonstante C', die sonst iiber die Anfangsbedingung zu bestimmen ist.
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Residuum-Methode
Die Residuum-Methode geht davon aus, dass die allgemein gebrochene rationale
Funktion von p in eine Summe von Partialbriichen der Form

K(p)n
(P - p0>n

zerlegt wird. Fiir diese Grundform kann die Riicktransformierte mit

S i

angegeben werden. Durch Gleichsetzung der gebrochenen rationalen Funktion F'(p)

mit der Summe der Partialbriiche und anschlieBenden Koeffizientenvergleich werden
die Funtionen K (p),, berechnet.

Dabei sind die Polstellen der Partialbriiche die Nullstellen des Nennerpolynomes.

In der vorliegenden Aufgabenstellung besteht die Funktion F'(p) bereits aus nur einem
Partialbruch, da nur ein Nenner vorhanden ist. Damit kann dieser direkt iiber die Kor-
respondenztabelle, wie bereits oben gezeigt, gelost werden.

Probe:

y(0)=C

y(x)y=C-e "

d

%: "()=-C-e"
d
—y+y:—C’~e_“’c—i-0-e_”C
dz

=0

b. Ausgangsgleichung:

y' () =3y (1) +2y (1) =4 mit

Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Die formale LAPLACE-Transformation lautet:

LA{y" (t) =3y (1) + 2y (1)} = L{4}

Es gilt:
Y = F(p)
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Unter Beachtung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 2), mit
1
L{1} =~
{1} p
und des Differentiationssatzes erhilt man:
2 / 4
pY —y(0)p—y(0) —3pY+3y(0)+2Y=];
Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:
9 4
pY —p—3pY +3+2Y = -
p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

4
Y(p2—3p+2)—p+3:5
9 4
Y 32 = +p3
4
v — ]—J+p—3

(P* = 3p+2)

_ pP—3p+4

p(p* —3p+2)

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese
gebrochene rationale Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine
Summe von gebrochenen Polynomen der Nennernullstellen zerlegt werden. Die Nen-
nernullstellen sind:

p1 =0
p*=3p+2=0
3 3\
s =—+ Z) =2
P23 5 <2>
Py =2
p3=1
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Damit lautet die Summe der Partialbriiche:

y_-4, 8 C
p p—2 p-—1
vy A =2 p-D+B-p-(p-1H+C-p-(p-2)
p(p* —3p+2)
Y:ApQ—BAp+2A—|—Bp2—Bp+Cp2—QC’p
p(p? —3p+2)
Variante 1

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zihlerpolynome durch:
p? —3p+4=Ap* —3Ap+2A+ Bp* — Bp+ Cp? —2Cp

und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen
von p, gleich, so erhélt man:

P 1=A+B+C
pt —3=-3A-B-2C
P° 4=2A

A=2

B=1

C=-2

Damit lautet die Partialbruchsumme

2 1 -2
Y ="+ — + —
p p—2 p-—1

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (sieche Seite 170 Nr. 2

und 4) erfolgen:
ans
p

Ll{ 1 }_eat
p—«

Mit a; = 2 und a, = 1 erhilt die riicktransformierte Losung die Form:

y(t) =2+ e* —2¢
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Variante 2

Dieses Ergebnis kann man auch erzielen, wenn man die komplizierteren Korrespon-
denzen (siehe Seite 170, Nr. 5 und 6) benutzt. In diesen Féllen kann man folgende
teilweise Partialbruchzerlegung durchfiihren:

y—4, B c
p (=-2)p-1) @-2(@-1)
Y:A-(p2—3p+2)+Bp2+C’p

p(p? —3p+2)

Der Vergleich der Zihlerpolynome liefert:
PP —3p+4=Ap* —3Ap+ 24+ Bp* + Cp

Die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen von p, lau-
ten:

p? 1=A+B

p' —3=-34+4C

p° 4=2A
A=2
B=-1
C=3

Damit lautet die Partialbruchsumme:

_ 2 p 3
R Py PNy R ey

Die Riicktransformation kann iiber die Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr.2, 5

o)

1

und 6) erfolgen:

Pt —e

Lq{@—aup—m} P a

L {(p—a)p(p—ﬂ)} :Beziz‘”
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Mit

ergibt sich:

Damit ergibt sich die Losung zu
y(t) =2—-2(e" —€") + 3 (e* —¢)

y(t) =2+ e* — ¢

Probe:
Die Losung und deren Ableitungen

y(t) =2+ e — 2¢
Y (t) = 2 — 2¢

y/l(t) — 462t _ 2615

erfiillen die Randbedingungen und die Ausgangsdifferentialgleichung:
y(0) =2+¢e*?—2.¢°
y(0)=24+1-2=1
' (0) = 2e*0 — 2¢°

y(0)=2-1-2-1=0
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y' () =3y (1) +2y () =4
4e* — 26" — 662 + 6e’ + 4 + 26 — de’ = 4
24— 6+2)+e(—2+6—4)+4=4
c. Ausgangsgleichung:

y" (£) + 16y (t) = 32t mit z( ) _

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

LA{y" (1) + 16y (1)} = L {32t}

mit den Anfangsbedingungen

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 3) zur Transformation

fiihrt auf
n—1
Lt _ 1
(n—1)! pn

Y —y(0)p—y (0)+16Y = 32-L{(2t2__11)!}

32
p’Y —y(0)p—y (0)+ 16Y = P

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:
32
pPY —3p+24+16Y = =
p

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):
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180

32
Y(p2+16):p—|—3p—2

32 3p — 2
Y = +
p*(p*+16)  (p? + 16)
3p% — 2% + 32
it i (5.6)
p? - (p? + 16)

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

Zur Riicktransformation wird die Residuum-Methode angewendet. Dabei muss diese
gebrochene rationale Funktion mittels der Methode der Partialbruchzerlegung in eine
Summe von gebrochenen Polynomen der Nennernullstellen zerlegt werden.
Variante 1

Die Nullstellen des Nennerploynoms sind:

p12=0

P34 = £V —16

Die Zerlegung der gebrochenen Funktion in die Reihe der Partialbriiche ergibt:

p P (p+v/—16) (p—+/—16)
o PPA+C+ D) +p? (B-Cy=T6+ DVI6) + p'164 + p°165

p?- (p? + 16)

Fiihrt man jetzt den Vergleich der Zihlerpolynome durch:
3p*—2p°+32=p°(A+C+ D)+p* (B—CV—-16 + DvV—16) +p'16A4+ p"16B

und setzt die Koeffizienten der jeweiligen Polynomglieder, geordnet nach Potenzen
von p, gleich, so erhélt man die Faktoren der Potenzreihe von p:

P’ 3=(A+C+D)

p? —2=B—CV—16 + DV~-16
P! 0=164; —= A=0

p° 32=16B; = B =2

Daraus folgt mit Einfiihrung der komplexen Zahl /—1 = j:
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—2=2-4Cj+4Dj = —-4=-40j+4Dj = Cj—-Dj=1

Cj—Dj=1 Cj—Dj=1
— + = 20j=3j+1
C+D=3]|-j Cj+ Dj=3j
_ 3j+1
D=3-C — D=3 3%t = D =%3"
23 2j
3j—1

Damit erhilt man die Losung Y in der Bildebene zu:

3j+1 3j—1

R o ) -1

Y

Fiir die Riicktransformation werden folgende Korrespondenzen (siehe Seite. 170, Nr.

3 und 4) verwendet:

N o=t} o

Damit erhélt man die Losung in der Zeitebene:

3j+1 _, 3i—1
)y =24+ eV ——— . Y
y(t) + o e+ 2 e

3 .
y(t) =2t + 3 (V' e V) — —
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Mit der EULER-Formel werden die e-Funktionen mit den komplexen Argumenten in
trigonometrische Funktionen umgeformt in:

e — e )
T =sina
e + e~
—5 — =cosa

y(t) = 2t 4 3 cos (4t) — sin (4t)

Variante 2

Die Berechnung kann man sich auch etwas erleichtern, indem man nicht die voll-
standige Partialbruchzerlegung durchfiihrt, sondern in der Korrespondenztabelle nach
komplizierteren Transformationen sucht.

So kann man folgende Riicktransformationskorrespondenzen (siehe Seite 170, Nr. 7
und 9) finden.

5
—N
(=}

e —I—oﬂ} = sin ot

Lt {%} = cosat
P «Q

Vergleicht man diese Ausdriicke mit der Gleichung 5.6, so erhilt man folgende Zerle-

gung:
3p® — 2p% + 32
Y =
p* - (p* +16)
3p—2 32

+
(p? +16)  p?-(p* + 16)

Dafiir kann man folgende Zerlegung ansetzen:

A Bp C
Y=<+ + 5.7
P2 (p?P+16)  (p*+16) e
A (p*+16) + Bp® + Cp?

p?- (p? + 16)

Y —

Der Vergleich der Zihlerpolynome ergibt:

3p* —2p* + 32 = A (p* +16) + Bp’ + Cp?
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Daraus folgt der Vergleich der Potenzreihenglieder:

A=2
B=3
C=-14

Daraus folgt bei Einsatz in Gleichung 5.7:

2 3p 4
Y ==+ —
p* (p*+16) (p*+16)

Hierauf konnen die Korrespondenzen (siehe Seite 170, Nr. 3, 7 und 9) angewendet

werden:
L—l i _ tnfl
) (n—1)!
I}
L' { = sin ot
P+ a2}
_ p
L! { } = cosat
p2 _|_ @2
Mit
n=2
a=4

ergibt sich:
y(t) = 2t 4 3 cos (4t) — sin (4t)

Die ist das gleiche Ergebnis, wie es iiber die vollstindige Partialbruchzerlegung (Glei-
chung 5.6 erzielt wurde.
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Probe:

y (t) = 2t + 3 cos (4t) — sin (4t)
y' =2+ 3(—sin(4t)) -4 — 4cos4t
y" = —12cos (4t) - 4 + 16 sin (4¢)

— 48 cos (4t) + 16 sin (4¢t) + 32t 4 48 cos (4t) — 16 sin (4¢) = 32t

d. Ausgangsgleichung:

y' (t) + 4y (t) + 4y (t) = 6e*"  mit

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Aus der formalen Anwendung der LAPLACE-Transformation und der Differentiations-
regel folgt:

LA{y" (t) + 4y (1) + 4y (1)} = L {6e™*'}

PY =y (0)p— ¢ (0) +4pY —4-y(0) +4Y = L {62}

Die Benutzung der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 4) zur Transformation

ergibt:
gt 1
L{ eat} =—
(n — 1! (p—a)

o= -2
n=1
tl_l Y _ 1
L{u—n!e }‘<p+2>1
2\ _ 1
Lie }_(p+2)

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen folgt:

PY —3p—8+44pY —4-34+4Y =

(p+2)
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Losung der algebraischen Gleichung nach F(p):

3p? + 26p + 46
p+2
3p? + 26p + 46
T (pt2pP
_ 4. B cC
P+2  (p+2)° (p+2)
A(p+2°+B(p+2)+C
(p+2)°
_ Ap’+p(4A+B)+4A+2B+C
N (p+2)°

Y (p*+4p+4) =

Y

g2 3=A

pl:26=4A+B

W0 46 =441 2B +C
B=14

C=46—-12-28=6

3 14 6
T2 2 2y
Riichtransformation und Bestimmung von y(t):
Die Riicktransformation kann sofort aus den Korrespondenzen (siehe Seite 170, Nr.4)

abgelesen werden:

1 tnfl
L*l — at ., _
{<p—a>n} (m—1)° =2
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y(t) =3e 2 + 14t - e 2 + 32 - %

y(t) = e (3t* + 14t + 3)

Probe
Die Losung und ihre Ableitungen:

y(t) = e (3t* + 14t + 3)
y'(t) = =27 (3t° + 14t + 3) + e > (6t + 14)

y" (t) = 4e7*" (3t* + 14t + 3) — 2e~* (6t + 14) — 2¢~>" (6t + 14) + 6>

in die Differentialgleichung eingesetzt, ergibt sich:
y' (1) + 4y () + 4y () = 62
y'(t) + 4y (t) + 4y (1) = e *[4 (3t* + 14t + 3) — 2(6t + 14) — 2 (6t + 14) + 6
— 8 (3t* 4 14t + 3) 44 (6t + 14) + 4 (3t + 14t + 3)]
= 6e %

6e 2 = 6e

e. Ausgangsgleichung:

y (0)=1
y' O +y ) =t+1 mit  y (0)=1
y// (0) —1

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

L{y" () +y ()} = L{t + 1}

Die Benutzung der Differentiationsregeln und der Korrespondenztabelle (siehe Seite
170, Nr. 2 und 3) zur Transformation fiihrt auf:

L{y" )} =p*Y —y (0)p* =y (0)p — 4" (0)
L{y (1)} = pY —y(0)

Y —y(0)p* =y (0)p—y"(0) +pY —y (0) = L{t} + L{1}
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5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

1
L{} =~
! 1
{(n— 1)!} p"
n=2
L t2_1
21

Hamm)p

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen:

1 1
p3Y—p2—p—1+pY—1:—2+—
p p

Losung der algebraischen Gleichung nach F(p):

PP+ +p+1 P PP+ +p+1

Pl +1) P’ P*(r*+1)
(p2+1)2+p(p2+1) pP+1 1
Y: — +_
P2 (p?+1) P p?
_1+ 1 N 1
p p* p?

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

n=1=—1
n=2,—1t
t2
n X 9
t2
y(t) =5 +t+1
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Probe:

O4+t+1=t+1
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zu Aufgabe 2 (s. S. 167)
a. Ausgangsgleichung:

y'(t)+a(t)=0 X z(0)=0
o' (t)+y(t) =1 y(0)=0

Anwendung der LAPLACE-Transformation

Die jeweilige Transformation der beiden Gleichungen ergibt:

y () +z(t)=0
L{y' (t) +x(t)} = L{0}
pY —y(0)+ X =0  mit Anfangsbed. y (0) =0

pY + X =0

o (t)+y(t)=1
L{z"(t) +y (1)} = L{1}

pX —z(0)+Y = mit Anfangsbed. x (0) =0

[V~ B

pX +Y =

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p):

Damit hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten X und Y
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und erhilt die Losung in der Bildebene

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):
Die Riicktransformation soll mittels der Partialbruchzerlegung erfolgen.

~1
LT
v ~1
p-(p=1)-(p+1)
y=2, B, C
p (=1 (p+1)
vy _ AW -1+ B@*+p) +CW* —p)

p(p*—1)

Aus dem Koeffizientenvergleich der Potenzen von p der Zihlerpolynome erhilt man:

P 0=A+B+C

P! 0=B-C

p° —-1=-A
Daraus folgt: . .

A=1; B:§; C’:§

yzl_ 1 B 1

p 2-(p—1) 2-(p+1)
Unter Ausnutzung der Riicktransformationskorrespondenzen (siehe Seite 170, Nr.7)

erhilt man
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Probe:

y' = —sinht
x’ = cosht
y! + x = —sinht + sinh ¢ =0

m'+y:cosht—|—1—cosht;1

b. Ausgangsgleichung:

20(t) —y (@) —y () =41 —e™) z(0)=0

27 (t) +y (t) =2 (1 + 3e7%) y(0)=0

Anwendung der LAPLACE-Transformation

Die Transformation der ersten Gleichung ergibt

L{2z(t)—y(t)—y' ()} =L{4(1—e7)}

2X Y —pY +y(0)=L{4(1—¢")}

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 5) erhdlt man

L{%} = =65

B=0

601‘,_67125 1
L{o—<—1>}:<p—<—1>><p—o>
w1

P =

Nach Einfiihrung der Anfangsbedingungen ergibt sich:

4

2X-Y —pV = ——
p-(p+1)
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Die Transformation der zweiten Gleichung und die Einfiihrung der Anfangsbedingun-

gen ergibt:
L{22' (t)+y(t)} =L{2(1+3e)}
2pX —2z(0) +Y = L{2(1+3e*)}

2pX +Y = L{2} + L {6 *}

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 2 und 5) erhélt man:

1
Lill = -
{1} ;
tnfl
L{ }_;
(n—1)! (p—a)m
n=1
o= -2
L{ tlfl 6_2t}: 1
(1-—1)! p—(-2)
1
L —2t —
{e } P+ 2
2 6
WX +Y =4 ——
P p p+2

Losung der algebraischen Gleichung nach F(p):
Damit sind die zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten X und Y zu l6sen.

4
1 X -Y —pY = —— p
(1) p-(p+1) |
9 6
2 WX +Y =24 —
(2) D PR
4
1 OXp —pY —p?Y = ——
(1) p—pY —p ]
N8
9 4 6
2) — (1 Y 4+pY +pY =2 - — 4
(2) — (1) pY +p PR R

2(p+1)(p+2) —4p(p+2)+6p(p+1)
plp+1)(p+2)

Y(14+p+p*) =
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2(p+1)(p+2) —4p(p+2)+6p(p+1)

Y RS YRR | R
Y:2ﬁ+ﬁp+4—4ﬁ—8p+®ﬂ+6p: 4p® +4p+4
plp+1)(p+2)P*+p+1) plp+1)(p+2)P*+p+1)
4 A B C

PO D +2) p pil pr2
Alp+1)(p+2)+Bplp+2)+Cp(p+1)
plp+1)(p+2)

_ Ap*4+3Ap+2A+ Bp* +2Bp+ Cp* + Cp
B plp+1)(p+2)
_P(A+B+C)+pBA+2B+C)+24
a plp+1)(p+2)

Daraus erfolgt der Vergleich der Potenzreihenglieder :

P’ A+B+C=0

P! 3A+2B+C =0

° 24 =4
A=2

B+C=-2
2B+ C = —6

B=—4

C=2

In die Gleichung eingesetzt, ergibt sich:
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(e e

Riicktransformation und Bestimmung von y(t):

L—l{ j—2} — e—?t

p

L*l 1 — eft
p+1

Y =22 —4et+2

2 2 4 2 6
2Xp+ -4+ ————=—4+ ——
+2 p+1 p p4+2
4 4
2pX = —— + ——
+2 p+1
2 2

a=20
B =2
1{ 1 } et -1
p(p+2) —2
_1{ 1 }_6t_1_1—6_2t—26_t
p(p+1) —2

r(t)=1—e?+2—2"
=3—e 22"

Probe:
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Yy =2(-2e"+2¢") =de™" —4e*
v’ =2e7 4 27"
2 —y—1y =6—2e2 —de7t —2e7H 47t — 2 —de7t 4 4
=4—det=4(1-¢7")
20 +y=4de* +det 427 —de ! +2

=6e " +2=2(1+3e%)
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 167)

Ausgangsgleichung:

dom k=5-10"2n5 = 0,2

hFl:R'CE"‘ZRa mit

ZRmitter = 20m; 1 = 50m

Dabei ist von linearisierten Verhéltnissen und einem homogenen, isotropen Grundwasserlei-
ter mit folgenden Parametern auszugehen:

Variante 1: Aufstellen der Differentialgleichung

Entsprechend der Methoden zur theoretischen Prozessanalyse kann fiir das hydraulische
Schema die Differentialgleichung aufgestellt werden. Der Weg zur Aufstellung dieser Dif-
ferentialgleichung ist bei den Aufgaben zur theoretischen Prozessanalyse beschrieben (siehe

Seite 134).

dZR
hrr = Rhyar - CE + 2R

bzw. umgeformt:
dzr %R hpy

dt * Rhyd'r -C B Rhydr -C
Fiir Rpyq, - C soll die Abkiirzung 7' eingefiihrt werden.

T triigt die Bezeichnung der Zeitkonstanten (siehe Abschnitt 12.1 Ubertragungsfunktionen,
Seite 354ff) und ist nicht mit der Transmissibilitdt 7" zu verwechseln. Diese Bezeichnung
wird in automatisierungs- und elektrotechnischer Literatur so verwendet und ist entspre-
chend genormt. In dlteren Literaturquellen wird auch oft die Bezeichnung 7 verwendet. Die
hier eingefiihrte Zeitkonstante 77, ist eng mit der geohydraulischen Zeitkonstanten a = %
(Speicherkoeffizient/Transmissibilitdt) verwandt und lésst sich in diese iiberfiihren (siehe
GRABER, Lehrscript Systemanalyse, Abschnitt 8.1 THEISsche Brunnengleichung)
Rhydr-C:%'S-l-bzé'lz

dzr 2R hr

dat T T
Anwendung der LAPLACE-Transformation:
Diese Differentialgleichung gilt es, mit den Methoden der LAPLACE-Transformation zu
16sen. Wendet man die Rechenregeln entsprechend an, erhilt man:

dZR ZR hFl

R Qi i Quy jp gacill
Vi E =T

dzp 2R I
R el Gy 5D L G R
Car gz -7
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Mit dem Gesetz zur Differentiation,

L{f" )} = pF (p) — f(0)
der Variablenzuordnung
f(t)=2r
und den Anfangsbedingung soll gelten:
f(0) = ZRre—o

Damit erhilt man: ]

1
pL{zr} — 2ZRi=0 + ﬁL {zr} = ﬁL {hri}

Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p) = L {zg}:

1 1
TlL {hFl} —+ ZRt=0 — L{ZR} . (p+ ﬁ)
LA L{hp) + 2
Lz} = D {hFi} + 2Ri=0
(p+7)

Beriicksichtigt man, dass nur die Anderungen gegeniiber dem stationiren Ausgangszustand
berechnet werden sollen, kann man zp;—g = 0 setzen, und man erhilt:

L{zr} = T%thl} (5.8)
(%)
L{hg}

L{ZR} = ( T, +1)

Variante 2:Nutzung der Spannungsteilerregel

Die Gleichung 5.8 kann man auch einfacher erhalten, wenn die aus der Rohrhydraulik oder
Elektrotechnik bekannten Regeln wie Maschen- und Knotenpunktsatz sowie
Potential-(Spannungs-) Teilerregel benutzt werden.

Auch hier geht man davon aus, dass nur die Anderung gegeniiber dem stationiren Zustand
untersucht wird. Dazu ist es notwendig, neben dem hydraulischen Widerstand

L
k-D-b T-b

Rhydr =
und der hydraulischen Kapazitit (Speicher)
C=S5-A

einen komplexen kapazitiven Widerstand R¢ nach folgenden Gleichungen zu definieren:
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1
Go=—
c Re
=p-S-A
SoM  gespannter GWL
=p b
ng ungespannter GWL
GC =p- C
bzw. )
Re=—
c oC

Dabei wird p als komplexe Frequenz p = o + jw bezeichnet. Dies ist dieselbe unabhingige
Variable, die als Basis der LAPLACE-Transformation dient.

4
hg,
|
I-(—)
v,
7R
R
R
hg,

Abbildung 5.18: Schema der Grundwasserverhiltnisse

Anwendung der LAPLACE-Transformation:

Nach der Spannungsteilerregel, die besagt, dass sich der Spannungsabfall (Potential- oder
Druckabfall) wie die zugehorigen Widerstinde verhilt, erhidlt man nachfolgende Gleichun-
gen. Dabei fillt iiber der Kapazitit C' die Spannung L{zr} ab. Der Flusswasserstand wirkt
sowohl iiber den hydraulischen Widerstand R},,,4- als auch iiber den kapazitiven Widerstand
R¢ (Reihenschaltung von Widerstdnden) (siehe Abbildung 5.18):

L {ZR} _ Rc
L{hg}  Ruyar + R
Liz} _ 50

L {hFl} N Rhydr + p_lc
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Losung der algebraischen Gleichung nach F'(p)= L{zr}:

o L{hm}
Rhydr + 1% pRhydrC +1

L{ZR} =1L {hFl}

Mit Rpyqr - C' = Terhilt man:

pI +1
Dies ist somit die selbe Gleichung, die man mit der Bilanzmethode iiber die Differentialglei-
chung (siehe Gleichung 5.8) erhalten hat.

Variante 1 und 2

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

L{zg} = (5.9)

Bei der Riicktransformation, d.h. der Suche der Funktion zg(¢), muss man die speziellen
Randbedingungen, d.h. die Zeitfunktion des Flusswasserspiegels, beriicksichtigen.
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a. Sprungformige Anregung (hp; = hpyg - 1(t)

Laut Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 2) ist die LAPLACE-Transformierte des

Sprungsignals:
1
L{hp} = L{hpo-1(t)} = hpp - »

Dabei wurde berticksichtigt, dass die Sprungfunktion in den Grenzen des LAPLACE-Integrals
(0 bis 00) den konstanten Wert 1(¢) = 1 hat:

L{1#)} = L{f (1)} =}3

Dies wird in die Gleichung 5.9 eingesetzt und man erhilt:

L{hg}
I —
{ZR} pTl + 1
1
L{zg) = hpp - —————
{zr} = hro p(pTh +1)
R o 1

L{zr} = T .p <p+ Til)

Riicktransformation und Bestimmung der y(t) = zg(t):

Die Riicktransformation kann man hier mittels der Korrespondenztabelle oder der Partial-
bruchzerlegung durchfiihren.

Variante Korrespondenztabelle

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 5) erhdlt man:

L—l { 1 } _ 6,815 _ eat
(p—a)(p—0) f—a
Aus dem Vergleich der zu transformierenden Funktion und der Korrespondenztabelle sieht
man, dass
1 B 1
p(p—kTLl) (p_a)(p_ﬁ)
a=0
1
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5.3. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

gesetzt werden kann und man erhalt:

_ _ hFZO 1
L {L{zg}} =L T 1
P (p + ﬁ)
1
ZR = %L_l AR
v (e )
2n = hpp (1 — e_T1> (5.10)

Variante Residuummethode

Ziel der Partialbruchzerlegung ist, die gebrochene rationale Funktion in eine Summe von
Briichen der Nennernullstellen, die Partialbriiche, zu zerlegen. Zuerst werden die Nullstellen
des Nenners der Gleichung 5.9 gesucht:

h 1
L{zr} = - 1
(o)
p1 =0
1
p2+ﬁ—0
1
b2 T
hro ( A B )
Li{izg} = . +
{r) T, pP—p1 pP—D2
hpo [ A B
Lizpt = — | — + (5.11)
{ R} T1 (p p_i_Til

Die Koeffizienten A und B werden durch Vergleich der gebrochenen Funktion und der Sum-
me der Partialbriiche bestimmt:

1 B
- 1
p<p+%l) L
1 (p—i—TLl)-A—FpB
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Daraus ergibt sich bei Vergleich der Koeffizienten der Polynomglieder (Potenzen von p):

P! 0=A+B
A
0 1= =
P T
A=T,
B:—Tl

Wird dies in die LAPLACE-transformierte Gleichung 5.11 eingesetzt, so ergibt sich:

T \p pt+g

und die LAPLACE-Riicktransformierte:

—1 R ALY AR
L7 {L{zr}} =L {T1 <p P+%>}

1

e

Aus der Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 3) ergibt sich die Riicktransformation:

~{)-

() ety

zp="hpo- | L {

a=1
n=1
Lt —1 = e_Til
(p+4)
Damit erzielt man die Losung:
TL
ZR = hFlO' (1—6_ 1) (512)

Das ist die gleiche Losung, die man auch iiber den Weg sofortigen Anwendung der Korre-
spondenztabelle (siehe Gleichung 5.10) erhalten hat.
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Varianten Korrespondenztabelle und Residuummethode

Abbildung 5.19 zeigt die zeitliche Anderung des Grundwasserspiegels bei sprunghafter An-
derung des Flusswasserspiegels um h ;g = 20m in Abhingigkeit vom Stromungswiderstand
R},yqr als Funktion der Linge [ und der Transmissibilitdt 7', sowie von der Kapazitit C' als
Funktion der Linge [ und des Speicherkoeffizienten S. Die Ergebnisse sind die gleichen,
die man bei der direkten analytischen Losung der Differnetialglweichung erhalten hat (sieche
Losung Seite 152).

Wasserstandsiinderung
25

20 - o i 3

—t— Fluss
15 —8—zR. kI, ungesp., 13
—a—72R. k1. gesp.. 13

—»—7zR, k1, ungesp., 11

10 —y—7R. kl. gesp.. 11

Wasserstand in m

—e—ZR. kI, ungesp., 12

—+—7zR, k1, gesp., 12

—
O T = ‘ T T . I

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Zeit in min

Abbildung 5.19: Anderung des Grundwasserstandes bei sprunghafter Anderung
des Flusswasserstandes
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2
b. Sinusformige Anregung (hp, = hpysin(wt), mit w = T und t=7 d)
Laut Korrespondenztabelle (siehe Seite 170, Nr. 7) ist die LAPLACE-Transformierte der Si-
nusschwingung:

a
L{sin(at)} = ———
{sin (at)} Pl

. w
L{hg} = L{hppsin (wt)} = hFlom

Dies wird in die Gleichung 5.11, Seite 201, eingesetzt, und man erhélt:

 L{hm}
Der) =01
hplw
[(p* +w?) (pT + 1)]

Riicktransformation und Bestimmung von y(t) = zg(t)

L{zr} =

Als Riicktransformation sollen hier die Residuummethode mit der Partialbruchzerlegung be-
nutzt werden. Diese sind einfach zu handhaben, wenn es sich, wie in diesem Falle, um eine
rationale Funktion handelt.

Partialbruchmethode

hFZUJ
[(p? +w?) (pT + 1)]

L)) = 1 o |

[(p* +w?) (pT + 1)]

L{zr} =

1 hFlw 1
zr=1 { T [(p+jw)(p— jw) (p—pl)]}

P1= —=

und

(a*>=0*) =(a+b) (a—0)

V(=0 = /(1) b= jb
(a* +0%) = (a = (=0%))

— (a+ V=) (a= V=)

(a* 4+ 0%) = (a+ jb) (a — jb)
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erhalt man:

w

_ -1 Tr
TV o -0 (01 2)]

Als Partialbruchsumme geschrieben:

ZR — hFlL_l Al + A2 + A3
P B ()

Die Koeffizienten A;, A; und Aj erhélt man durch Multiplikation dieser Summanden mit
dem Hauptnenner und anschlieBendem Koeffizientenvergleich gleichwertiger Potenzen von

p:

. 1 . 1 . . w
p:A(p—jw) (p+ 7) + Ay (p+ jw) (p+f) + Az (p+ jw) (p — jw) =7
1 1 1

p2 Al + A2 + Ag = O
! A LI R (T L R 0
—Jw+ — W+ — =
p 1 J T 2| TJ T,
0 A (- Ay [+ Ag? =~
p 1 ( Tl) + 2 <+T1 + 3W T

Damit hat man drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A;, A und Aj. Die erste Glei-
chung kann nach Aj aufgelost werden und in die dritte eingesetzt werden. Dann erhilt man
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

. 1 , 1
Ay <_]W+ ﬁ) + Ay (+]W+ ﬁ) =0

Wird die erste Zeile mit jw multipliziert, so erhélt man:

Ay (—jw—l— —) + A (+jw+ —) =0 | -jw
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Diese Gleichung kann mit der oben dargestellten zweiten Gleichung addiert werden:
Jw Jw
A A =0
1(W+T1>+ Q(W-I—Tl)

N A Jwy) _ w
1(W+T1>+ 2(w+T1 T

und man erhalt:

Dies in die obere Gleichung eingesetzt ergibt:

Jw Jwy
Ay <w +T1)+A2( w —|—T1)—0

1
A= ——o .
k)
Damit wird As zu:
A1+A2+A3:0
Ay = —A; — Ay
<w2 - T11> 1 <—w2 + ]T1>
1 1 1
2wT; ‘
\(1vam) ()
1 2 w 1
43 20T 1 \? :ﬁw2+1
- (k) -1 7
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Diese drei Faktoren Ay, A, und Aj in die Partialbruchgleichung eingesetzt, ergibt:

1
A= .
e k)
1
1
Ay = o .
()
w 1
143 = Efr
o)
A A A
ZR :thWL_l ! + 2 + 5

(p+jw)  (p—jw) (p v %)
Daraus ergibt sich unter Einbeziehung der EULERschen Formel:

P - wo ero 1
ZR1(t) = +

2 2
Rhydrc 0 Rhyd'rc 0

Man erkennt (siehe Abbildung 5.20), dass die Grundwasserhohe 2z gegeniiber der Flusswas-
serspiegelhohe h ) kleiner (geddmpft) sowie phasenverschoben (zeitverschoben) ist.

COs <w0t — arctan

wWo )
}%hydr(j

1
Déampfung: -
1
()4
Phasenverschiebung t il
: arctan
}%hydr(j

Allgemein

Dieses Beispiel soll geniigen, um zu zeigen, dass die LAPLACE-Transformation fiir lineare
instationédre Probleme sehr gut anwendbar ist. Bei komplizierteren Systemen, bei denen die
Anzahl der Polstellen grofl wird oder die Erregerfunktion nicht mehr rational ist, ergeben
sich rechentechnische Schwierigkeiten. Die LAPLACE- Transformation ist nicht anwendbar,
wenn kein geschlossener analytischer Ausdruck fiir die Erregerfunktion aufgestellt werden
kann, z. B. wenn nur einzelne Stichprobenwerte (Abtastwerte) existieren oder wenn die Sy-
stemparameter oder die Erregerfunktion nichtlinearen Charakter besitzen.
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Wasserstandsiinderung

25 T
—o— Fluss
—&—zR. k1. ungesp.. 11
——7zR. k1. ungesp.. 13
20 :

gesp.., 13

gesp., 12

Wasserhohe in m

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Zeit in Stunden

Abbildung 5.20: Grundwasserhohe zp gegeniiber der Flusswasserspiegelhohe h
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a.

e zu Aufgabe 4 (s. S. 167)
Ausgangsgleichung:

TWC+C=K mit £=0:C(0) =0

L {T10+ C} = L{K}
L {c} = pY — C(0);

fiir C' (0) = C gil: L{C} =Y

Ty =1dY K = 100

_Ap+A+Bp

K
LKy ="
TipY +Y = —; Y(p—i—l):%

K A B
fiirlelgilt:Y:p(p+1)zg+p+1 p(p+1)
A=K; B=-K

K

b. Skizze (siehe Abbildung 5.21)
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A
100 o e pe———
ST S oA S S— —
= 1 i i i |
O 632 i i i i i
= 60 f—— A i m S B 1
= | ; ; e |
- i ' ' ' i
g 1 | | | 1
E ALl e S |
@ : : : : :
= | i i i |
< : : : : :
2 0 f e S |
04 f >
0 1 2 3 4 5 6

Zeittind

Abbildung 5.21: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentrationsdnderung
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 167)

Ausgangsgleichung:
dh :
A= i V gustr mit hy_g =0; V = const
AL {h} =L {V}
L {V} Y
p
LAhY =Yp+h(0) = AY ——:>Y—l
=Yp p= =1
Lfl _ i _ tnfl
pt) (n—=1)
!
fir n = 2 gilt: L o =t
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 167)

Ausgangsgleichung:
dh hizo =0; ¢ =0,015m-s7!
—+k-h=g mit
dt
k=0,01s""
L{h+k:h}:L{g}
L{h}+L{kh}:L{g}
L{h}:pY+h(0)
L{h}=Y
g
L - Z
{9} ’
g g A B
PY +kY =2 =YV =—" =4 "
p pp+k) »p ptk
Ap+Ak+Bp  p(A+ B) + Ak
p(p+k) p(p+ k)
g g
g = L p
y=-424 __ 9

e iy

_ 1 B
fﬁrn:2gilt:2:—/€:>L1{ }:ekt

h(t) = (1 — e_kt)

ENES]
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5.4 Numerische Methoden

5.4.1 Integration

Aufgaben zu 5.4.1:

1. Berechnen Sie unter Verwendung der Rechteck- und Trapezregel das Integral

1
[ / dx
1+
0
mit den Schrittweiten h = 0, 1 und 0, 01
(Losung s. S.215)

. Berechnen Sie folgende Integrale. Verwenden Sie dabei mindestens zwei numerische
Verfahren und zwei unterschiedliche Schrittweiten und vergleichen Sie die Ergebnisse:

1 2 -
a) / 2 4y b) / Cdr
X
—1 1

(Losung s. S.218)

. Berechnen Sie das Integral
1,3

I = / Vxdx
1

mittels Rechteckregel, Trapezregel und der drei NEWTONschen Formeln und verglei-
chen Sie die Ergebnisse.

(Losung s. S.224)

. Berechnen Sie das Integral
10

1
= / —dx
x
1
niherungsweise.

Wiihlen Sie dazu h = 1. Verwenden Sie fiir das Intervall [1, 9] die SIMPSONsche Regel
und fiir das Intervall [9, 10] die Trapezregel.

(Losung s. S. 228)

Peter-Wolfgang Grdber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft

Aufgaben und Losungen
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5. Eine Messreihe der Spezifischen Wirme c des Al,O3 in Abhéingigkeit von der Tempe-
ratur 7" liefert die in der Tabelle aufgefiihrten Werte.
Ermitteln Sie die Wirmemenge

1000
Q= / c(T)dT
—200
die man einem Gramm Al;O3 zufiihren muss, um es von —200°C" auf 1000°C' zu

erwarmen.
Die Integration ist numerisch nach

a) der Trapezregel
b) der SIMPSONschen Regel

mit der Schrittweite A = 200°C' durchzufiihren.

TI[°C] || —260 | —200 | —100 0 100 | 200 | 300 | 400 | 600 800 | 1000

c[-<] 0 0,04 | 0,012 | 0,18 | 0,22 | 0,24 | 0,25 | 0,26 | 0,27 | 0,275 | 0,28
(Losung s. S. 230)
6. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen.
(siehe Abbildung 5.22)
Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der
Grundwasserleiter folgende Kennwerte besitzt:
hy, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s~%, Sy = 0,0001m =1, ng = 0, 20
Benutzen Sie dazu die Methode der numerischen Integration!

15,4

H

15,2 -

15,0 A

Wasserstand in m
[a—
~
co
1

Radius in m

Abbildung 5.22: Grundwasserstand in Abhingigkeit vom Radius

(Losung s. S.231)
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Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 213)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b
Flinks = / Z (|en, — 2n1]) - (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b m
yn+yn+1 .. J
F= ~ Y (o, — “ 2L ) (fiir m Teilintervall
/ 2 (|zn — Tnal) - ( 5 )(urm eilintervalle)

Die analytische Losung des Integrals ist:

1

/1ixdx (142

0

=n2—-Inl=1In2

= 0,6931
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Schritte || Funktion Rechteckregel Trapezregel
x | f ((li—)> Teilfliiche | Summe | Teilfliiche | Summe
0,00 1,00 0,1000 | 0,1000 | 0,09545 | 0,0955
0,10 0,91 0,0909 | 0,1909 | 0,08712 | 0,1826
0,20 0,83 0,0833 | 0,2742 | 0,08013 | 0,2627
0,30 0,77 0,0769 | 0,3512 | 0,07418 | 0,3369
0,40 0,71 0,0714 | 0,4226 | 0,06905 | 0,4059
0,50 0,67 0,0667 | 0,4893 | 0,06458 | 0,4705
0,60 0,63 0,0625 | 0,5518 | 0,06066 | 0,5312
0,70 0,59 0,0588 | 0,6106 | 0,05719 | 0,5884
0,80 0,56 0,0556 | 0,6661 | 0,05409 | 0,6425
0,90 0,53 0,0526 | 0,7188 | 0,05132 | 0,6938
1,00 0,50
Ergebnisszusammenfassung:
Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,1 0,7188 0,03697 0,6938 0, 0009
0,01 0,6957 0,00362 0,6932 0, 000009
0,6931

In Abbildung 5.23 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der
verwendeten Methode und von der Schrittweite ist. Die Trapezregel liefert schon bei einer
Schrittweite von h = 0, 1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einem Fehler von < 0, 1%.
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Wert

Numerische Integration

—&— Rechteckregel — —a— Trapezregel —— Funktion: —=— Rechteckregel —— Trapezregel
Schrittw eite = 0,1 Schrittw eite = 0,1 f(1/(1+x)) Schrittw eite = 0,01 Schrittw eite = 0,01

1,0

0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1.0
Intervall

Abbildung 5.23: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 213)

(a)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b m
Flinks = / Z |zp — Xpq]) - (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b
- Yn + Yn+1 .. iqs
F= n n — ) (f Teilintervall
/ ngzo |zy — Xpgal]) - ( 5 ) (fiir m Teilintervalle)

a

Die analytische Losung des Integrals ist:

1 ( )2 1 4 SCG d
W dr ~ 2 1+ +——|—
/e /( R 30) ’
1 0

— oot Loty +171
B AR TR T .

= 2,871
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Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel
x | £(e(9") | Teittiiche | Summe | Teilfliiche | Summe
—1,00 2,72 0,2718 | 0,2718 | 0,2483 | 0,2483
—-0,90 2,25 0,2248 | 0,4966 | 0,2072 | 0,4555
—0,80 1,90 0,1896 | 0,6863 | 0,1764 | 0,6320
—-0,70 1,63 0,1632 | 0,8495 | 0,1533 | 0,7853
—0,60 1,43 0,1433 | 0,9928 | 0,1359 | 0,9211
—0,50 1,28 0,1284 1,1212 | 0,1229 1,0440
—0,40 1,17 0,1174 1,2386 | 0,1134 1,1574
—0,30 1,09 0,1094 1,3480 | 0,1067 | 1,2641
-0,20 1,04 0,1041 1,4521 0,1025 1, 3667
-0,10 1,01 0,1010 1,5531 0, 1005 1,4672
0,00 1,00 0, 1000 1,6531 0, 1005 1,5677
0,10 1,01 0,1010 1,7541 0,1025 1,6702
0,20 1,04 0,1041 1,8582 | 0,1067 | 1,7770
0,30 1,09 0,1094 1,9676 | 0,1134 1,8904
0,40 1,17 0,1174 | 2,0849 | 0,1229 | 2,0132
0,50 1,28 0,1284 | 2,2133 | 0,1359 | 2,1491
0,60 1,43 0,1433 | 2,3567 | 0,1533 | 2,3024
0,70 1,63 0,1632 | 2,5199 | 0,1764 | 2,4788
0,80 1,90 0,1896 | 2,7096 | 0,2072 | 2,6860
0,90 2,25 0,2248 | 2,9343 | 0,2483 | 2,9343
1,00 2,72
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Ergebniszusammenfassung:

Schrittweite | Rechteck | Fehler | Trapez | Fehler

0,1 2,0343 | 0,06 |2,9343 | 0,06

0,01 2,8985 | 0,03 |2,8987 | 0,03

analytisch || 2,871

In Abbildung 5.24 ist die Bildung des Integrales fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechtack- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhédngig von der
verwendeten Methode, von der Schrittweite und von den Ordinatenwert ist. Die Trapezregel

liefert schon bei einer Schrittweite von h = 0, 1(a — b) sehr brauchbare Werte mit einen
Fehler von < 0, 1%.

—e—f(exp(-x"2) —a— Rechteck, h=0,1 —&— Trapez h=0,1

-1,0 -0,5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 5.24: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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(b)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:

b
Flinks = / Z |2, — 2,_1]) * yn (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

= / Z [Tn — Tni1l) - (%) (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Die analytische Losung des Integrals ist:

ittty lp o
J— n — —
1 4 18 96

~ 3,05955719
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Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel
T f(z) =< | Teilfliiche | Summe | Teilflsiche | Summe
1,00 2,72 0,2718 | 0,2718 | 0,2725 | 0,2725
1,10 2,73 0,2731 | 0,5449 | 0,2749 | 0,5474
1,20 2,77 0,2767 08216 0,2795 | 0,8268
1,30 2,82 0,2823 1,1039 | 0,2860 1,1128
1,40 2,90 0,2897 | 1,3935 | 0,2942 1,4070
1,50 2,99 0,2988 1,6923 | 0,3042 1,7112
1,60 3,10 0,3096 | 2,0019 | 0,3158 | 2,0269
1,70 3,22 0,3220 | 2,3239 | 0,3290 | 2,3560
1,80 3,36 0,3361 2,6600 | 0,3440 | 2,7000
1,90 3,52 0,3519 | 3,0118 | 0,3607 | 3,0607
2,00 3,69
Ergebniszusammenfassung:
Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,1 0,3519 0,016 3,0607 0, 0004
0,01 3,0543 0,0017 3,0591 0,0001
3,05955719

In Abbildung 5.25 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der
verwendeten Methode, von der Schrittweite und vom Ordinatenwert ist. Die Trapezregel
liefert schon bei einer Schrittweite von A = 0,1 - (a — b) sehr brauchbare Werte mit einen

Fehler von < 0, 1%.
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16,0000

14,0000

12,0000

10,0000

8,0000

Teilfléichen

6,0000

55,00

—— Rechteckregel, h=0,1

50,00
—a— Trapezregel, h=0,1

—— Funktion y=exp(x)/x 45.00
35,00
30,00
2500

r 15,00
T 10,00
5,00

1,10

B

T T T T T T T T O,(I]
120 130 140 1,50 160 170 180 1L 200

5

x-Wert

Funktionswert

Abbildung 5.25: Numerische Integration mit verschiedenen Verfahren und Schrittweiten
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 213)

Die numerische Berechnung von Integralen erfolgt bei der Rechteckregel mittels der Formel:
b

Flinks = / Z |zp — xp_1]) - (fiir m Teilintervalle)
n=0

a

Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

F= / Z |Tp — Tpta]) - (yn - yn“) (fiir m Teilintervalle)

n=
a

Die analytische Losung des Integrals ist:
1,3

/\/Ed:c = [2 ' \/ﬁ} 173

1

:2-(\/m—\/f>

=0,3215
Schritte | Funktion: Rechteckregel Trapezregel

x f(1/(x)) | Teilfliche | Summe | Teilfliche | Summe
1,00 1,00 0,0300 | 0,0300 | 0,0302 | 0,0302
1,03 1,01 0,0304 | 0,0604 | 0,0307 | 0,0609
1,06 1,03 0,0309 | 0,0913 | 0,0311 | 0,0920
1,09 1,04 0,0313 | 0,1227 | 0,0315 | 0,1235
1,12 1,06 0,0317 | 0,1544 | 0,0320 | 0,1555
1,15 1,07 0,0322 | 0,1866 | 0,0324 | 0,1879
1,18 1,09 0,0326 | 0,2192 | 0,0328 | 0,2207
1,21 1,10 0,0330 | 0,2522 | 0,0332 | 0,2539
1,24 1,11 0,0334 | 0,2856 | 0,0336 | 0,2875
1,27 1,13 0,0338 | 0,3194 | 0,0340 | 0,3215
1,30 1,14
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Ergebniszusammenfassung der Rechteck- und Trapezregel:

Rechteck- Trapez- analytische
Schrittweite rel. Fehler rel Fehler
regel regel Losung
0,03 0,3194 0, 0066 0,3215 0,000014
0,3215

In Abbildung 5.26 ist die Bildung des Integrals fiir verschiedene Schrittweiten und fiir die
Rechteck- und die Trapezregel dargestellt. Man erkennt, dass der Fehler abhéngig von der
verwendeten Methode ist.

—m— Rechteckregel 1,14
030 4 —a&— Trapezregel
—e— Funktion v=Wurzel(x) == L12
0.25
+ 1,10
0,20 1
5 108 &
=015 =
= 106§
<=
0,10 L Lod
0,05 + 102
0,00 . . 1,00
1.0 1,1 1,2 13
x-Wert

Abbildung 5.26: Entwicklung des Integrals im Intervall 1 bis 1,3 mittels der Rechteck- und
Trapezformel
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Bei der NEWTONschen Formel wird die NEWTONsche Interpolationsfunktion mit folgenden

Ergebnissen integriert:

oo f (@) daz
Jo (@) d = =
[ f (x) do = ~

Je nach verwendeter NEWTONscher Formel wird das Integrationsintervall in unterschiedli-
che Schrittweiten h,, eingeteilt. Man erhélt damit folgende Ergebnisse:

hq
oy (Yo + 11)
h
(Yo +4y1 + y2)

(yo + 3y1 + 3y2 + y3)

NEWTONsche Formel - 2 Stiitzstellen:

h=0,3|f=z F
a=1 |1 0,321026314
b=1,3 | 1,140175425

NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen:

h=0,15 | f=+\z F

a=1 1 0, 321484877
zy =1,15 | 1,072380529

b=1,3 | 1,140175425

NEWTONsche Formel - 4 Stiitzstellen:

f=vE

F

1

0,321485149

1, 048808848

1,095445115

1,140175425
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Ergebniszusammenfassung:

Schrittweite | Integral | rel. Fehler
NEWTONsche Formel - 2 Stiitzstellen 0,30 0,3210 | 0,0014280
NEWTONsche Formel - 3 Stiitzstellen 0,15 0,3215 | 0,0000015
NEWTONsche Formel - 4 Stiitzstellen 0,10 0,3215 | 0,0000007
Rechteckformel 0,03 0,3194 | 0,0065550
Trapezformel 0,03 0,3215 | 0,0000140
analytische Losung 0,3215

In dieser Tabelle ist zu erkennen, dass die Genauigkeit der NEWTONschen Formel mit 4
Stiitzstellen am hochsten ist. Dabei iibertrifft die Genauigkeit dieses Verfahrens die Trapez-

regel um zwei Zehnerpotenzen mit einem Rechenaufwand, der nur ein Drittel betragt.
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 213)

Das Integral
10
1
F:/ —dx
L@
9 10
1 1
:/ —daH—/ —dz
1@ 9 T

soll im Intervall x = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel und im Interavall x = [9, 10] mittels
der Trapezregel berechnet werden.

a. Berechnung des Integrals von x = [1, 9] mittels SIMPSONscher Regel:
Die SIMPSONsche Regel lautet:

T2k h
Foimps = / f(x)dx = 3 (yo + 4y1 + 2ys + 4ys + ... + 2yop—2 + 4yar_1 + Yor)
xo

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite / ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Laut Aufgabenstellung soll die Schrittweite Ax = 1 sein. Damit ergeben sich einschlieflich
der Integrationsgrenzen 9 Stiitzstellen. Das Integral wird demzufolge angenéhert durch:

F.. —& i_|_ 4 + 2 + 1 =+ .
smps 3 Nz | (mo+Ax) | (o+2-Az) | (zo+3-Az) | (1944 Ax)

4 2 4 1
+(x0—|—5~A:L’)+(x0+6-Ax)+(xo+7-Ax)+(x0+8-Ax))

. 1 1+4+2+4+2+4+2+4+1
wmps 3 \1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fuimps = 2, 21005291

9

1
Fana = —d
lyt /11' x

= [In(x))y

Die analytische Losung liefert:

Fonaiye = 2,197224577
Damit ergibt sich bei der SIMPSON-Regel mit 9 Stiitzstellen ein Fehler von:

Fsimps - Fanalyt

=

Fanalyt

e = 0,00584
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b. Berechnung des Integrals von = = [9, 10] mittels Trapezregel:
Die Trapezregel lautet:
(f(a) + f(b))

2
Mit den laut Aufgabenstellung vorgegebenen Werten erhélt man:
1,1
9T
2

Ftrap = Az -

Ftrap =1

Firap = 0,105555556

Die analytische Losung berechnet sich zu:

10 1
Fanalyt = / —dx
9 X

= [In(x)]y’

Fonaiye = 0,105360516

Damit ergibt sich bei der Trapezregel mit 2 Stiitzstellen ein Fehler von:

£ = Erap - Fanalyt

Fanalyt
e =0,001851167

Die Summe der beiden Integrale liefert:

F = Fsz‘mps + Ftrap
= 2,21005291 + 0, 105555556

F =~ 2,315608466

Die analytische Losung wird ermittelt zu:

F= / L
= In(a))}

F = 2,302585093

Damit ergibt sich ein Gesamtfehler von:

(Fsimps + Ftrap) - F
F

g =

e = 0,005655979
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230

e zu Aufgabe 5 (s. S. 213)

a. Bei der Verwendung der Trapezregel wird das Integral wie folgt berechnet:

b m
Yn + Ynt1 .. .1:
F = n n —_ f Teilintervall
/ ngo Ty — Tpya]) - ( 5 ) (fiir m Teilintervalle)

a

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu ver-
wenden. Damit wird das Integral angenihert durch:

7
0= ATZ%

wobei gilt:

C1 = C(—200°C)

C7 = €(1000°C)

° C(—200°C €(1000°C
Q =200°C - (% + coec) + C20000) + Ca00°0) + C600°C) t Cg00°C) + ( 2 ))
= 200°C" - (0,02 + 0,18 + 0,24 + 0,26 + 0,27 + 0,275 + 0, 14)
Q = 277
b. Die SIMPSONsche Regel lautet:
Foimps / [z (yo + 4y + 22 + 4ys + ... + 2y + dyor—1 + Yor)

Zu beachten ist:

- Die Stiitzstellen miissen dquidistant (konstante Schrittweite / ) sein.

- Die Anzahl der Stiitzstellen x,, muss ungerade sein (n = 0....2k) .

Entsprechend der Aufgabenstellung ist eine Schrittweite von AT = 200°C' zu ver-
wenden. Damit werden bei der SIMPSONschen Regel 7 Stiitzstellen verwendet.

200°C
3

Q= - (e(=20000) +4 - coec) + 2 - c20000)+
4+ caonecy + 2 - ceooecy + 4 - czooec) + Cio000°0))
=66,67°C' - (0,044 0,72+ 0,48+ 1,04+ 0,54 + 1,1+ 0,28)

Q = 280
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 213)

Fiir den vorliegenden Fall wird anhand der urspriinglichen Messwerte folgende Tabelle der
Funktion aufgestellt (siche auch Abbildung 5.27 ). Es ist nicht sinnvoll interpolierte Werte
zu benutzen, da diese Interpolation Ungenauigkeiten in die Berechnung bringt.

Radius Wasserstand Absenkung Teilvolumen
[m] [m] [m] [m?]
0,3 14,40 1,60 4,36
1,0 14,55 1,45 32,67
3,0 14,85 1,15 55,29
5,0 14,95 1,05 75,40
7,0 15,05 0,95 92,99
9,0 15,10 0,90 109, 96
11,0 15,15 0,85 124,41
13.0 15,20 0,80 138,98
15,0 15,22 0,78 153,81
17,0 15,25 0,75

Zur Berechnung des Wasservolumens, welches abgepumpt wurde, geht man von dem Volu-
men des Absenkungstrichters aus. Dazu ist die Hohe der Absenkung notwendig:

S = ht:() — h(t)

Das Volumen wird berechnet, indem ein rotationssymetrischer Absenkungstrichter ange-
nommen wird. Der Langsschnitt ergibt sich aus der Fldche, die von der Absenkungskurve
und von der x-Achse eingeschlossen wird. Entsprechend der vorliegenden Quantisierung
kann das Volumen als Summe einzelner Hohlzylinder betrachtet werden, wobei, dhnlich wie
bei der Integrationsformel, von rechteckigen oder trapezférmigen Hohlzylinderldngsschnitt-
flachen auszugehen ist.
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15.4

15,2 A
15,0 A

14,8 A

Wasserstand in m

Radius in m

Abbildung 5.27: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius

Rechteckiger Querschnitt:
VHohle = Vzyl—auBen — ‘/zylfinnen
=TS T8 —T-5-1T7

VHohlz. = T - 5 - (7”5 - T%)

Auf das Quantisierungsschema bezogen:
Z 2 2
VHohlz. =T Sp - (Tn—i—l - rn)

Bei trapezformigen Langsschnitt wird die Fldche nach dem Trapezgesetz berechnet:
Sn + Sn
Vioniz. = WZ (Tﬂ) : (TT2L+1 - 7”31)

Da bekannt ist, dass die Trapezformel genauere Werte liefert, soll diese im Weiteren benutzt
werden. Die einzelnen Teilvolumina sind in der Tabelle aufgefiihrt. Als Gesamtvolumen des
Absenkungstrichter ergibt sich:

Vionz. = 787,87

Da das Wasservolumen entsprechend dem gravimetrischen Speichervermégen nur ein
Bruchteil des Trichters ausmacht, muss das Volumen des Hohlzylinders mit dem Speicher-
koeffizienten multipliziert werden.

VWasser =5 VHohlz.
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Laut Aufgabenstellung handelt es sich hier um gespannte Grundwasserleiterverhéltnisse und
damit gilt:

VWasser = SO - M - VHohlz.
=0,0001m™" - 10m - 787, 87

Vivasser = 0, 78787m3
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5.4.2 Numerische Losung von Differentialgleichungen

Aufgaben zu 5.4.2:

1. Losen Sie folgende Differentialgleichung mittels numerischer Methoden, indem Sie
bis x = 1 mit wenigen Intervallen, z.B. 0, 5; 0,2 und 0, 1 rechnen.

/

y = —xy? mit y(0) =2

a) Wenden Sie die einfache EULERsche Methode an. Konvergieren die Ergebnisse
gegen den exakten Losungswert y(1) = 1?2

b) Wenden Sie das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung und ein Predictor- Cor-
rector-Verfahren auf die Differentialgleichung an und vergleichen Sie wieder die
Ergebnisse.

(Losung s. S. 236)

2. Losen Sie die Differentialgleichung

d
d—f +t2r=0 mit z2(0)=3

fiir den Punkt { = 3 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten
von At =0,1;0,05und 0, 01.

(LOsung s. S.242)

3. Losen Sie die Differentialgleichung

dz 9 , T
t%—x:t cost mit x(=)=m

fiir den Punkt ¢ = 27 nach dem EULER-Verfahren. Benutzen Sie dabei Schrittweiten
von At = 0, 17 und At = 0, 057.

(Losung s. S. 244)

4. Fiir die Konzentration C durch Sorption von Schadstoffen an der Bodenmatrix soll
folgende DGL gelten:
T'C+C=K

wobei T} eine Zeitkonstante und K eine Konstante sein sollen. 7} = 1d~%, K = 100
Die Konzentrationsédnderung zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll C(0) = 0 sein.

a) Losen Sie die DGL mittels EULER-Verfahrens (h = 0, 1d) und berechnen Sie die
Konzentration fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

b) Skizzieren Sie den prinzipiellen Zeitverlauf der Konzentration.

(Losung s. S.246)
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5. Der Grundwasserwiederanstieg und damit die Auffiillung der Restlocher in den ehe-
maligen Braunkohlentagebauen dauert unter natiirlichen Bedingungen zu lange. Des-
halb wird der Auffiillvorgang mit einer konstanten Fremdeinspeisung (h;—o = 0) be-
schleunigt (siche Abbildung 5.1).

Stellen Sie fiir den Auffiillvorgang h(t), ohne Beriicksichtigung des Grundwasserlei-
ters und einer Grundwasserneubildungsrate, die Differentialgleichung auf.
Beschreiben Sie die Losung mittels numerischer Methoden.

f—

T

Abbildung 5.28: Fiillvorgang eines Restloches

h(t)

(Losung s. S. 248)

6. Es ist folgende Differentialgleichung gegeben:

dh
=
ar T g

mit Ay—g =0, g = 0,015m - st und k = 0,01s7!
Losen Sie die Differentialgleichung mittels numerischer Methoden.

(Losung s. S.248)
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Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 234)

(a) Entsprechend der EULERschen-Methode wird die Losung der Differentialgleichung
auf die schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob
nur mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilin-
tervallen gearbeitet wird, erhélt man:

b
Yp = ya+/f(xay)dl‘% Ya + f(aa ya)'(b_a)

~ Yo+ fla, ya) - h

Tn+1

Yus1 = o + / (@, y)de 2 yo + F@ns yn) - (Tnst — 20)

Tn

Q

Yn + f(xnv yn) : Axn

Dabei gilth = b — aund Az, = x,,1 — Tp.
Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

y = —ay’
Yn+1 = Yn — Ty - yi ' Al’n

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y(0) = 2 und des zu berechnenden
Wertes y,—1) erhélt man die in Abbildung 5.29 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeitschrittweite (Az = 0,05; 0, 1; 0,2; 0, 5).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen” (Seite 147) dargelegt. Die
Losung an der Stelle x = 1

y(1) =1
ist zum Vergleich mit angegeben. In Abbildung 5.30 ist die Abhiingigkeit der Losung
von der Zeitschrittweite dargestellt. Darin ist zu erkennen, dass die Losung des EU-
LER-Verfahrens fiir diese Aufgabe sehr gut gegen den Wert der analytischen Losung
y(1) = 1 konvergiert.
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Die analytische Losung lautet:

2
V=2 +1
Ax 0,05 0,1 0,2 0,5 | 1 || analytisch
y(x=1) 1,0036 | 1,0073 | 1,0141 | 1 |2 1

rel. Fehler (z =1) || 0,0036 | 0,0073 | 0,0141 | 0 |1

abs. Fehler (z = 1) || 0,0036 | 0,0073 | 0,0141 | 0 |1

—e—A=005|
—a— A=0,1

1:8 \ —a—A=02

——A=05 |

Funktionswert y(x)
fo
1

07

06

05 : : ; : . X

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
x-Wert

Abbildung 5.29: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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1.0
0,9 -
08
=)
)
G
0,6 -
0,5
0 0,1 0.2 0.3 0.4 0.5

Schrittweite

Abbildung 5.30: Abhédngigkeit des Integrationsergebnisses von Quantisierungsschrittweite
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(b) Das einfachste Verfahren, welches sich vom EULER-Verfahren hinsichtlich der Ge-
nauigkeit unterscheidet, ist das RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung. In diesem Fall
ist:

Yo = Ya T ks
ki =h-f(%e,Ya)
1 1
l{?gzhf Ia+§h7ya+§]€1
mit: h=b-a
Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:
y = -2y

Yp = Yo + Ko

klzh'(—a'yaz)

o ( (a+2). (wgf)

Fira = 0,b = 1 und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | ki | ko | Wb

2 10 | =210

Fira = 0,b = 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

Yn ky ko Yn+1

2 0 -0,5 1,5

1,5 | —0,5625 | —0,557 | 0,943

Das RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung stellt ein hdufig benutztes Verfahren dar,
welches einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und numerischem Aufwand
darstellt. Fiir die allgemeine Form:

Yp = Yot k
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240

schreibt man beim RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung:

k= é-(k1+2k2+2k3+k4)
b= f o, )

b =g (a+ g0+ )
b= f (ot )

k4 :h'f(a+h7ya+k3)
mit: h=|b—al

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

y/ — —:L“y2

Yn+1 :yn_zn'yi'A:p
Fira = 0, b =1 und h = 1 ergeben sich folgende Werte:

Yo | ki | ko ks ky Yo

2 |0 |-2|-0,5|-2,250,792

Fira =0,b = 1und h = 0, 5 ergeben sich folgende Werte:

Yn ky ko k3 ky Yn+1

2 0 -0,5 —0,383 | —0,654 | 1,597

1,597 | —0,637 | —=0,613 | —0,625 | —0,473 | 0,9994

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung y (0) = 2 und des zu berechnenden
Wertes y(,—1) erhilt man die in Abbildung 5.29 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeitschrittweite (Az = 0,05; 0, 1; 0,2; 0, 5).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen” s. S. 147 dargelegt.

Die analytische Losung

y(1) =1

ist zum Vergleich mit dargestellt.
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y(x =1) | rel. Fehler (x = 1) | abs. Fehler (x = 1)
EULER Ax=0,5 0,5 0,5 0,5
EULER Ax =0,2 0,808 0,192 0,192
EULER Ax=0,1 | 0,906 0,094 0,094
EULER Ax = 0,05 | 0,953 0,047 0,047
R-K-2.0. | Ax=1 0 1 1
R-K-2.0 | Ax=0,5 | 0,943 0,057 0,057
R-K-4.0 | Ax=1 0,792 0,208 0,208
R-K-4.0 | Ax=0,5 | 0,9994 0, 0006 0, 0006
analytisch 1
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 234)

Entsprechend der EULERschen Methode wird die Losung der Differentialgleichung
auf die schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob
nur mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilin-
tervallen gearbeitet wird, erhélt man:

b
Yp = ya+/f(x,y)dx% Ya + f(aa ya)'(b_a)

~ Yo+ fla, ya) - h

Tn+1

Yn+1 = YUn + / f(:)s,y)d$ ~ UYn + f(xnv yn) : ($n+1 - :L'n)

~ UYn + f(xnv yn) : Awn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dr
& r=0
a T

Tpy1 = Tp — 12 -2, - At

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung x(0) = 3 und des zu berechnenden
Wertes x(;—3) erhdlt man die in Abbildung 5.31 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeitschrittweite (At = 0, 1;0,05;0,01).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen” (Seite 147) dargelegt. Die
analytische Losung

z=3e 3"

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von
dem Kurvenverlauf bzw. dem zu berechnenden Wert abhéngt.
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At =0,1 | At=0,05| At = 0,01 | analytisch
x(t = 3) 0, 0000007 | 0,0000568 | 0,0002739 | 0,0003702
rel. Fehler (t = 3) 0,998 0,847 0,260
abs. Fehler (t = 3) 0, 0004 0,0003 0,0001
x(t =1,5) 0,78 0, 88 0,96 0,97
rel. Fehler (t =1,5) | 0,194 0,096 0,019
abs. Fehler (t = 1,5) || 0, 189 0,093 0,018
3 .......................................................................................................
—=— Delta t=0,01
i N —=— Delta =0,05
2,5 .
| ' —— Delta t=0,1
—%— analytisch
T . A SR T T e ST e e R
1:5 _ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1 Y S W  « <3 S Y |
0’5 A UL WP, W, 1, S S S S
0 |
0 0,5 1 1,5 2 3

Abbildung 5.31: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 3 (s. S. 234 )

Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf die schritt-
weise Losung einer algebraischen Gleichung tiberfiihrt. Je nachdem, ob nur mit einem Inter-
vall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilintervallen gearbeitet wird,
erhélt man:

b
Yp = ya+/f(x,y)d:1:% Ya + f(CL, ya)'(b_a)

~ Yo+ fla, ya) - h
Tn+1

Yn+1 = YUn + / f(x,y)d;r: ~ UYn + f(xna yn) : (:En-i-l - xn)

~ Un + f(xn7 yn) : AIn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

dz 9
t— —x =1t°cost

dt

Tpi1 = Tp + (t, cOSt, + tlx”) - At

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung x(g) = 7 und des zu berechnenten Wertes
T (;—2x) erhilt man die in Abbildung 5.31 gezeigte Entwicklung der Losung in Abhéngigkeit
von der Zeitschrittweite (At = 0, 17 und 0, 057).

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analytische
Methoden zur Losung von Differentialgleichungen”, Seite 148 dargelegt. Die analytische
Losung

x=1t(1l+sint)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von dem
Kurvenverlauf, bzw. dem zu berechnenden Wert abhiingt.
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5.4. NUMERISCHE METHODEN

At =0,17 | At = 0,057 | analytisch
x(t = 27) 6,337 6,244 6,283
rel. Fehler (t = 27) 0, 0085 0,0062
abs. Fehler (t = 27) 0,0534 0,0388
x(t = 3,45) 1, 386 1,853 2,388
rel. Fehler (t = 3,45) | 0,420 0,224
abs. Fehler (t = 3,45) || 1,002 0,534

7 £
| —e— Delta t=0,1 Pi
&4 —aA— analytisch
—s— Delta t=0,05 Pi
5 4
4 -
3 |
2 |

2
wn

O T T 1 T ; T
15 2 : 3 35 ?W 55 6 65

Abbildung 5.32: Verlauf der Losungsfunktion, Quantisierungsschrittweite als Paramter
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 4 (s. S. 234)

a. Entsprechend der EULER-Methode wird die Losung der Differentialgleichung auf
die schrittweise Losung einer algebraischen Gleichung iiberfiihrt. Je nachdem, ob nur
mit einem Intervall zwischen Ober- und Untergrenze (b bzw. a) oder mit n Teilinter-
vallen gearbeitet wird, erhélt man:

b
Yo = Yo+ / F(@,y)de ~ ot fla, ya) - (b a)

%ya"i_ f(aaya)'h

Tn+1

%H=%+/f@wW%%+ﬂ%wJ@m—%)

Tn

Fiir die Losung der vorliegenden Differentialgleichung bedeutet dies:

TC+C =K

1
T

Bei Einsetzen der vorgebenen Anfangsbedingung C;—, = 0 und des zu berechnenden

Wertes C;—1, erhilt man die in Abbildung 5.33 gezeigte Entwicklung der Losung in
Abhingigkeit von der Zeit (At = 0, 1d).

100 1 e S o PPl S +

: | l | | | |
D e i R e
£ i : : i : i
&)
£ [0 i i s e e
i s 5 s a s a
5 | ; | ; | ;
= : : : : : :
) | : | : | :
S | z | z | z
I O A R N e,bt- i-zp
Y | : | : | :
0 T T T T T 1

0 1 2 3 4 5 6

Zeittin d

Abbildung 5.33: Abhingigkeit der Konzentration von der Zeit

Die analytische Losung dieser Differentialgleichung ist im Abschnitt 5.2.1 ”Analyti-
sche Methoden zur Losung von Differentialgleichungen”, Seite 148 dargelegt.
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5.4. NUMERISCHE METHODEN

Die analytische Losung
C=Cu-(1-¢7)

ist zum Vergleich mit dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung sehr stark von
dem Kurvenverlauf bzw. dem zu berechnenden Wert abhéngt.

At = 0,1d | analytisch

x(t = 1d) 65,132 63,212

rel. Fehler (t = 1d) | 0,03

abs. Fehler (t = 1d) | 1,92

b. Skizze

100

i —ao

Konzentration
. Y
s 3

0 1 2 zeit 3 4 5 6

Abbildung 5.34: Prinzipieller Zeitverlauf der Konzentration
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KAPITEL 5. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e zu Aufgabe 5 (s. S. 234)

dh : )
AE:V mit: p,_ =0
dh="1.va ilt:
= t. esgiltt gh ~ Ah = h,iq — hy
Bst = ho + = V- At
h+1 = lin A
ho = 0

e zu Aufgabe 6 (s. S. 234)

g=0,015" k=0,01s"

dh .

a—i—k-h:g mit: p,_ = ()
dh=(g—k-h)dt
dh = Ah = hy41 — hy,

Pps1 = hy (0,015 — 0,01 - h,) At
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Kapitel 6

Uberblick

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
Aufgaben und Losungen



KAPITEL 6. UBERBLICK

Zu diesem Kapitel sind keine Ubungsaufgaben vorhanden.
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Horizontale
Grundwasserstromungsgleichung
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KAPITEL 7. HORIZONTALE GRUNDWASSERSTROMUNGSGLEICHUNG

Zu diesem Kapitel sind keine Ubungsaufgaben vorhanden.
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Aufgaben zu 8:

1. Berechnen Sie die Absenkung s fiir die Grundwasserbeobachtungsrohre (GWBR) in

einer Entfernung r und zu den Zeiten ¢, die infolge einer Wasserforderung V' im Brun-
nen Br fiir nachfolgenden unendlich ausgedehnten Grundwasserleiter (sieche Abbil-
dung 8.1) auftritt und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar.

k=1-10732; M =10m; S =0,001;a =2 = 0,15

ro = 0,25m; V = 0,0152; h,, = 16m
r = 5m; 10m; 20m; 50m
t = Imin; 2min; Smin;10min; 20min; 30min; 45min; 60min; 90min; 120min

oC

Abbildung 8.1: Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter mit Brunnen und GWBR

(Losung s. S. 264)

2. Berechnen Sie fiir den Grundwasserleiter aus Aufgabe 1 (sieche Abbildung 8.1) die

256

Absenkung im GWBR (r = 10m) alle 10 Minuten bis maximal 100 Minuten, wenn
der Volumenstrom des Forderbrunnens folgender Zeitstaffelung unterliegt, und stellen
Sie die Losung grafisch dar.

Volumenstrom [m—} 0,005 | 0,010 | 0,015 | 0,020 | 0,025 | 0,030 | 0,000

Forderbeginn [min| | 0 10 20 30 40 50 60

(Losung s. S. 270)

. In einem Grundwasserleiter in der Nihe eines Flusses soll eine Baugrube abgesenkt

werden. Die Mitte der Baugrube ist 100m vom Fluss entfernt, die Entwisserungsbrun-
nen 80m. Es sind drei Brunnen parallel zum Fluss angeordnet, die jeweils 25m von-
einander entfernt sind. Die Brunnen besitzen einen Durchmesser von ry = 0, 3m und

fordern mit jeweils V = 0,015,



Der Fluss besitzt eine Breite von B = 20m und eine Kolmationsschicht von k' =
3-107° 2; M’ = 1m. (siche Abbildung 8.2)

Der Grundwasserleiter hat folgende Eigenschaften:

k=5- 10*4%; ng = 0,20; h, = 15m; M = 20m.

Wird nach 10 Tagen im Zentrum der Baugrube die Zielabsenkung von 2, 5m erreicht?

V=0,015 mis

Fluss l Brunnen Baugrube

Kolmationsschicht

=1m
k=310°ms" 1 — 5104 g1
So=0,0001 m"
no=0,20
i A i I
le sl |

80 m T 20 m

Abbildung 8.2: Grundwasserleiter mit unvollkommenem Fluss, Brunnen und Baugrube

(Losung s. S.274)

4. Uberpriifen Sie mittels der analytischen Losung der Brunnenanstrémung, ob der Mit-

telpunkt der Baugrube nach einer Zeit von 7 Tagen bei einer Forderleistung von V' =
0, Olm?s, ro = 0,30m mit einer Sicherheit von 0, 5m entwissert ist (siehe Abbildung
8.3).

V=0,01m’’
Fluss 'l' Spundwand , Brunnen Baugrube
......... Ausgangsgrundwasserstand T [ f |
i i ' Tiefe = 10m
K(I)linatlonsschlcht ! M =23m
M'=1Im _ g
k'=1-10ms" e=ld e
S ,=0,000Im" , h, = 20m
n,=0,20 !

I v
vz /7777777
L < | ]
r 30m 3 50m r~ 20m g

Abbildung 8.3: Grundwasserleiter mit Brunnen und Baugrube, Spundwand und Fluss

(Losung s. S.278)
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

5. Bei einem Pumpversuch in einem unendlich ausgedehnten Grundwasserleiter

wurden folgende Wasserstinde in Abhingigkeit von der Entfernung zum
Brunnen nach einer Pumpzeit von 120min gemessen (siche Abbildung 8.4).
Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der
Grundwasserleiter folgende Kennwerte besitzt:

hn = 16m, M = 10m, k = 0,001, Sy = 0,0001m ", ny = 0, 20.

15,4

H

15,2 -

15,0 A

Wasserstand in m
[a—
~
co
1

Radius in m

Abbildung 8.4: Grundwasserstand in Abhédngigkeit vom Radius

(Losung s. S. 281)

6. Aus einem Brunnen, der an einem idealen Fluss (z = 0; —o0 < y < 400) liegt

258

(B (100m,500m) ) » wird ein konstanter Volumenstrom von V' = 25< geférdert. Der Brun-
nen hat einen Radius von 7y = 0, 35m. Der Grundwasserleiter ist durch folgende Pa-
rameter gekennzeichnet:

hy = 15m, M = 17m, k = 110732, Sy = 0,0002m~", ng = 0, 25.

S

a. Berechnen Sie den stationidren Endzustand (der Anteil der zeitlichen Funktio-
nalitit soll kleiner als 0, 001 sein) fiir den Punkt (P200/m,600m)) und

b. den Zeitpunkt, ab wann mit ihm zu rechnen ist.

Hinweis: Arbeiten Sie so lange wie moglich mit allgemeinen Formelzeichen.

(Losung s. S.282)

. Fiir ein Uferfiltratswasserwerk (siehe Abbildung 8.5) mit parallelem Stromungsregime

ist ein Simulationssystem aufzubauen. Der Fluss soll dabei als idealisierte Randbedin-
gung beriicksichtigt werden.

Berechnen Sie fiir diese hydraulischen Verhiltnisse den stationidren Endzustand auf
der Basis der analytischen Losung der Brunnengleichung.



ko= 11072 hyy = 15m; zpg = 15m; S = 0,25V = 50L ¢ = 0,001y
b= 100m, Kioim =D - 10_5%; Myorm = 1m;
Ermitteln Sie die Losung

a. mit idealisiertem Fluss und
b. unter Beriicksichtigung des realen Flusses (Kolmation und Unvollkommenheit).
V
Brunnen Br GWBRP
hFl
I Hangzufluss
. : HE -
“ro q

e—e * o e .
20m 50m 50m 50m 50m

Abbildung 8.5: Grundwasserleiter mit Fluss, Brunnen und Hangzufluss

(Losung s. S.286)
8. In der Geohydraulik werden Pumpversuche zur Bestimmung der Grundwasserleiter-

parameter eingesetzt. Unter bestimmten Bedingungen kann die Absenkung nach der
Formel von THEISS/JAKOB/COOPER

v L (2257t
= n
ST AT 2.3

Leiten Sie unter Verwendung dieser Formel eine Gleichung zur Bestimmung des k-

ermittelt werden.

Wertes fiir einen Ortspunkt P, der sich in einer Entfernung » vom Brunnen befindet, ab.
Die Bestimmung des k-Wertes soll dabei auf der Verwendung der Absenkungswerte
s1 zum Zeitpunkt £, und s zum Zeitpunkt ¢, basieren. Das Verhiltnis der Messzeiten
ty : to betrdgt 1 : 10.

(Losung s.S. 291)

9. Berechnen Sie die Absenkung im GWBR (siehe Abbildung 8.6) fiir den Zeitpunkt
t = 10h, wenn im Brunnen 5/ lang ein Volumenstrom von 0, 27”73 gefordert wird und

anschlieBend die Pumpen abgeschaltet werden.
hi—o = 10m, M = 15m, k = 0,00012, Sy = 0,0001m ", ng = 0,25

259



KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

V=02 ms’

Brunnen GWBR

—+h =10m
M=15m

r=25m |

Abbildung 8.6: Unendlich ausgedehnter Grundwasserleiter mit einem Forderbrunnen

(Losung s. S.292)

10. Berechnen Sie fiir eine Grundwassergewinnungsanlage auf Uferfiltratbasis die Absen-
kung am Punkt P nach einem Jahr.

Forderrate je Brunnen: 257 - s+
k=2-103m-s';h,=15m;S =0,25
E=1-10"%m-s Y M’ = 1m; B = 25m; r, = 250m; ro = 500m; rp = 375m

(LOsung s.S. 294)

11. Aus zwei Brunnen an einem Fluss (ohne Kolmation und vollkommen) wird konstant
je 251 - 571 gefordert.
Berechnen Sie die Absenkung am Punkt P nach einem Monat und den stationdren
Endzustand.
Kordinaten:

Brunnen 1: z =750m vy = 100m
Brunnen 2: x =700m y = 400m

Punkt P: r = 1000m y = 500m
hy, = 15m,ng = 0,25,k =103m - s~}
(Losung s. S. 297)

12. Berechnen Sie mittels der THEISschen Brunnengleichung die Grundwasserstandsén-
derung nach 10 Tagen fiir folgende schematische Grundwasseranreichungsanlage (sie-
he Abbildung 8.7).
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Gegeben: V= 0,001m3? - s71, .5y = 0,001m =, ng = 0,25, k = 0,001m - s~ *

realer Fluss Brunnen GWBR
B=30nif 7
*
M=15m
Hh,=10m
] 50 m 4 2m
r T “1

Abbildung 8.7: Realer Fluss mit Entnahmebrunnen (Grundwasseranreicherungsanlage)

(Losung s.S. 300)

13. Berechnen Sie mittels der THEISschen Brunnengleichung die Grundwasserstandsin-
derung nach 10 Tagen fiir folgende schematische Grundwasseranreichungsanlage (sie-
he Abbildung 8.8).

Gegeben: V = 0,001m3 - s71, Sy = 0,001m =, ng = 0,25, k = 0,001m - s+

Brunnen
Spundwand 1 : GWBR

\% h,s

1 h,=40m

M=50m

50m ! 25m

Abbildung 8.8: Grundwasseranreicherungsanlage mit Brunnen und Spundwand

(Losung s.S. 302)

14. Berechnen Sie die Absenkung am Pegel fiir den Zeitpunkt ¢ = 15h, wenn im Brunnen

10A lang ein Volumenstrom von V' = 0, 1m3s~! gefordert wird und anschlieBend die
Pumpe abgeschaltet wird (siehe Abbildung 8.9).
Gegeben: hy—g = 40m, M = 50m, k = 0,0001ms~1, Sy = 0,0001m =1, ng = 0,25
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Brunnen
idealer Fluss . GWBR

I \% h,s

1t h,=40m

1

M=50m

50m ! 25m

Abbildung 8.9: Uferfiltratanlage mit Brunnen und Fluss

(Losung s.S.304)
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fiir den Bereich 1 - 10712 <0 <9
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S. 256)

Wie aus der Skizze zur Aufgabenstellung zu ersehen ist, handelt es sich um einen gespannten
Grundwasserleiter (sieche Abbildung 8.10) (h,, > M) Damit kdnnen die gegebenen Werte

V= 0,015 m’s’
A

Brunnen GWBR

] hn:16m

M=10m

\ 4
s

L T
€

v

Abbildung 8.10: Gespannter Grundwasserleiter mit Entnahmebrunnen und Grundwasserbe-
obachtungsrohr

direkt in die THEIS-Formel eingesetzt werden:

"/

895517: 47TTW(U>
mit
T=k - M
r?.S
o=
4-T -t
und
C=¢e

C =~ 1,7810724
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o? o’ ot o® ne1 O
Wotss ==y —lo)+o—so+sgi—ratsm 0 o
C n+1 a"
w (U)THEISS =—1In (CO') + Z (-1) * m
n=1 ’

Die Potenzreihe konvergiert fiir Werte mit o < 0,03 bereits so gut, dass die Glieder mit
hoheren Potenzen von o vernachlissigbar kleine Werte liefern. Nach JACOB& COOPER kann
W (o) in diesem Fall nur mit der Logarithmus-Funktion berechnet werden, wobei ein Fehler
von < 1% entsteht.

W (o) —In(Co)

JACOB —
2,246 - T -t
w <U)JACOB =In (W)

Fiir die Wertepaare Abstand 7, = 10m und Zeit ¢t [min] = 1,2,5, 10,20, 30, 45, 60, 120
erhélt man folgende Ergebnisse (sieche Abbildung 8.11):

Zeit [min] | o (r2)=10m | W (0)1yms | W (0)1acos | S10mThers | S10miacos
1 0,0417 2,6421 2,6009 0,315 0,311
2 0,0208 3,3148 3,2940 0,396 0,393
5 0,0083 4,2186 4,2103 0,504 0,503
10 0,0042 4,9076 4,9035 0,586 0,585
20 0,0021 5,5987 5,5966 0,668 0,668
30 0,0014 6,0035 6,0021 0,717 0,716
45 0,0009 6,4085 6,4075 0,765 0,765
60 0,0007 6,6959 6,6952 0,799 0,799
90 0,0005 7,1012 7,1007 0,348 0,848

120 0,0003 7,3887 7,3884 0,382 0,382

Die Ergebnisse der Nidherung nach JACOB weichen nach ca. 30min nicht mehr von der
direkten THEIS-LOsung ab. Man erkennt, dass die Absenkung nach THEIS stirker ist, als die
nach JACOB. Es ist unangebracht, die Absenkungen mit mehr als drei Kommastellen, d.h.
besser als Millimeterbereich, auszurechnen.
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Tabelle 8.2: Berechnung der Absenkung als Funktion der Zeit fiir r; = 5m

’ Zeitmin] H r = O, ‘ W (0) Thesss ‘ W (0)},c08 ‘ Sy THEISS | SriJacoB

1 0,0104 3,9976 3,9872 0,477 0,476

2 0,0052 4,6855 4,6803 0,559 0,559

5 0,0021 5,5987 5,5966 0,668 0,668
10 0,0010 6,2908 6,2898 0,751 0,751
20 0,0005 6,9834 6,9829 0,834 0,834
30 0,0003 7,3887 7,3884 0,882 0,882
45 0,0002 7,7941 7,7938 0,930 0,930
60 0,0002 8,0817 8,0814 0,965 0,965
90 0,0001 8,4871 8,4870 1,013 1,013
120 0,0001 8,7748 8,7747 1,047 1,047

Tabelle 8.3: Berechnung der Absenkung als Funktion der Zeit fiir r, = 10m

’ Zeit[min] H Ty = Op, ‘ W (0)rugsss ‘ W(U)JACOB ‘ SroTHEISS | SreJacos

1 0,0417 2,6421 2,6009 0,315 0,311
2 0,0208 3,3148 3,2940 0,396 0,393
5 0,0083 4,2186 4,2103 0,504 0,503
10 0,0042 4,9076 4,9035 0,586 0,585
20 0,0021 5,5987 5,5966 0,668 0,668
30 0,0014 6,0035 6,0021 0,717 0,716
45 0,0009 6,4085 6,4075 0,765 0,765
60 0,0007 6,6959 6,6952 0,799 0,799
90 0,0005 7,1012 7,1007 0,848 0,848
120 0,0003 7,3887 7,3884 0,882 0,882
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Tabelle 8.4: Berechnung der Absenkung als Funktion der Zeit fiir r3 = 20m

’ Zeit[min| H 3 = Opy ‘ W (o) Thesss ‘ W (0),c08 ‘ Sr3Theiss | SrzJacos
1 0,1667 1,3746 1,2146 0,164 0,145
2 0,0833 1,9894 1,9077 0,238 0,228
5 0,0333 2,8571 2,8240 0,341 0,337
10 0,0167 3,5338 3,5172 0,421 0,420
20 0,0083 4,2186 4,2103 0,504 0,503
30 0,0056 4,6213 4,6158 0,552 0,551
45 0,0037 5,0249 5,0212 0,600 0,599
60 0,0028 53117 5,3089 0,634 0,634
90 0,0019 5,7162 5,7144 0,682 0,682

120 0,0014 6,0035 6,0021 0,717 0,716

Tabelle 8.5: Berechnung der Absenkung als Funktion der Zeit fiir r4 = 50 m

’ Zeit[min| H ry = Opy ‘ W (o) Thesss ‘ W (0),c08 ‘ Sr,Tueiss | SryJacos
1 1,0417 0,2047 -0,6180 0,024 -0,074
2 0,5208 0,5353 0,0752 0,064 0,009
5 0,2083 1,1894 0,9914 0,142 0,118
10 0,1042 1,7861 1,6846 0,213 0,201
20 0,0521 2,4291 2,3777 0,290 0,284
30 0,0347 2,8176 2,7832 0,336 0,332
45 0,0231 3,2117 3,1887 0,383 0,381
60 0,0174 3,4936 3,4763 0,417 0,415
90 0,0116 3,8934 3,8818 0,465 0,463
120 0,0087 4,1782 4,1695 0,499 0,498
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG
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Abbildung 8.11: Absenkung in Abhéngigkeit von der Zeit fiir r = 10m
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Abbildung 8.12: Absenkung in Abhéngigkeit von der Zeit innerhalb der ersten 30min und
fiirr = 10m
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Abbildung 8.13: Absenkung in abhéngigkeit von der Zeit und fiir verschiedene Radien
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Abbildung 8.14: Absenkung in Abhédngigkeit vom Radius und fiir unterschiedliche Zeiten
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

e zu Aufgabe 2 (s. S. 256)

Die Absenkung entsprechend Aufgabe 2 wird auf der Basis der Superposition berechnet.
Dazu wird die Forderganglinie in einzelne Forderleistungen aufgeteilt, die entsprechend
der Voraussetzung zur THEISschen Losung bis zur Zeit oo fordern. Die Teilférderleistungen
beginnen zeitlich jeweils mit den Stufen des Gesamtvolumenstromes. Ab der Zeit 60 min

wiirde so ein Volumenstrom 2¥ = dVy

= o+ entstehen. Dieser muss durch eine gleichgroBe

Infiltration kompensiert werden, damit die Aufgabenstellung % = 0 fir ¢ > 60man erfillt

wird.

Die Forderganglinie entsprechend der Aufgabenstellung hat den im Bild dargestellten Ver-
lauf.

Die Berechnung des Absenkungspotentials von verdanderlichen Forderganglinien erfolgt
nach der folgenden Formel:

o 55 (Vo
Ges.rit — Ank - real,i,t real,i,t—71 ¢ 4 (t — Ti)

Bei dieser Stufenfunktion muss beachtet werden, dass die fiktive Brunnenlaufzeit gegeniiber
der Realzeit um die Zeit verschoben ist, zu der der entsprechende Sprung einsetzt.

Da es sich hier um einen gespannten Grundwasserleiter handelt, kann die Superposition auch
direkt auf die Absenkungswerte angewendet werden:

LS (Vi - v w, (-
SGes.rt = T real,i,t — V reali,t—71 N Y
Gesrt = it it 1t—7)

i=1

Mit
r2S
c=———
0'2 0'3 0'4 0'5
W, = —In (1,781 _ _ —
n e TR T Ty

konnen o und W, berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dass die THEIS-Funktion nur
fiir positive Zeiten definiert ist. Fiir ¢ < 0 erhélt W, den Wert Null. Nach der Ermittlung
der W,-Werte kann die Superposition der Absenkungsanteile erfolgen. Fiir den Fall der In-
filtration (Wiederanstiegsphase bei ¢ > 60min) wird eine negative Forderrate des Brunnens
angesetzt. Diese fiihrt zu negativen Absenkungen, d.h. zu einer fiktiven Erhohung des Grund-
wasserspiegels wihrend dieser Zeit.
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Tabelle 8.6: Absenkung s in Abhéngigkeit von der Zeit bei stufenformiger Forderung und

r=10m
’ Zeitmin) H o1 lop) o3 oy op oL o7 H ‘
10 0,0042
20 0,0021 | 0,0042
30 0,0014 | 0,0021 | 0,0042
40 0,0010 | 0,0014 | 0,0021 | 0,0042
50 0,0008 | 0,0010 | 0,0014 | 0,0021 | 0,0042
60 0,0007 | 0,0008 | 0,0010 | 0,0014 | 0,0021 | 0,0042
70 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0010 | 0,0014 | 0,0021 | 0,0042
80 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0010 | 0,0014 | 0,0021
90 0,0005 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0010 | 0,0014
100 0,0004 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0010
| Zeit[min] | W(o,) | W(o2) | W(o3) | W(as) | W(os) | W(og) | W(o7) | |
10 4,9076
20 5,5987 | 4,9076
30 6,0035 | 5,5987 | 4,9076
40 6,2908 | 6,0035 | 5,5987 | 4,9076
50 6,5137 | 6,2908 | 6,0035 | 5,5987 | 4,9076
60 6,6959 | 6,5137 | 6,2908 | 6,0035 | 5,5987 | 4,9076
70 6,8500 | 6,6959 | 6,5137 | 6,2908 | 6,0035 | 5,5987 | 4,9076
80 6,9834 | 6,8500 | 6,6959 | 6,5137 | 6,2908 | 6,0035 | 5,5987
90 7,1012 | 6,9834 | 6,8500 | 6,6959 | 6,5137 | 6,2908 | 6,0035
100 7,2065 | 7,1012 | 6,9834 | 6,8500 | 6,6959 | 6,5137 | 6,2908
’Zeit[min] H $1 S S3 Sy S5 S S7 H Sges ‘
10 0,1953 0,195
20 0,2228 | 0,1953 0,418
30 0,2389 | 0,2228 | 0,1953 0,657
40 0,2503 | 0,2389 | 0,2228 | 0,1953 0,907
50 0,2592 | 0,2503 | 0,2389 | 0,2228 | 0,1953 1,166
60 0,2664 | 0,2592 | 0,2503 | 0,2389 | 0,2228 | 0,1953 1,433
70 0,2726 | 0,2664 | 0,2592 | 0,2503 | 0,2389 | 0,2228 | -1,1716 | 0,339
80 0,2779 | 0,2726 | 0,2664 | 0,2592 | 0,2503 | 0,2389 | -1,3366 | 0,229
90 0,2825 | 0,2779 | 0,2726 | 0,2664 | 0,2592 | 0,2503 | -1,4332 || 0,176
100 0,2867 | 0,2825 | 0,2779 | 0,2726 | 0,2664 | 0,2592 | -1,5018 || 0,144
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

Tabelle 8.7: Absenkung s in Abhédngigkeit von der Zeit bei stufenformiger Forderung und

r=om
’ Zeitmin] H o1 P o3 oy o 06 o7 H ‘
10 0,0010
20 0,0005 | 0,0010
30 0,0003 | 0,0005 | 0,0010
40 0,0003 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0010
50 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0010
60 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0010
70 0,0001 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0010
80 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0005
90 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003
100 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0003
| Zeit[min] || W(o,) | W(o2) | W(o3) | W(os) | W(os) | W(oe) | W(o7) | |

10 6,2908
20 6,9834 | 6,2908
30 7,3887 | 6,9834 | 6,2908
40 7,6763 | 7,3887 | 6,9834 | 6,2908
50 7,8994 | 7,6763 | 7,3887 | 6,9834 | 6,2908
60 8,0817 | 7,8994 | 7,6763 | 7,3887 | 6,9834 | 6,2908
70 8,2358 | 8,0817 | 7,8994 | 7,6763 | 7,3887 | 6,9834 | 6,2908
80 8,3693 | 8,2358 | 8,0817 | 7,8994 | 7,6763 | 7,3887 | 6,9834
90 8,4871 | 8,3693 | 8,2358 | 8,0817 | 7,8994 | 7,6763 | 7,3887
100 8,5924 | 8,4871 | 8,3693 | 8,2358 | 8,0817 | 7,8994 | 7,6763

Zeitmin] s1 S9 S3 Sa Ss Sg S7 Sges
10 0,2503 0,250
20 0,2779 | 0,2503 0,528
30 0,2940 | 0,2779 | 0,2503 0,822
40 0,3054 | 0,2940 | 0,2779 | 0,2503 1,128
50 0,3143 | 0,3054 | 0,2940 | 0,2779 | 0,2503 1,442
60 0,3216 | 0,3143 | 0,3054 | 0,2940 | 0,2779 | 0,2503 1,764
70 0,3277 | 0,3216 | 0,3143 | 0,3054 | 0,2940 | 0,2779 | -1,5018 || 0,340
80 0,3330 | 0,3277 | 0,3216 | 0,3143 | 0,3054 | 0,2940 | -1,6672 || 0,229
90 0,3377 | 0,3330 | 0,3277 | 0,3216 | 0,3143 | 0,3054 | -1,7639 || 0,176
100 0,3419 | 0,3377 | 0,3330 | 0,3277 | 0,3216 | 0,3143 | -1,8326 || 0,144
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Abbildung 8.15: Forderganglinie und deren Aufteilung in einzelne Forderleistungen
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Abbildung 8.16: Absenkung in Abhéngigkeit von der Zeit bei stufenformiger Forderung
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

e zu Aufgabe 3 (s. S. 256)

Entsprechend der Aufgabenstellung handelt es sich um ungespannte Grundwasserstrom-
ungsverhiltnisse. Die Einteilung in gespannte und ungespannte Grundwasserleiter richtet

sich danach, in welchem Verhiltnis der Grundwasserstand zgr;—o bzw. die PiezometerhShe
hi—o im Verhéltnis zur Méchtigkeit des Grundwasserleiters steht. Die unterschiedlichen Spei-
cherkoeffizienten sind die Folge davon. Im Zusammenhang mit der analytischen Losung der
Brunnengleichung gelten folgende Beziehungen:

Verhiiltnis zwischen Grundwasserstand
2Ri=0 < M hi—o > M
und Michtigkeit des GWL
Stromungsverhiiltnisse ungespannt gespannt
Durchstromte Machtigkeit D = zpi—g D=M
Transmissibilitéit T=k- zr—o T=k-M
Speicherkoeffizient S =mng+ Sy 2ri—o | S = S0 - hi—g

Der Grundwasserleiter wird auf der einen Seite von einem unvollkommenen Fluss mit kol-
matierter Sohle begrenzt. Auf der anderen Seite liegen drei Brunnen symmetrisch zur Bau-
grube, zwischen dieser und dem Fluss (siehe Abbildung 8.17). Da der unvollkommene Fluss

V'=0,015 mis’

Fluss l Brunnen Baugrube

Kolmationsschicht
=1m
k=3-10°ms"

+ [

80m 20m

Abbildung 8.17: Grundwasserleiter mit unvollkommenem Fluss und Brunnnen

mit kolmatierter Sohle als Randbedingung 3. Art wirkt, muss auf der Basis von Zusatzlidngen
eine virtuelle Verschiebung des Flusses erfolgen. Damit konnen die Wirkungen der Kolma-
tionsschicht und die der unvollkommenen Berandung ausgeglichen werden. Danach kann
durch die Einfiihrung von virtuellen Brunnen mit der Methode der Spieglung die Wirkung
der Randbedingung 1. Art kompensiert werden (siehe Abbildung 8.18).
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Die Absenkungspotentiale der sechs Brunnen (drei reale und drei virtuelle (gespiegelte))
werden dann mit der Methode der Superposition iiberlagert. Da hier ungespannte Grundwas-
serverhiltnisse vorliegen, diirfen nicht die Absenkungen, sondern miissen deren Potentiale
aufsummiert werden. Berechnung der Zusatzlingen

Detail

l::’:.'.'ﬁj:?j.-, o]

% P virtueller G*rundwasser[ui;iter realer Grundwasserleiter
Potentialverlust i ¥ = 0015 m’ /s
s : |

-y Ausgangswasserstan 1
! M=pom § L%
1
25m
: N
i 1}12 15m
Pl 1
ke —> ple »
80 m +Alfl Al, 80 m 20m

Abbildung 8.18: Detailansicht der Zusatzldngen und virtuellen Brunnen

e Unvollkommenheit

() s

aus Diagramm (siche GRABER, LB Systemanalyse, Abschnitt THEISsche Brunnen-

gleichung)
Al
— =0,43
D ?
mit D = zp = 15m ergibt sich
All = 67 45m
e Kolmation
k-D-M
AZQ - T
B \/5 -10~*m - s~1 - 15m - Im
B 3:1076m - 71
AZQ = 50m
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Berechnung der Absenkung

e Berechnung der Entfernungen (siehe Abbildung 8.19)

idealer Fluss

25m | 25m |

&

Abbildung 8.19: Schema zur Entfernungsbestimmung der realen und der virtuellen Brunnen

r? = (20m)* + (25m)* = 1025m>
r2 = (20m)® = 400m?
r2 = (20m)* + (25m)° = 1025m>
p? = (2 (80m + 50m + 6,45m) + 20m)* + (25m)* = 86415, 41m>
p = (2 (80m + 50m + 6,45m) + 20m)* = 85790, 41m?

p3 = (2 (80m + 50m + 6,45m) + 20m)* + (25m)* = 86415, 41m>
e Berechnung nach der THEIS-Formel:

Mit den bekannten Formeln erhilt man:

r?. S
o =
4.-T -t

o

z=%ﬂwwm+wwm+wwm—wwm—me—W®@>

§ = 2Ri=0 — \/ (2o — 22)
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In obiger Formel kennzeichnen die positiven 1 (o) die real existierenden Forderbrunnen,
die negativen dagegen die virtuellen Infiltrationsbrunnen, die durch die Spieglung entstan-
den sind. Da in diesem Beispiel ungespannte Grundwasserverhiltnisse vorliegen, muss die
Superposition in der Potentialebene Z erfolgen. Erst dann kann auf Grund der nichtlinearen
Beziehung die Riicktransformation in die Originalebene der Absenkung erfolgen.

Entfernung o W (o) Z S
Brunnen 1 0,0079 4,2705
Brunnen 2 0,0031 95,2067
Brunnen 3 0,0079 4,2705

virt. Brunnen 1 || 0, 6668 —0, 3982

virt. Brunnen 2 || 0, 6620 —0,4019

virt. Brunnen 3 || 0, 6668 —0, 3982

Summe: | 12,5494 | 29,9595 | 2,15

Nach 10 Tagen ist die Sollabsenkung von 2, 50m noch nicht erreicht. Es wurde nur eine
Absenkung von 2, 15m erzielt.

In diesem Beispiel konnte die Ndherung nach JACOB& COOPER nicht angewendet werden,
da die Bedingung o0 << 1 nicht erfiillt ist. An den Zahlenwerten fiir o (s) sieht man auch,
dass die virtuellen Brunnen unter den gegebenen Bedingungen nur einen kleinen Einfluss (
< 10%) auf die Gesamtabsenkung haben. Dies liegt vor allem auch an der groBen Entfernung
der realen Brunnen und der Baugrube vom Fluss. Man beachte immer, dass ¢ quadratisch
mit der Entfernung zunimmt, dafiir aber W' (o) abnimmt und damit auch die Beeinflussung.
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e zu Aufgabe 4 (s. S. 256)

Auf Grund der Spundwand reduziert sich das Modell auf einen Grundwasserleiter, der ein-
seitig durch eine Barriere begrenzt ist (siche Abbildung 8.20). Barrieren werden mittels der
Methode der Spiegelung, wobei hier der Forderbrunnen in einen Forderbrunnen gespiegelt
wird, beriicksichtigt. Das Berechnungsmodell ergibt sich damit zu:

L d -
1 v=001m% Spundwand A V=001 m's!
Tiefe =110
Ausgangsgrundwasserstand S
M=23m
k=1*% 10" ms!
Sp= 0.0001m’
ny= 0,20 h=20m
- - - - - A
I v 7 7P 7 7 ~ ~ g T
le ,l‘ Sle
" 50 m 50 m i 20 m

Abbildung 8.20: Lage der virtuellen Brunnen bei der Begrenzung durch eine Barriere

- Randbedingung: Barriere = Spiegelung in einen zweiten Forderbrunnen

-Grundwasserleitertyp: ungespannt = es ist nur eine Uberlagerung der Potentiale Z
moglich. Nach der Uberlagerung ist dann die Absenkung berechenbar.

- Grundwasserleiterparameter:

S = ny; T=%F-h,

Berechnung des Potentials 7/, des realen Brunnens

r2. S
NTAT
- 202m2 - 0, 20
- 4.20m - 0, 0001% - 7-86.400s
o1 = 0,0165
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Da hier o < 0, 03 gilt, kann die Ndherung nach JACOB& COOPER verwendet werden:

W) = —In(Co) ~ 3,6

1% 0,0ls-m=2-3,6
Z — — b b
L T Y ) = 00000 s
7y = 28, 66m>

Berechnung des Potentials /; des virtuellen Brunnens

p*- S
0‘ =
2T 4Tt
B 1202m?2 - 0,20
©4-20m-0,0001m - s~ -7 - 86400s
oy = 0,595

Hier ist o > 0, 03 und man muss mit der THEIS-Formel rechnen:

2 0.3

o
W<02):_1n<1’7810)+0_ﬁ+ﬁ_ _____

W (03) ~ 0,454

v
2y = 4-7r-k:W(02)
~0,0Ls-m™%.0,454
~ 4-7-0,0001m - s7!
Zy =3, 58m?

Uberlagerung
Die Superposition muss in der Potentialebene durchgefiihrt werden:

Z:Zl—i—Zg

7 = 32,24m?*

Riicktransformation
Da hier ungespannte Verhiltnisse vorliegen, muss die nichtlineare Riicktransformation aus

279



KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

der Potentialebene in die Originalebene (Wasserstand, bzw. Absenkung) benutzt werden:

— 2
S = ZRt=0 — ZRt:O_Q'Z

s =20m — \/4007712 — 64,48m?2 = 20m — 18,31m

Damit ist die vorgesehene Absenkung von 10, 5m nicht erreicht!
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 256)

Da gespannte Grundwasserverhiltnisse (h,, > M) vorliegen, gilt die THEISsche Brunnen-
formel und die Absenkung s ergibt sich zu:

Die abgepumpte Wassermenge ist gleich dem zeitlichen Integral des Volumenstroms:

trnax
V= /th ~ Vi =

t=0

s 47Tty
Wi

Aus den in der Aufgabenstellung angebotenen Kurvenwerten (siche Abbildung 8.4 auf S.
258) wird als Beispiel der Punkt » = 10m und der Zeitpunkt ¢,,,, = 120min mit der
Absenkung von s = 0,90m gewihlt. Fiir S und 7" wurde auf Grund der gespannten Grund-
wasserverhéltnisse

S =5y M; T=k-M

gewihlt. Damit ergibt sich:

.S
7= 4.7 - Zfmax
~100m?-0,0001m™" - 10m
~4-0,001m - s~1-10m - 120 - 60s
o = 0,00035

Aus Tabelle W (o) (sieche Tabelle 8.1, Seite 263) kann abgelesen werden:

We) = 7,38

Daraus ergibt sich ein Volumenstrom von:

s-4-m-T 0,90m-4-7-0,0lm?- s

V =
W) 7,38

. 3
vV =0,0153"%
S

Die Kurvenwerte wurden mit einem Wert von V ot = 0, 015"‘?3 berechnet!

V =V - tyax = 110, 28m3

Das abgepumpte Volumen betriigt damit 110, 28m?
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

e zu Aufgabe 6 (s. S. 256)

Hier liegen ungespannte Stromungsverhiltnisse (h,, < M) in dem Gebiet vor. Der Fluss
wird in der THEISschen Brunnenformel durch eine Spieglung des Forderbrunnens in einen
Infiltrationsbrunnen beriicksichtigt. Als Spiegelachse wird das rechte Ufer des Flusses ange-
nommen. Da der Fluss als ideal angesehen wird, muss keine Verschiebung um Zusatzlangen
berechnet werden. Da die Superposition nur bei linearen Systemen angewendet werden darf,
muss hier die Superposition mit der Potentialdifferenz Z erfolgen und erst danach darf die
Riicktransformation durchgefiihrt werden.

Entsprechend der THEISschen Brunnenformel gilt:

Durch die Anordnung des Spiegelbrunnens und der Superposition erhélt man:

Zp,t—4_;'k(V-W(m~)+<—V> .W(ap))

wobei gilt:
r?. S
oy =
4.T -1
p*- S
p—
P4 T -t

der Abstand zwischen Forderbrunnen Br,., und dem GWBR P wird mit r bezeichnet und
der zwischen Spiegelbrunnen Br,,;,; und GWBR P mit p (siche Abbildung 8.21). Diese Ent-
fernungen konnen mittels des Satzes von PYTHAGORAS aus den Koordinaten des GWBR P
und denen der Brunnen berechnet werden:

Abbildung 8.21: Lage des virtuellen Brunnens bei einem idealen Fluss als Randbedingung
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a. Beachtet man die Niherung der Funktion ¥ (¢) nach COOPER&JACOB durch die Lo-
garithmusfunktion fiir sehr gro3e Zeiten, so erhilt man:

W(o)~—In(C o)

C~1,78

v 1,78 12 § 1,78 p*- S
Tppone = ——— (= (L2 2 gy (22
Pt= 4~7r.k( n( 4Tt >+n( 4Tt >)

Nach den Logarithmengesetzen

lnx—lnyzlnE

Inz"=n-Inz

ergibt sich:

Zri= Y (n?)- Y (?)

4-mw-k 2-m-k r
0,025m3 - s /1002 + 3002
ZPt:>oo = In —
’ 2. 7-10-3m - s 1002 4 1002
0, 025m3 316 23
2 710" 3m s~ 141 42

B 0,025m c57h - 0,809
2710 3m - 57!

Zpisoo = 3,202m>

Aus der Beziehung fiir ungespannte Grundwasserverhéltnisse folgt die Absenkung mit:

_ 2
5= 2rco — \/ Zuco — 2+ Zra

Spimoo = 15m — 1/225m2 — 2+ 3,202m?2

Spimee 2 0,22m

1. b. Hier geht man wieder von der Potentialgleichung aus, ersetzt aber W (o) nicht
nur durch das logarithmische Glied der Reihenentwicklung, sondern beriicksichtigt
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

auch noch das zweite, das lineare Glied o. Die Glieder hoherer Ordnung konnen ver-
nachldssigt werden, da o in der Néhe des stationidren Zustandes auf alle Félle wesent-
lich kleiner als eins ist (s << 1).

Die Potentialgleichung lautet dann:

Tpy = — ~(V~W(ar)+(—V) W(a,,)>

4.7k
Dabei gilt:

r®S
o, =

4-T -t

)
o =
P4.T -t

Wi(o)=—1In(1,7810) + 0 —

22!

Damit erhélt man:
1% 1,78 -7%- 8 r?. S 1,78 -p*- S p?- S

Zpy = S n (= -

bt 4-7r~k( n( 4T ¢ >+4-T-t+n< 4Tt ) 4-T-t>
1% 0> r?. S p*- S

Lpy = In( % _

Pt 4~ﬁ-k(n(r2)+4-T~t 4Tt

- V P2 S 2 2
_4-w-k<ln(ﬁ)+4-T.t(r =)

An dieser Gleichung sieht man, dass eine Zeitabhingigkeit nur im zweiten Summan-

den auftritt.

Laut Aufgabenstellung soll diese Funktionalitit proportional um ein Tausendstel klei-
ner sein als der zeitunabhingige Teil.

Aus diesem Grund muss gelten:

p S
In (-) 10,001 > —— [ (r* = p*)|

r2

Aufgelost nach ¢:

s
t> 2
-7 (%) -0,001
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und unter Beachtung, dass p > r ist, gilt:

12— [(* )
8-T-In (%) 0,001

S 0,25

— 8-15m-0,00lm-s~1-2/055-0,001
B 0, 25 - 1200000

~ 8-15m-0,001m - s~ -2,055- 0,001

t (1220000 — 20000)

> 12165450125
t 2 38,5a

Beachtet man das Ergebnis von Aufgabe a) (s = 55,6¢m), so ist die Forderung nach einer
minimalen relativen Anderung von ¢ < 0,001 iibertrieben. Lésst man eine Anderung von
e < 1% zu, so ist dieser Zustand bereits nach ca. 3,85 Jahren, d.h. nach 3 Jahren und 10
Monaten erreicht. In den folgenden 35 Jahren wiirde sich der Grundwasserspiegel nur um
0, 5cm verringern.
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KAPITEL 8. ANALYTISCHE LOSUNG DER BRUNNENANSTROMUNG

e zu Aufgabe 7 (s. S. 256)

Diese Aufgabe kann mit der Brunnengleichung nach THEIS gelost werden. Da der stati-
ondre Endzustand gefragt ist, kann mit sehr guter Ndherung die vereinfachte Losung von
JACOB&COOPER eingesetzt werden. Der Hangzufluss kann dabei ndherungsweise als In-
filtrationsbrunnen angesetzt werden. Beachtet man in der folgenden Rechnung den Anteil
am Absenkungspotential, der durch diesen hervorgerufen wird, so kann man feststellen, dass
dieser auch vernachlissigt werden kann.

Auf Grund der ungespannten Verhiltnisse muss die Superposition im Potentialraum erfol-
gen. Erst danach kann die Riicktransformation in die Wasserstands-/Absenkungsebene er-
folgen.

a. Entsprechend der Aufgabenstellung handelt es sich hier um eine Zweibrunnenanlage,
die an der Flussrandbedingung zu spiegeln ist. Der Hangzufluss soll laut Aufgabenstellung
50m auf der flussabgewandten Seite des GWBR angreifen. Der virtuelle Spiegelbrunnen des
als Infiltrationsbrunnen angenommenen Hangzuflusses ist dann 350m vom GWBR entfernt.
Riickt der Hangzufluss noch weiter vom Pegel weg, so wird der Einfluss kleiner. Das Poten-
tial ergibt sich zu:

1

Z(r,t—»oo) = m (VBT’ (W (UTBT) -W (UpBT)) - VHang (W (UrHang) -W (UpHang)))

Mit der Ndherung nach JACOB& COOPER erhélt man:

2,95.T -t 1,785 - 12
Wio)=In (—s) ~ o <4t—T>
1 : Pg,. : PHan
ooy = —— 2V In (222 ) — 2V o ] g
e = g (Vi (52 ) =2y o (2222
2 9
2—(50-10_3m3~s_11n (ﬂ>

_O, 001 . 1073m3 . 571 . m*2 . 15m . 100m . ]n (3;)0771))

Om

2
= m(50 -107%m? - 571 1,6049 — 0,001 - 1073m? - 571 - m ™2

- 15m - 100m - 1,9459)

B 2-1073m3 . s !

47 — 2,91
e (80,47 — 2,9189)

Zirtmoo)= 12, 34m”
Berechnet man das Potential ohne Hangzufluss, so erhélt man:

2-1073m3 . ¢!

Z(r,t—»oo,ohne Hang) — Ak (80, 47)

Z(Tvt—@O,Ohne Hang) = 12, 81m?
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Fiir den hier vorliegenden Fall des ungespannten Grundwasserleiters muss dieser Potential-
wert noch in die Absenkung s umgerechnet werden.

mit Hangzufluss ohne Hangzufluss
n =27 w =22
Wasserstand — /(225 —24,68)m = /(225 — 25,62)m
zr =14,156m zr = 14,12m
S = ZRpo— %R S = Zro— %R
Absenkung = 15m — 14, 15m = 15m — 14,12m
s =0,8m s =0,88m

Daran sieht man, dass der Hangzufluss nur eine untergeordnete Bedeutung bei diesem hy-
draulischen Schema hat.

b. Die Losung der Aufgabenstellung 7b) erfolgt analog zu a). Der Unterschied besteht nur
in der Beriicksichtigung der Zusatzlingen, die auf Grund der Kolmationsschicht und der
Unvollkommenheit des Flusses zu beriicksichtigen sind. Da hier ungespannte Grundwasser-
verhiltnisse vorliegen, ergibt sich die durchstromte Michtigkeit D zu:

D = zrg = 1bm
Fiir die Unvollkommenheit ergibt sich eine Zusatzlinge aus dem Diagramm von

B2 s
D 15m

AL,

= 0,43

ALl = 6, 45m

Fiir die Zusatzlinge, welche die Kolmationsschicht berticksichtigen soll, ergibt sich:

kD Mg [103m-s1-16m-1
ALy =/ Kol :\/ s OMI I 300m2 = 17, 32m
kKolm 5-1075m - s71

Damit wird das Absenkungspotential berechnet zu:

1 . .
Zrpoc) = Ak (VBT (W (UTBT) -W (O-pBr)) — VHang (W (UTHang) -W (UpHang)))
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Mit der Ndherung nach JACOB& COOPER erhilt man:

2,25-T -t 1,785 -r?
W(O')Nh’l <W) ~ —In (W) ——1n<1,78’0'7«)

1 ’ P ’ PHan
Loy = — | 2V, 1 B2 ) — 2V Hang 1 g
rt : drk ( Vorln (TBT) v o (THan9)>

_ i (50 10733 - s 'In (250+(2-23,77)m>>

4k 50m
 drk (07 001-107*m*- s - m™2 - 15m - 100m - In (_350—“52633’77)”1))
78
2
= ﬂ(5() 21073m3 - st 1,7835 — 0,001 - 1073m3 - s~ . 2
7

- 15m - 100m - 2,07327)

2. 1073m3 . ¢!

89,175 — 3,11
Atk (89, 1)

Zirtoo) = 13,70m*
Die Zusatzlingen miissen doppelt beriicksichtigt werden, da die Spieglung an dem virtuellen

Flussufer erfolgt, welches dem Pegel zugewandt ist, d.h. es erfolgt erst die virtuelle Verschie-
bung und danach die Spiegelung.
Berechnet man das Potential ohne Hangzufluss, so erhélt man:

2-1073m3 - 57!
Z(T,t—>oo,0hne Hang) — Ak (89, ].75)

Z(T,t—>oo,0hne Hang) — 14, 19m2

Fiir den hier vorliegenden Fall des ungespannten Grundwasserleiters muss dieser Potential-
wert noch in die Absenkung s umgerechnet werden.
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Wasserstand Absenkung

mit Hangzufluss Zr = W S = ZRro — %R

= 4/(225 — 24,68)m = 15m — 14, 15m
idealer Fluss zrp = 14,15m s =0,8m
ohne Hangzufluss Zp = \/m S = Zpo — ZR

= 4/(225 — 25,62)m = 15m — 14, 12m
idealer Fluss zr = 14,12m s =0,88m
mit Hangzufluss Zp = \/m S = Zro — %R

= 4/(225 —27,40)m = 15m — 14,06m
realer Fluss zr = 14,06m s =0,949m
ohne Hangzufluss R =2 —2-Z S = Zpo — 2R

= /(225 — 28,39m = 15m — 14,09m
realer Fluss zr = 14,02m s =0,91m

Die grafische Darstellung in Abbildung 8.22 veranschaulicht die Ergebnisse.
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Wasserstand
14.151
5 14,10}
] |
= i
14.051
14,00 [ I
mit Hangzufluss ohne Hangzufluss mit Hangzufluss ~ ohne Hangzufluss
idealer Fluss idealer Fluss realer Fluss realer Fluss
1,00 1 Absenkung
0.95
5
L
2 0,90
0.85
0,80
mit Hangzufluss ohne Hangzufluss mit Hangzufluss ohne Hangzufluss
idealer Fluss idealer Fluss realer Fluss realer Fluss

Abbildung 8.22: Abhingigkeit des Grundwasserstandes und der Absenkung vom Hangzu-
fluss
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e zu Aufgabe 8 (s. S. 256)

In die gegebene Funktion, die Absenkung fiir gespannte Grundwasserleiterverhéltnisse mit
der Nidherung nach JACOB& COOPER, setzt man die Messwerte s; und s, mit den Messzeit-
punkten ¢, und ¢5 ein:

1% (2,25-T-t1>
$1 In

T 4n-T r2. S
1% (2251t
S9 = n
T 4r-T r2.S

Bildet man nun die Differenz zwischen den beiden Absenkungen, so erhilt man:

v L(225-T ) (225-T 1
52 81_4-7T-T . rz.S . rz. S

v t
As — n (2
y 4-7T-Tn(t1)

Laut Aufgabenstellung betrédgt das Verhiltnis ¢, zu ¢;:
to
131

=10

As

v
= In (10
oo
V2,3
T4-m-T
Aus der gegebenen Formel erkennt man, dass gespannte Grundwasserverhéltnisse vorliegen

As

miissen, da s und W (o) ~ —In(Co) linear zusammenhingen. Bei ungespannten Grundwas-
serverhiltnissen lautet die Gleichung unter den gegebenen Bedingungen (Ndherung nach
JACOB&COOPER):

G s V ) 2,25-T -1
oo “Rn 2-7T~k;n( r?2- S >
Unter Beachtung der gespannten Grundwasserverhiltnisse ergibt sich 7' = k - M, bzw. fiir
den k-Wert: '

V.23

4-m-M-As
Man erkennt, dass diese Formel zur Bestimmung des k-Wertes unabhiingig von der Entfer-
nung zwischen Brunnen und Beobachtungsrohr ist.
Diese Formel gilt aber nur fiir gespannte Grundwasserleiterverhéltnisse und fiir Bereiche,
in denen die Nédherung nach JACOB&COOPER entsprechend kleine Fehler liefert. Wie bei
GRABER (LB Systemanalyse) gezeigt, gilt fiir Zeiten

S
t>8233.r2. =
b 7/' T

ein Fehler der Nidherung nach JACOB& COOPER von kleiner 1%.
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e zu Aufgabe 9 (s. S. 256)

.......................................

Abbildung 8.23: GWBR mit Forderintervall

Gegeben sind:
ht:[] = 10m
M= 15m

k= 0,000lm-s~t=0,36m-h
Sy = 0,0001m~!
ng= 0,25

V= 0,2m3 - 571
Zu berechnen ist die Absenkung im GWBR fiir den Zeitpunkt ¢ = 10h

Zrn = hy, = 10m; zr < M = 15m = ungespannter GWL

T =Fk-zp—o=0,0001-10 = 0,001m? - s~ *
S = n0+50 * ZRt=0 — 0,25—|—0,0001 -10 = 07251
Sungesp = ZRt=0 — ZR = ZRn — le%n —2Z

Vi
2, = vy

Vg =—0,2m®.s7!
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2.9 t = 10h — reale Zeit
T AT (1) ,
7 = bh — Startzeit
252 .0, 251
g - fry
Vo 4-0,001- (10 —5) - 3600

=2,18
W (2,18) = W (2) — [W (2) — W (3)] - 0,18

W (o) = 0, 0432

; _ —0.2:0,043
Vs 4-7-0,0001

2= -‘2 P ("m)
m3 3

Vi = 0,270 — 720"
s h

= —6,9m’

S —2%m;  S=ng+S,-h
0_4'T't7 - ) r= m> = Nyg 0 n
0'2 0'3 0'4
W(0V1>:—ln(1,781-0)+0—2.2!4—3.3!—4.4!—1—...

2

m
T=k-h, =3,6—
3,6

~25%.0,251

UV1_4-3,6-1O:1’09

W (aV ) ~0,20  siche Tabelle 8.1, S. 263
1

v, 0.2-0,2
- -W( .):’—’
Vi 4.7k 0V1 471074

~0,00318

o 31, 8m?

Z=27. +Z7Z. =31,8—6,9=24,9m>
Vi 1%

2
s:an—@/z}Q%n—QZzl()—\/100—49,8:10—7,09

s =2,91m

Die Absenkung im GWBR betrigt 2, 91m.
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zu Aufgabe 10 (s. S. 256)

Gegeben sind:

Vi=Vo= 250 s =0,026m3 s
k= 2-103m-s7!
D=h,= 15m
S= 0,25

F= 1-10"°m-s!

M= 1m
B = 2bm
ri = 250m
ro = 500m
rp= 37bm

Zu berechnen ist die Absenkung am Punkt P nach einem Jahr.
— Es liegt eine Randbedingung 3. Art vor (siehe Abbildung 8.24 ); Verschiebung um AL;;
ALy

Vavin Vi Tl GWBR sz

A

250+AL+AL, | 250+AL+AL,

'125 125
l 500+AL,+AL, 500+AL,+AL < "—_’.‘

I
1
|
1
|
v Rs 5
>

Abbildung 8.24: RB dritter Art —> Verschiebung
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AL = f (g) g (%) — F(1,667)

AL, =0,43- D = 6,45m

k-D-M

k./
B \/2-10—3m.s—1-15m.1m
B 1-10%m - st

ALQ -

ALy, = 54,8m
§=hy,—/h2 —2Z
1
Z=4W_k;Vi'Wi(0)
r?. S
o= T=keh,=2-107-15=0,03

Es gilt:

Vlvirt - V2virt = —251 - 571
pr = 2(250 + 6,45 + 54,8) + 125 = 747, 5m

p2 = 2(500 + 6,45 + 54,8) — 125 = 997, 5m

Vs = Viirt; Via=Vouirt
rs = p1; T4y = P2

t = 365 - 24 - 3600 = 31536 - 10%s
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1252 . 0, 25
= ! =1,03-1073
ST 400,03-31536-10°
W1(0'1)26,31
09 = 01; Wy =W,
TAT.5%.0.25
= ’ . = . 102
%= 170,03 31536 100 > 10
W3(0'3)22,76
997,52 0,25
= ! ’ =6,6-10"2
74T 400,003 31536105
W4(O4):2,21
1
7 = £0.25(6.31+6.31 —2.76 — 2.21) = 76,1
4.7_‘_.]{' ) (7 _'_7 ) ) ) )

s=15—+/152 — 276, 1

s =06,5m

Die Absenkung am Punkt P betrdgt nach einem Jahr 6, 5m.
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e zu Aufgabe 11 (s. S. 256)

Gegeben sind:
Brunnen 1: X =750m Y = 100m
Brunnen 2: X =700m Y = 400m

Punkt P: X =1000m Y = 500m

h,=15m; ng=20,25 k=20,001

Zu berechnen sind die Absenkung am Punkt P nach einem Monat und der stationire Endzu-
stand.

Vi=V,=25-5"1=0,025m3 s
t =30-24-3600 = 2592 - 10%s
r7 = (1000 — 750) + (500 — 100)?* = 222.500m>

r5 = (1000 — 700)* 4 (500 — 400)* = 100.000m”

P2 = (1000 + 750)% + (500 — 100)* = 3,3 - 10°m?

p5 = (1000 + 700)* + (500 — 400)* = 2,9 - 10°m?

—Es liegt eine Randbedingung 1. Art vor: (siche Abbildung 8.25)

S=Zpn — /2%, —27Z; Zpn = h, =15m
s=mng=20,25
T=k-h,=0,015

1 .
Z = 4.1k : V(Wl (Ul) + (WQ (0-2) - (leirt (Ulvirt) - (WQvirt (U2virt))

V= Vl = V2 = _Vlvirt = _V2vi7“t
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Fluss
GWBr
BrZVirtO//
Pi
Brlvirt
<750 g 750
Abbildung 8.25: Zwei Brunnen an einem Fluss
r2. S B
01:4.1T.t:3,58-101 Wi(oy) = 0,79
5 .

lop 10°-0,25 =1,61-107" Wy(oo) = 1,46

" 40,015 - 2592 - 103
32.225 - 102 - 0, 25

irt — — J, 1 vir virt) — Y, 1
it = 70,015 2502 108 Wisire{a10ire) = 0,00
929-10° - 0, 25
virt — : = 47 % vir virt) — Y, 204
it = 10015 2502108 00 irt(O20ire) = 0, 0020
1
7 — 10,025 (0,79 + 1,46 — 0,001 — 0,00204) = 4,47

4-7-k
s =10 — /100 — 2-4,47 = 0, 48

Die Absenkung am PunktP betrigt nach einem Monat 0, 48m.
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Berechnung des stationdreren Endzustandes:

Vi

V;
Zstat(r,t:oo) = A1k (WBrl - WBrlvirt) + 1. 7_‘_2‘ L (WBT‘2 - WBr2virt)
4 L P
= In 22 In22
4.7k nr% +4-7r-l€ nr%
B 0,025 In 3,3-106 n 0,025 N 2,9-106
4. 3,14 - 0,001 222500  4-3,14-0,001 100.000
=12, 1m?
S = Zrn — \/ 2k — 2Zstar = 10 — /102 — 212, 1
s=1,29m

Der stationidre Endzustand ist nach 1, 29m erreicht.
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e zu Aufgabe 12 (s. S. 256)

Gegeben sind:

V =0,001m? - s7!

So =0,001m ™"

ng = 0,25
k=0,001m s "

h, = 10m; B = 30m; M = 15m; M' = 1m; E=1-107°

Zu berechnen ist die Grundwasserstandsdnderung nach 10 Tagen mittels THEISscher Brun-
nengleichung.
=—Es liegt eine Randbedingung 3. Art vor (siehe Abbildung 8.26):

Lvirt realer Fluss ¥ GWBR

i”

—

h,=10m

1
I
1
1
I
1
1
1
I
1
'
|
|
|
|
|

| SO+AL*AL, 1 SO+AL+AL, | 25m |

Abbildung 8.26: Grundwasseranreicherungsanlage
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0,001-10-1
ALy = 1/ = 31,6

7’1:25m
p1 =25+ 2(50 + ALy + ALy) = 196, 8m
S:n0+50~hn:0,26

T =k-h,=0,01

8= 2pn — /2%, —2Z;  t=10d =10-24 - 3600 = 864 - 10°s

Z = 4 -1k ' (Vl ) W1<O-1) - Vlvirt : W2 (0'2))
2 2
ri- S 252 0,26 B
- = = 47 = 4,710
V= Tk 4.0.00-864 1000 00T=4
Wi(oy) = 4,79
2
20,26 §
= —99.10°%  Wilos) =0 94
727 170.01-864-1000 : 2(09) = 0,
1
7 £0,001(4,79 — 0,94) = 0,31

4-7-k

s =10 —4/100+ 0,62 = —0,031

Der Grundwasserstand ist nach zehn Tagen um 0, 031m.gestiegen.
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e zu Aufgabe 13 (s. S.256)

Gegeben sind:

V =0,001m? - s7!

So =0,001m ™"

ng = 0,25
k=0,001m s "

M = 50m; h, = 40m

Zu berechnen ist die Grundwasserstandsdnderung nach 10 Tagen mittels THEISscher Brun-
nengleichung.
Die schematische Darstellung fiir die Losung zeigt Abbildung (8.27).

\A Spundwand V. GWBR

1 h,=40m

M=50m

50m 50m I\ 25m

|
i

|
1

|
lg
\ Eal

Abbildung 8.27: Schematische Anordnung mit Brunnen und Spundwand
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S:ZRn— Z%%n—2Z, ZRn:hn:ZlOm

Z = 'V(Wl(01)+W2(0'2)
4.7k

S:n0+50hn20,29
T'=Fk-h,=0,04

T =10d = 10 - 24 - 3600 = 864 - 103s

r=25
p =125
252 .0, 29
- ’ =1,3-1073; = 6,12
M= oot 8o 1 30 Male) =6,
2
p~-S -2
02 A-7-T 373 0 3 W2<0-2> a88
Z=— -0,001(6,12 + 2,88) = —0, 72
4'7Tk ) (7 +7 ) )

s =40 — /402 + 20,72 = —0, 02

Der Grundwasserstand hat sich nach zehn Tagen um 0, 02/m.erhoht.
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e zu Aufgabe 14 (s. S. 256)

Gegeben sind:
V =0,1m%-s7!
Sy = 0,0001m "
ng = 0,25

k=0,0001m s !
ht:() = 40m
M = 50m

Zu berechnen ist die Absenkung am Pegel fiir den Zeitpunktt = 15h.

Es handelt sich hier um einen durch eine Randbedingung 1. Art einseitig begrenzten Grund-
wasserleiter. Dies fiihrt dazu, dass der reale Brunnen auf Grund des Spiegelungsverfahrens
in einen virtuellen iiberfiihrt werden muss. Dabei wird aus der Exfiltration eine Infiltration.
Da hier eine gestufte Forderganglinie vorliegt, dargestellt durch die zwei Phasen Pumpen
und Wiederanstieg, miissen zwei Pumpleistungen, Exfiltration und Infiltration, eingefiihrt
werden. Es ergibt sich damit folgende schematische Berechnungsgrundlage (siehe Abbil-
dung 8.28).

Da es sich um ungespannte Grundwasserleiterverhdltnisse handelt, muss die Superposition
in der Potentialebene durchgefiihrt werden. Im Einzelnen werden folgende Werte berechnet:

W(o)=—In(1,78-0) + Z (_1>n+1 nU'_r;Z!

Des Weiteren gilt:
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A i idealer Fluss 1 ’!\ - GWBR
] .E rv _________ :T AV4 h.s
H & HAE
J, Hh.—40m
M=50m
; S0m : 50m ! 25m !
.‘7 -
V.,
1 Vge
10 h "ish t
~

Abbildung 8.28: Grundwasserleiter mit Brunnen und Fluss

Brreann | Brreaz | Bruirt1 | Bruirea
Vv TRV I T
t 15h 5h 15h 5h
r 25m 25m 1256m 1256m
o 0,18 0,54 4,5 13,6
Wi(o) || 1,343 | 0,518 0,0025 | =0
A 106,87 | —41,22 | —0,199 | O

Damit ergibt sich ein Gesamtpotential von:

ZGes = Zreall T ZrealQ + Zvirtl + Zm'rtQ

Zes = 65,45m*
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Da es sich hier um ungespannte Grundwasserverhéltnisse handelt, folgt die Lage der freien

Grundwasseroberfliche zu:
ZR=\)2h—2-Z

zr = 38,33m
bzw.
$ = ZRt=0 — 2R
s=1,6Tm

Die Absenkung am Pegel betrigt 1, 67m.
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KAPITEL 9. NUMERISCHE GRUNDWASSERSTROMUNGSMODELLE

Aufgaben zu 9

1. Berechnen Sie mittels einer eindimensionalen stationdren Grabenstromung die Lage
der freien Oberflache in Abhingigkeit von x, den Abfluss aus dem Oberwasser und

den Zufluss zum Unterwasser (siehe Abbildung 9.1).
Verwenden Sie dabei fiinf Quantisierungselemente.

LLLLLLL L ]

. Ts -
L om | I
||| 4 =

Tl k= 110 mst Ll L L B —
i e A e s “--c Ak R : B -
/:110" ms! |- . . ’ ’ Z|E
. LR . N P . en =
T RGO TR o oa, Y ST =
5 — 1.104 -1 E i ki % =]
| k;=110" ms T R R AN St IS

500m

Abbildung 9.1: Geschichteter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

(Losung s. S. 312)

2. Berechnen Sie mittels einer eindimensionalen instationdren Grabenstromung die Lage
der freien Oberfliche in Abhdngigkeit von x und ¢ (0 bis 2d), den Abfluss aus dem
Oberwasser und den Zufluss zum Unterwasser (siehe Abbildung 9.2).

Verwenden Sie dabei fiinf Ortsquantisierungselemente und fiinf Zeitschritte.

Wiihlen sie die Zeitschrittgrole entsprechend des zu erwartenden Gradienten.

1 o l l u u L

/R = —7m

SO ll(ﬁm n= olal

‘< 3

il T

I
-3

e - i ° . 4
g @ o ° -
k,= 610 ms™! o Lo
o = . ® ° .
- - - =

T

~ Bt s 023

3m

7m

< .
‘ 3m TOI
R

i

i "._.:,A.‘:-..[SO=I1-IO'Sm'-l".n = 0,15'- :

2m

500m

Abbildung 9.2: Geschichteter Grundwasserleiter mit instationdrem Stromungsregime
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(Losung s.S. 318)

3. In einem Grundwasserleiter soll ein Tunnel (U-Bahn) parallel zu einem Fluss einge-
baut werden (sieche Abbildung 9.3).
Berechnen Sie, zu welchen Grundwasserstandsidnderungen es fiir den stationédren Fall
durch diesen Einbau kommt.
Wihlen Sie dazu ein geeignetes grobes Quantisierungsschema.

l 100m L 50m N 50m |
Hangzufluss \_
20m
q=0.0011s* m*
Sm
v A

Abbildung 9.3: Einbau eines Tunnelbauwerkes in einem Grundwasserleiter

(Losung s.S. 324)

4. In einer Flussniederung soll mittels eines Deichbauwerkes (siche Abbildung 9.4) das
Poldergebiet vor Hochwasser geschiitzt werden (entsprechend vereinfachtem Sche-
ma).

Deich: k = 1072, ny = 0,15, Sy = 0,002m™";
Dichtungsmaterial: & = 10_5%; no = 0,05; Sy = 0,001m !
a) Entwickeln Sie ein einfaches diskretisiertes Schema zur Abschitzung der Grund-
wasserstromungsprozesse.

b) Wieviel Wasser flieit pro Meter Deichlidnge in das Poldergebiet?

5. Fiir ein Uferfiltratwasserwerk sollen die zu erwartenden Grundwasserstromungsver-
hiltnisse simuliert werden (siehe Abbildung 9.5).

55m
HW 5m

0m

Dichtung Kerndichtung

lm. 10 m 1,5m 10 m |
| I | |

Abbildung 9.4: Deichbauwerk mit Kerndichtung
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Gegeben:
V =0,001m?s™, Sy = 0,0001m™!, ng = 0,25, k = 0,001ms ™", zg—o) = 10m,
hp=10m, M = 15m,b=1m

a) Entwickeln Sie ein einfaches Quantisierungsschema mit drei Knotenpunkten
zur Abschitzung der Stromungsprozesse im Grundwasserleiter entsprechend der
vorgegebenen Geometrie.

b) Stellen Sie die drei Knotengleichungen fiir eine instationdre Stromungsberech-
nung auf.

c¢) Berechnen Sie den Wasserstand zp(;) im GWBR fiir den Zeitpunkt ¢ = 1d.

v

idealer Fluss GWBR Brunnen Br
Q h;.] }
| “Zre)
ZRO
e ] ~ e L ~ _~ =2 —~
o ~ L - T /____/./ o / - i
| 50m 50m | 25m

Abbildung 9.5: Grundwasserleiter mit Fluss und Brunnen
(Losung s.S. 331)

6. Fiir ein Uferfiltratswasserwerk (sieche Abbildung9.6) mit parallelem Stromungsregime
ist ein numerisches Grundwasserstromungsmodell aufzubauen. Der Fluss soll dabei
als idealisierte Randbedingung beriicksichtigt werden.

k=102 hp =15m zpy = 15m S$=0,25 V =50t

S

q=0,001- b=100m  kgowm =5-10"2 My, =1m B =06,35Tm

a) Wihlen Sie ein geeignetes vereinfachtes Quantisierungsschema mit maximal
fiinf Elementen, damit der Wasserstand am GWBR fiir den stationidren Fall mog-
lichst genau berechnet wird.

b) Formulieren Sie die Bilanzgleichungen an den Mittelpunkten der Elemente und
stellen Sie diese in Matrixform dar.

¢) Berechnen Sie die hydraulischen Leitwerte fiir den Stromungsanteil.
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Fluss Brunnen Br GWBR
k by
Hangzufluss
—
Zpy q
- ) ~ B ..)_/ i 7 B / - j = /_.
~ = -~ P -~ s B / -
20m 50m 50m 50m 50m
i il i aly
L >K e 2 € e

Abbildung 9.6: Wirkung eines Flusses und eines Hangzuflusses auf den Grundwasserleiter

d) Wie verindern sich das Gleichungssystem und das Ergebnis, wenn der Fluss
nicht idealisiert wird, sondern die Unvollkommenheit und eine Kolmation be-
riicksichtigt werden?

Skizzieren Sie den Losungsansatz und schitzen Sie das Ergebnis grob ab.

(Losung s. S. 335)
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Losungen:

e zu Aufgabe 1 (s. S. 308)

LLLLLLL L] L

— Rareiang -
< [ k.= 110" ms’ ’ i Fon =
TR L z
o - ° ® ° °
v k,= 610" ms! . . . . =l=
- ° e ° ° 'l) : - ° . o .o . § . P
= Thid k= 110 ms! Pl g

500m

J%} ﬂw /[ ﬁ% /o /Méi.

G, 7z G G 7z G G 7z G G oz G G; 75 Gy

Abbildung 9.7: Quantisierter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

Als Losungsweg wird vorgeschlagen, wie folgt vorzugehen:

Die Leitwerte ergeben sich bei dem vorgegebenen Quantisierungsabstand und der Breite des
Stromungsfeldes zu (siehe Abbildung 9.7):

Ay; = 100m
Az; = 50m
Ay;
G =T,
A.I‘i

Die aneinanderstoenden Leitwerte konnen wie folgt zusammengefasst werden:
Nach dem Gesetz der Reihenschaltung von Widerstdnden gilt:

Rges = Rl + RZ

1

G=—

R

Daraus folgt:

G- Giy
Giiti = F+—~—
o G+ Gin
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Fiir den Fall der dquidistanten Teilung Az; = Ax;,; und der konstanten Breite
Ay, = Ay, 1 sowie dem vorgegebenen Breiten-Lingenverhiltnis von Ay; = 2Ax;

ergibt sich:
2T - Ty

Ti +Tia

Die Transmissibilitéit 7" ist definiert zu (ungespannte Grundwasserverhiltnisse):

Giiy1 =

D

T:/k‘-dz

a

D:ZR

Da der Durchlissigkeitskoeffizient nicht als geschlossene analytische Funktion darstellbar

ist, muss der 7T-Wert iiber eine Summenformel ermittelt werden. Dabei wird fiir die Schich-
ten, die gesittigt sind, die Miachtigkeit in Ansatz gebracht. Fiir die nicht vollstdndig gesittig-
ten Schichten ist die Lage der freien Oberflache ma3gebend. Fiir den Anfangswasserspiegel,

der in erster Ndherung als lineare Funktion zwischen linker und rechter Randbedingung an-

genommen werden kann, sollen z.B. folgende Werte gelten:

Quantisierungspunkt Zro | Zr1 | ZRr2 | ZR3 Zr4a | ZR5 ZR6

geschiitzte Startwasserhohe | 3m | 4m | bm | 5,5m | 6m | 6,5m | Tm

Mit dieser geschitzten Wasserhohenverteilung ergibt sich folgende erste Transmissibilitéts-

verteilung:
T = ki My + ks (21 — M) = 1,40- 1072
Tg(l) = ki My + ka(2ra — M) =2,00- 1073%2

T;»El) = ki My + ko My + k(2rs — My — Mp) = 2,05- 1073722

s

T4(1) — ]{ZlMl + kQMQ + k3<ZR4 - M1 - Mg) = 2, 10 . 10_3%2
T5(1) = kM + koM + k?3<ZR5 — M; — MQ) =2,15- 1073%2

Daraus lassen sich die Leitwerte nach obiger Formel berechnen:

2T; - Ti

Giig1 = 77—
o T+ T
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G| 2,8-1073m

1 _3m2
GY 11,65-10732

Gy | 2,02 107322

GY | 2,07 1073

GY | 2,12 10322

G | 4,3 107322

Fiir die einzelnen Knotenpunkte des quantisierten Schemas ergeben sich folgende Bilanz-
gleichungen:

Knoten 1: (2r1 — 2r0)Go1 + (21 — 2r2)G12 = —wp - 0,01km?
Knoten 2: (2r2 — 2Rr1)G12 + (22 — 2Rr3)Gaz = —wyp - 0,01km?
Knoten 3: (2r3 — 2r2)Ga3 + (2r3 — 2r4)G34 = —wyp - 0, 01km?
Knoten 4: (2ra — 2r3)G34 + (2R1 — 2R5)Gas = —wy - 0,01km?
Knoten 5: (2rs — 2r4)Gas + (2rs — 2Rre)Gs6 = —wp - 0, 01km?

bzw. nach den Wasserstinden geordnet und die Randbedingungen eingefiihrt

ZRro = 3M
Zre = TM
Knoten 1: 2r1(Go1 + Gi2) + 2r2(—Gh2) = —0, 06é +3m - Go
Knoten 2: 2r1(—G12) + 2r2(Gra + Gas) + 2p3(—Gas) = —0,006%
Knoten 3: 2ro(—Ga3) + 2r3(Gas + Gsa) + 2pa(—Gas) = —0,06L
Knoten 4: 2r3(—G3a) + 2ra(Gss + Gus5) + 2ps(—Gas) = —0,06%
Knoten 5: 2ra(—Gas) + 2r5(Gas + Gse) = —0,06% + 7m - Gs
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G-Z=R

GlO
—G1y 0 0 0
+G12
Gia
-G —Glas 0 0
+G23
Ga3
G == 0 —G23 —G34 0
+Glay
Gy
0 0 —Gy —Glys
+Gys
G45
0 0 0 —Gys
+G56
ZR1 —0, O6é +3m - Gp
ZRo —0,06%
Z=1 zp R=[ —0,06!
R —0,06%
ZRs —0,06% + 7m - Gz

Das so enstandene Gleichungssystem besteht aus fiinf Zeilen und enthilt fiinf Unbekann-
te. Damit ist es eindeutig losbar. Fiir die Losung solcher Gleichungssysteme konnen alle
bekannten Methoden benutzt werden. Dabei konnen die Gesamtschrittverfahren und Iterati-
onsverfahren eingesetzt werden. Da die Koeffizientenmatrix nur aus drei Diagonalen besteht,
die auBBerdem noch symmetrisch sind, konnen besondere Verfahren fiir solche Systeme be-
nutzt werden.

Das GAussSsche Eliminationsverfahren, das zu den universellen Einschrittverfahren gehort,
beruht darauf, dass versucht wird, durch sukzessives Einsetzen aus den n Gleichungen mit
n Unbekannten, eine Gleichung mit einer Unbekannten zu machen. Diese kann dann gelost
werden. Durch riickwirtiges Einsetzen werden die anderen Unbekannten bestimmt. In Ma-
trixschreibweise bedeutet dies, dass aus der vollstindigen Koeffizientenmatrix eine Drei-
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ecksmatrix erzeugt wird, die dann von unten heraus gelost werden kann.

ajlr Q12 0 0 0 ZR1 b1
Q21 A22 azs 0 0 ZR2 by
0 Apn—1 Apn  Aupntl 0 ZRn bn
0 O 0  agk—1 agk 2Rk b

Nach Umformung erhilt man die neue Koeffizientenmatrix (a”) mit einer neuen rechten Seite

(b):

ay, ay 0 0 0 ZR1 b}
0 ahy ahy O 0 ZR2 by
0 0 a, a,. O ZRn b,
0 0 0 0 (l;C k ZRk b?{:

Zu dieser Dreiecksform kommt man, indem die (n — 1)-te Zeile nach zg,,_; aufgeldst und in
der (n)-ten Zeile eingesetzt wird.

Fiir die zweite Zeile heil3t dies:
a112r1 + @122R2 = by

Daheraus ergibt sich zz; zu:

. bi—a12 Zp2

ZR1 =— —
a11

Damit erhilt die zweite Zeile
A21 ZR1 + Q22 ZR2 + Q23 2R3 = by

die Form:

21012 S Q2101
Q22 — ZR2 + G232R3 = 02 —
a1 a1

bzw. zusammengefalit:

Q22 2R + A232R3 = by
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Dieser Vorgang wird analog fiir alle weiteren Zeilen und Unbekannten durchgefiihrt. Fiir die
letzte Zeile erhilt man:

o - =1

Diese Gleichung ist fiir z5 l0sbar. Danach kdnnen dann zpy4, 2gs3, 22 und zp; gelost wer-
den. Damit hat man eine erste Ndherung der Lage der freien Grundwasseroberflache zg). Da
die Transmissibilitidt eine Funktion der Grundwasserhohe ist, muss nun diese fiir die Quan-
tisierungspunkte neu berechnet werden. Somit @ndern sich auch die Leitwerte G; und es
entsteht ein Gleichungssystem mit gednderten Koeffizienten, welches auf die beschriebene
Art und Weise zu I6sen ist. Dieser Iterationsprozess muss solange fortgesetzt werden, bis die
Anderung zwischen zwei aufeinander folgenden iterativen Losungen kleiner als eine vorge-
gebene Schranke |zp; V) — zp; 1HD| < e ist.

Nach drei Iterationen ergeben sich folgende Wasserstdnde:

Quantisierungspunkt ZR0 zg’f zg} Zg:g Zgi ZJ%) ~R6

Wasserhohe nach 3. Iteration [m] | 3 3,55 | 4,51 5,25 ]5,94|6,64 |7

7.0
- 6,0 1
= 1 — &— Schatzw erte
-
£ 507 —f— 1. lteration
B ] -
4 = =A= =2 lteration
40 -
= ? | w3 teration

3,0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ortsschritte

Abbildung 9.8: Iterationsverhalten des Wasserstandes

Weitere Losungsmethoden sind im Teil I des Scriptes im Kapitel ”"Lésung von Gleichungs-
systemen” aufgefiihrt.
Die gesuchten Volumenstrome ergeben sich aus:

V.o ZROTZR1 3m — zp1
0= _
Ry Ry

V __ RR5 — ZR6 __ Zrs — 1M
7 = =
Rs Rs
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 308)

Die Modellbildung wird hier in zwei Schritte unterteilt. Der erste Schritt ist die ortliche
Quantisierung, wie sie auch beim stationdren Fall (sieche Losung zu Aufgabe 1 (s. S. 312)
durchgefiihrt wurde. Im Gegensatz zur stationidren muss bei der instationidren Stromung die
Speicherinhaltsdnderung in die Bilanzgleichung mit einbezogen werden. Die Speicherwir-
kung des Grundwasserleiters wird als Kondensator im Blockschaltbild dargestellt (sieche Ab-
bildung 9.9). Die Wassermenge, die infolge des Speicherverhaltens des Grundwasserleiters

£ l;{%_llo‘finS“" ot s i o =019 <

A 5

D . e ces ° e o ad .
v K= 6107 mst |+ o ee s Il S S B0 n=029] | glg
. 2t k=110 ms? L R T ..|50=1.10—5m—17 n:()alsl, 1 &

500m

3 W, Wop W W, W, v,
,(LO Zp, o Zpy / . Zps / ® Zpy / . Zps / 0-06
G, G| G 1 G| G G G, G| G G

-|-Cll TC*- -|-C33 TCJ ' S-l-CS i

$ ZR1anf $ Zpanf $ ZR3anf $ Zpganf $ Zpsanf

Abbildung 9.9: Quantisierter Grundwasserleiter mit Speicherkapazititen

ausgetauscht wird, ergibt sich zu:

dZR
dt

Der Speicherkoeffizient S représentiert die summarische Speicherwirkung iiber die Hohe

VZeit:S-Ax~Ay~

z von der undurchlidssigen Sohle bis zur freien Grundwasseroberflache bei den hier vor-
liegenden ungespannten Grundwasserverhéltnissen. Innerhalb des gesittigten Bereiches des
Stromungsfeldes (a < z < zg) gilt auf Grund der elastischen Speicherwirkung:

S = Soi - M;

An der freien Grundwasseroberfliche (z = zg) wirkt die gravimetrische Speicherung mit
dem Wert S = ng. Da sich beide Werte in dieser Aufgabenstellung (n¢ und Sp) um den Fak-
tor 10~* unterscheiden und anderseits die Michtigkeit nur wenige Meter betréigt, kann man
annehmen, dass S = ng ist. Damit ergibt sich die Kapazitit am Knoten 7 in Abhingigkeit
des Wasserstandes von der Schichthohe j zu:
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Fiir die einzelnen Knotenpunkte des quantisierten Schemas ergeben sich folgende Bilanz-
gleichungen:

Knoten 1: (2r1 — 2r0)Go1 + (2r1 — 2Rre)G12 + C’l% +wy-0,0lkm? =0
Knoten 2: (zr2 — 2r1)G12 + (2r2 — 2R3)Gas + C’de—f +wp - 0,01km? =0
Knoten 3: (zr3 — 2r2)Gas + (2R3 — 2R4)G34 + C’gdj—f +wy - 0,01km? =0
Knoten 4: (2re — 2r3)G34 + (2r4 — 2R5)Ga5 + C’4d§—f +wy-0,0lkm? =0
Knoten 5: (zrs — 2r4)Gas + (2r5 — 2R6)Gs6 + C’5d§—f +wp - 0,01km? =0

Der zeitliche Differentialquotient muss in einen Differenzenquotienten iiberfiihrt werden, da
sonst keine einfache numerische Behandlung moglich ist. Nur durch diese Uberfiihrung ist
der Aufbau eines entsprechenden Gleichungssystems wieder moglich. Fiir die Uberfiihrung
des Differentialquotienten in einen Differenzenquotienten soll als erste Methode die Riick-
wirtsdifferenz als implizites Verfahren benutzt werden. Dabei wird

dzr _ ZRt — ZRi-At

~

dt At
gesetzt (siche Abbildung 9.10). Damit lautet der Volumentstromanteil, der die Speicherwir-

Zr

Sekante Az/At

Tangente 8z/6t

Abbildung 9.10: Verlauf eines Absenkungsvorganges

kung reprisentiert, jetzt

' (ZRt - ZRtht>
Ve =S - Az - Ay - L 222t/
Zeit Ty At
Mit der Einfiihrung des so genannten Zeitleitwertes
Si - Az - Ay,
Gu= 2
At
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wird der Volumenstrom zu:
V zeit = G - (ZRit - ZRit—At)

Dieser reprisentiert die Wassermenge, die infolge der Speicherwirkung vom Grundwas-
serleiter innerhalb des Zeitschrittes At abgegeben oder gespeichert wird. Infolge der Ein-
fiihrung des zeitlichen Differenzenquotienten muss auch der ortliche Stromungsanteilteil,
d.h. die linke Seite der Gleichung, einem Zeitpunkt, bei der Riickwértsdifferenz dem Zeit-
punkt ¢, zugeordnet werden. Damit erhalten die Knotenpunktgleichungen folgende Gestalt:

Knoten 1: (2r1 — 2ro)t - Gore + (2r1 — 2R2)t - Gt + (2R1e — 2R1t-At) - Gt
= —wq - 0,01km?

Knoten 2: (2r2 — 2R1)t - Ghae + (2r2 — 2R3)t - Gz + (2rot — ZR2t-A1) - Gaot
= —wy - 0,01km?

Knoten 3: (2r3 — 2r2)t - Gzt + (2r3 — 2Rra)t - G3ar + (2R3t — Zr3t—ar) - Gse
= —wy - 0,01km?

Knoten 4: (2Rra — 2r3)t - Gaae + (2ra — 2Rs)t - Gast + (2Rar — 2rat—at) - Gaar
— —wg - 0,01km?

Knoten 5: (2rs — 2Rra)t - Gase + (2rs — 2Re )t - Giser + (2Rst — ZRrst—at) - Gse
= —wq - 0,01km?
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Die Matrizengleichung fiir das in fiinf Elemente geteilte Stromungsfeld lautet somit:

—Gin

ZR1t
ZR2t
ZR3t

ZRAL

ZR5t

—Gra

Gia
+Gosy

+Gz2t

A-X=R

- G23t

Gasy
+Gagy

+Gz3t

—Gan

G'3at
+G5t

+Gz4t

- G45t

_G45t

Gust
+Gis61

+Gz5t

-0, 06& +3m - Goie + Gt - ZR1t—At

-0, 06§ + G.ot * ZRot— At
—0,06% + G.3¢ - zpsi—a

-0, Oﬁé + G4t ZRat— At

—0,06L + 7m - Gzt + Gt - 2R5t—n
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Die so entstandene Matrizengleichung ist auf Grund der Potentialabhingigkeit der Leitwer-
te nicht explizit 16sbar. Wie bei der Losung zu Aufgabe 1 (s. S. 312) miissen wieder die
Losungen iterativ herbeigefiihrt werden. Im ersten Schritt werden die Leitwerte Ggl) ent-
sprechend den Anfangswasserhohen (zg;_a;) berechnet. Die Gleichungen zu deren Berech-
nung konnen aus der Losung der Aufgabe 1 (s. S. 312) iibernommen werden. Der Unter-
schied besteht aber darin, dass diesmal keine geschitzten Wasserhohen fiir die Berechnung
der Transmissibilitdten benutzt werden, sondern fiir den ersten Zeitschritt die Anfangswas-
serhohen (laut Aufgabenstellung zp; bis zgg = 7m), fiir die weiteren Zeitschritte jeweils die
Wasserhohen des vorhergehenden Zeitschrittes.

Man spricht in diesem Zusammenhang von einer dufleren und einer inneren Iteration. Die in-
nere Iteration kennzeichnet die Berechnung der nichtlinearen Koeffizienten des Gleichungs-
systems auf Grund des nichtlinearen Verhaltens der Transmissibilitdt. Die d@uflere Iteration
berechnet die Nichtlinearitdt auf Grund des impliziten Verhaltens der verwendeten Riick-
wirtsdifferenz.

Fiir Grundwasserabsenkungsvorginge bedeutet dies, dass die Transmissibilitdt und damit
auch die Leitwerte zu grol angenommen werden. Die Matrix ldsst sich mit diesen Werten

l6sen, und man erhélt eine Wasserhohe zgi)t, die gegeniiber der wahren Lage zu niedrig ist.

Mit dieser ersten Niherung Z1(211)7f konnen verbesserte Leitwerte GE? ) berechnet werden. Sie

fithren zu einer zweiten Niherung der Wasserhohe zgi)t, welche iiber der wahren Losung
liegt, da die Leitwerte zu klein angenommen wurden und damit zu wenig Abfluss realisiert
wurde. Die Nédherungslosungen nédhern sich der wahren Losung in Form einer gedimpften
Schwingung an. Dieser Iterationsprozess wird so lange durchgefiihrt, bis die Anderungen
zwischen zwei Iterationen eine Fehlerschranke nicht mehr iiberschreiten. Dann erhélt man
die Losung fiir den Zeitschritt At. Trotz der Iteration innerhalb des Zeitschrittes bleibt ein
Quantisierungsfehler erhalten. Er wichst proportional mit A¢, da anstatt der Tangente im
Punkt ¢ die Sekante zwischen den Punkten ¢ und ¢t — At berechnet wird. Da sich die Grund-
wasserstromungsprozesse entsprechend einer abklingenden e-Funktion asymptotisch dem
stationdren Endzustand nidhern, ist der Zeitquantisierungsfehler nicht nur von der Schritt-
weite At, sondern auch von der Dynamik des Prozesses abhingig.

Die nachfolgende Tabelle enthilt die Ergebnisse fiir die quantisierten Zeitschritte und Abbil-
dung 9.11 deren grafische Darstellung.
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Zeitpunkt
ZRrRo ZRr1 ZR2 ZR3 ZR4 ZRrs ZRe6
in Tagen
0,00 3,00 | 7,00 7,00|7,00]|7,00]|7,00]|7,00
0,25 3,00 |6,7716,99| 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00
0,67 3,00 1]6,44 | 6,97 | 7,00 | 7,00 | 7,00 | 7,00
1,29 3,00 16,041|6,90|6,99]|6,99| 7,00 | 7,00
2,54 3,0015,4916,74 (6,96 |6,99 6,99 | 7,00
5,00 3,00 | 4,876,411 6,8 |6,95|6,98 | 7,00
10,00 3,00 | 4,48 | 5,97 | 6,60 | 6,85 | 6,96 | 7,00
15,00 3,004,241 5,66 | 6,37]|6,73 6,92 | 7,00
30,00 3,00 13,94 | 5,18 5,936,451 6,82 | 7,00
50,00 3,00 | 3,7714,92|5,64|6,23|6,75| 7,00
100,00 3,00 | 3,78 | 4,93 | 5,64 | 6,23 | 6,74 | 7,00
stationar ||| 3,00 | 3,55 | 4,51 | 5,25 | 5,94 | 6,64 | 7,00
7,00
6,00
;g 5,00
ES
4,00 -
—e—7R0 —a—7R1 —a—7R2 —x—7R3 —%—7R4 —e—7R5 ——ZR6
3,00 wwe—es—so * T * -
0,00 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00 60,00 70,00 80,00 90,00 100,00

Simulationszeit in Tagen

Abbildung 9.11: Wasserstand in Abhingigkeit von Zeit und Ort
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 308)

Bei dem stationdrem Fall kann davon ausgegangen werden, dass der gesamte Betrag des
Hangzuflusses durch alle Elemente des Grundwasserleiters, d.h. durch alle quantisierten

Leitwerte flieBen muss. Dieser Volumenstrom V' y ergibt sich aus dem spezifischen Volu-
menstrom ¢ multipliziert mit der senkrecht durchflossenen Fliche A.

Da die Grundwasserstandsidnderungen zu ermitteln sind, ist es zweckméifig, die Wasser-
stinde mit (zg,ys) und ohne (zg,o) Tunneleinbau zu berechnen. Durch den Tunneleinbau
wird ein stellenweiser Wechsel zwischen gespanntem und ungespanntem Grundwasserleiter
verursacht (siehe Abbildung 9.12).

100m L 50m it 50m

Hangzufluss
20m

q=0,001 1s' m?*

Abbildung 9.12: Schematisierung des Grundwasserleiters mit Tunneleinbau
Die Differenz der Wasserstinde zwischen zwei Knoten wird bei dem betrachteten stationdren
FlieBprozess durch den flieBenden Volumenstrom V' yund den wirksamen Leitwert bestimmt.

Gn,nfl : (ZRn - ZRnfl) = VH
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Grundwasserstinde

ohne Tunneleinbau

mit Tunneleinbau

ZRrao = const.

ZRaM = cOnst.

_ v _ 4

ZR30 = ZR40 T Gy | ZR3M = ZRaM T+ G
%4 v

ZR20 = ZR30 T G | #R2M = ZR3M T &
v v

ZR10 = ZR20 T Gip | ZRIM = ZR2M T+ G

Allgemein kann angenommen werden, dass in dieser Aufgabenstellung ein ungeschichteter
Grundwasserleiter vorliegt. Unter Beachtung, dass sowohl gespannte als auch ungespann-
te Stromungsverhiltnisse auftreten konnen, werden die hydraulischen Leitwerte wie folgt
berechnet. Gleichzeitig soll die Breite entsprechend des Quantisierungsschemas moglichst
grof} gewihlt werden (z. B. 100m):

k-D-b T-b
G=—

l
Zwischen den Quantisierungspunkten soll in erster Ndherung eine ortsunabhéngige Trans-
missibilitdt herrschen.

kD, b T,-b
Gn= L, L

Hydraulische Leitwerte

ohne Tunneleinbau mit Tunneleinbau

__k-zr3o'b __kzr3m-b
Gyo="29= Gyy="3=

Ubergang zu gespannten
D = zroo D = May,

Stromungsverhiltnissen

Goo="21200 Gopy =1

__kzgiob __kzrimb
GlO— 11 GlM_ I

Aus diesen Beziehungen sieht man, dass auf alle Fille gilt:

GBO = G?)M
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da zpoo = 4 - Moy, ist, gilt:
Goo =4 - Gay
Daraus ist zu erkennen, dass der Leitwert GG9;; (mit Tunneleinbau) viermal kleiner als Gy

(ohne Tunneleinbau) ist.
Fiir den Fall, dass die Grundwasserstandsédnderung

Azpn = |2Rrno — Zram| << ZRno
ist, gilt:
Gio = Gim

Fiir eine genauere Berechnung sollte der G-Wert aus dem harmonischen Mittel der 7'-Werte
an den Knoten berechnet werden:
et = T, Thi1-b
(Tn + Tn+1) A
Damit und unter der Vorausetzung, dass Azg, = 0 (RB 1. Art) lassen sich folgende Grund-
wasserstandsidnderungen berechnen:

Gsn = Go

v
ZR3M = Zram + G
3M

Zr3m = Zrao + DzZpa + G
30

Vu
—RZR30 = TRR40 T A~
Gs0

Azps = zZpam — Zr3o =0

ZR3M = ZR30

Vv
ZraM = Zr3m + a
oM
V.4
Zrom = Zrso + Azps + a
20
Vi
—RR20 = —RR30 — A~
G20

Azps = ZRram — ZR20

: 3
V2
TG0
3

A —ag- A ——
ZRr2 = ( G
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ZRIM = ZraM T

Gim
ZriM = Zr20 + Dzp2 + -
10
Vi
—RR10 = —ZR20 — ~
Gio

Azpr1 = ZriM — ZR10

Azpy = Azgy

k- zRroo b

ly
B 10~*m - 20m - 100m
N s-50m

Gao =

Gy = 4-10732
S

q-A-3
Ay —
2 T
~107%m? - 20m - 100m. - 3 - s
N s-m2-4-10"3m2
AZRQ = 1,5m

Damit entsteht durch den Hangzufluss von ¢ = 10~° 57;;
und 2z, um jeweils 1, 5m.

ein Aufstau an den Punkten zpo
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(a)

(b)

328

zu Aufgabe 4 (s. S. 308)

Ein einfaches Quantisierungsschema fiir die Untersuchung zur Durchstromung des
Deiches enthilt fiir jedes Element mindestens einen Stromungswiderstand (hydrau-
lischen Leitwert).

HW 5m
Om
Dichtung Kerndichtung

lm 10 m JSmo 10 m N

| > > 1
Zy Z Z; Z 2
o+ +ro—— +H—oI 1+ {1 O

G G G G

Abbildung 9.13: Deich mit Kerndichtung und Quantisierungsschema

Fiir den stationéren Fall geniigt die Betrachtung der Leitwerte, da in diesem Zeitab-
schnitt die innerhalb des Deiches stromende Wassermenge zeitlich konstant ist. Somit
treten keine Be- oder Entwésserungseffekte auf.

Fiir die Berechnung dieser Kette gelten folgende Gleichungen:

V= (z0 — 21)G4
V= (21 — 22)Ga
V= (29 — 23)G3
V= (23 — 24)Gy

2o und z4 wirken als Randbedingungen, d.h. deren Werte sind unabhéngig vom Strom-
ungszustand innerhalb des Deiches.

ZRO = om

ZR4 = Om

Die Leitwerte berechnen sich wie folgt:

ZRn'b

G I

Da die Werte pro Meter Deichldnge zu berechnen sind, wird b = 1m gesetzt.



ZRn 1st zu Beginn der Rechnung nicht bekannt. Deshalb muss mit einem fiktiven Mit-
telwert bei der 7T'-Wert-Bestimmung gerechnet werden. Dieser ergibt sich aus dem
arithmetischen Mittel zwischen den beiden Randbedingungen.

(1) _ ZR0 T ZR4
Rn — D)

zgz =2,5m

Damit ist:
b 1079 .2 5m - 1m 2
GV =k 2 s — 2,510
I 1m s
—4m 2
(1):k;.ZR2'b:10 ?-2,5m-1m:2 10-5™
G 2 ly 10m 010 s
b 1079 .2 5m - 1m m?
3 A 1,5m ’ s
b 107%™ .2 5m m2
o _ ZRa -0 _ s 4 _95.10-5"C
4 Y 10m ’ s
Generell gilt:
1
R, =—
Gn
RQ=q A=V

Die Gesamtwassermenge V', die pro Meter Deichldnge wihrend des stationdren Zu-
standes in den Polder flief3t, ergibt sich:

233:ZR4+R4'V:R4'V
ZRQZZRg+R3'V:R4-V+R3'V
ZRl:ZR2+R2‘V:R4‘V+R3'V+R2‘V

ZRQZZR1+R1'V:R4‘V+R3'V+R2‘V+R1'V:5m
'(1)_ 5m _ 5m
CRy+ Ryt Ro+ Ry (445,9+4+4)- 10112

3 l
~0,028- 10732 — 0,028~
S S

Das Ergebnis kann man auch schneller erhalten, wenn man die Gesetze der Reihen-
schaltung von Widerstidnden und das dynamische Grundgesetz benutzt. Danach addie-
ren sich in Reihe geschaltete Widerstdnde, und der durchflieBende Volumenstrom ist
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proportinal zu dem Potentialabbau (Potentialdifferenz) tiber dem Widerstand und in-

direkt proportional zu dessen Wert.

Dieser berechnete Volumenstrom stellt eine erste Ndherung dar, da mit geschétzten 7'-

Werten gearbeitet wurde. Setzt man diesen V'-Wert in die Gleichungen ein, so erhélt

man verbesserte zg, (V-Werte, die auch wieder zu verbesserten 7- und V-Werten

fiihren.

. 3
2) 0,028-1073 =
R3 — ~R4 4 2,5.10-5m2

B =20+ RV = ReVARyV =1,12m +
21(%21) = Zgz) + Ry - Vo= R4-V—|—R3-V+R2-V =2,76m +

ZI(%Qg = 21(1221) + Ry - V = R4-V+R3-V+R2-V+Rl-V

V(2) _ 5m,

0,028-10-3 >

2,5:10—5m2

—1,12m
= 2,76m

m3

5~ =3,88m
= 5,00m

l
= 32,6-
S

Ri®+ Ry @+ Ry, @+ Ry ® — (17,85 + 7,60 + 3,00 + 2,25) - 10742,

Man sieht, dass dieser Wert um ca. 13% hoher als der der ersten Iteration ist. Dieser
hohere Wert wird aber wieder zu gro8} sein, so dass eine oszillierende Anpassung er-

folgt. Die Berechnung von zp erfolgte zur Kontrolle und es ergibt sich richtigerweise

der Wert des Oberwassers als Randbedingung.



e zu Aufgabe 5 (s. S. 308)

(a) Die Quantisierung erfolgt an Hand der vorgegebenen Geometrie. Zu beachten ist, dass
ein Knoten zur Nachbildung der unendlichen Ausdehnung des Grundwasserleiters in
der flussabgewandten Seite erfolgt. Die instationédren Speichervorginge werden durch
entsprechend angeordnete Kapazititen realisiert.

v

idealer Fluss GWBR Brunnen Br
&;ﬂz
hy Zp | Zp3 Zpy
o { _ I —;I—O
ZRGGFI.I G1z 3 34
§ . CHE d
Zyo Zyof z}o
L 50m . S0m ], 25m L 500m N

Abbildung 9.14: Darstellung des quantisierten Grundwasserleiters

(b) Fiir die Knoten ergibt sich:

0z
Knoten 1:  (2z; — hpy) - Gri + (21 — 2ro) - Gio + Oy 81;1 =0
0
a .
Knoten 3: (ZR3 _ ZRQ) - Gz + (233 — ZR4) -Gy + Cs 2?3 =V

bzw. nach Wasserstinden geordnet und unter Einfiihrung des Zeitleitwertes ergibt sich:

ZRnt — ZRnt—At
GZn = Cn At

Knoten 1:  zgi; - (Grpn + Gia + Gz1) + zro - (—Ga3)
=hp; - Gri + 2ri-ae - Gz

Knoten 2:  zgpy; - (—G12) + 2got - (Gia + Gaz + Gza) + 2R3t - (—Gas)
= zpat-nt - Gz2

Knoten 3:  zgpy - (—Ga3) + g3t - (Gas + Gy + G z3)

= 2pat - Gsa + zpsi—nr - Gzz +V

331



KAPITEL 9. NUMERISCHE GRUNDWASSERSTROMUNGSMODELLE

A-X=R

(Grn + G2+ Gxp) —G 0

A= —Gho Gia + Gaz + Gz —Gis
0 —Ga3 Gz + G3s + Gz

ZR1t
X = zpu

ZR3t

hei- G + 2r1e-at - Gz

R= zrat-nt - Gza

2pat - Gaa + 2r3t—ne - Gzz + v

(c) Die Hauptaufgabe besteht in der Berechnung der Leitwerte.
Mit der Anfangswasserhohe zr;—o = 10m als geschitzte Wasserhohenverteilung 2z,
ergibt sich folgende erste Transmissibilitdtsverteilung:

T =k-zp =0,0122

T =k 2py =0,0122

2

Daheraus lassen sich die Leitwerte nach obiger Formel berechnen:

G,=1T, b/Ax,
G o Gn : Gn+1
nn+l — ~ . ~
Gn + G(n+1
Th . Tn+1
_ Azp Az b
o Tn Tn+1

Azxnp AZpy1
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1 1 1 1
Gl Gty Gy Gy

0,0002™ | 0,00027 | 0,0004™ | 0,00002

Die Zeitleitwerte ergeben sich zu:

Sb- (Axy, + Axpg)
2- At

GZn -

Da es sich hier um einen ungespannten Grundwasserleiter geringer Méchtigkeit han-
delt, wird S = nq gesetzt.

Gn Gz Gz3

0,000145™% | 0,000109™ | 0,00076

Damit erhilt die Matrixgleichung folgende Gestalt:

0,000545™  —0, 0002 0 R1t 0,00345™>
~0,0002™  0,000709™  —0,0004"= | | zge | = | 0,00109™
0 —0,0004™  0,00118™ 2R3t 0,00680™

Damit ergeben sich die Wasserstinde an den Knoten in erster Ndherung wie folgt:
2 =9, 75m
2 =9, 32m
20), = 8,92m
Mit diesen Wasserstinden miissen neue 7'-Werte berechnet werden:
T — k- zgy = 0,01%2
T = k- zpo = 0, 009%2

2
TP = k- 2y = 0,009
S

Dies fiihrt wiederum zu verbesserten Leitwerten:
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2 2 2 2
Go a Gy a3

0,000197™> | 0,00027 | 0,00036™ | 0,0000189™

Die Zeitleitwerte miissen nicht iteriert werden, da hier kein geschichteter Grundwas-
serleiter vorliegt und es sich noch um den selben Zeitschritt handelt.
Die Matrixgleichung erhélt damit die Werte:

0,000533™  —0,00019™* 0 ZR1 0,00342™°
—0,00019™  0,00066™=  —0,00036™> | - | zgy | = | 0,001097
0 —0,00036™  0,00114™ 2R3t 0,00678™

Die Losung ergibt sich zu:

zﬁft =9,76m

22 =9,33m

22 —8,91m

Man erkennt, dass sich das Ergebnis innerhalb der Iteration nicht wesentlich, son-
dern nur im Zentimeterbereich, gedndert hat. Dieses gute Iterationsverhalten ist auf
die Nichtlinearitit des Gleichungssystems zuriickzufiihren. Bei Wiederanstiegsproble-
men wirkt sich die Nichtlinearitidt demgegeniiber divergierend aus.

Der Grundwasserspiegel hat nach einem Tag demzufolge folgenden Verlauf (siehe Ab-
bildung 9.15):

v

idealer Fluss GWBR Brunnen Br
KK b, ) Zpo=10m
______________________________ [ ".______‘"_____7‘_________..
9,76 T R
e I 8,71m
Zpg
50m . 30m g, 25m L 500m N

Abbildung 9.15: Grundwasserstand nach einem Tag
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 308)

(a) Wir betrachten folgendes Schema:

Brunnen Br GWBR P
hy
= . s

el U "L
Zro Hangzufluss
N p —

5 . Zpp 5
Z
i ZR] {ang
ZRBr
20m 50m 50m 50m 50m
Sl o N Sle
* K >, >r il 2

H['v—1
o] o o
h RI “RB “rRp d
Fl r

S Sh2 S

Abbildung 9.16: Grundwasserleiter mit Quantisierungsschema

(b) Zur Berechnung der Wasserstéinde im Quantisierungsschema der Abbildung 9.16 wer-
den die Bilanzgleichungen an jedem Knotenpunkt aufgestellt. Da es sich laut Aufga-
benstellung um eine stationdre Stromung handelt, sind die Speichereffekte nicht zu
beriicksichtigen.

Knoten 1: (le — hFl)Ghl + (le — ZRBT)GhQ =0
Knoten 2: (ZRBT‘ — ZRl)Ghz + (ZBr — ZRP)GhS + VBr =0
Knoten 3:  (zgp — 2rpr)Gh3 — VH.ang =0

Der Hangzufluss wird durch den hydraulischen Leitwert (G4 nicht beeinflusst, da kei-
ne Verzweigung auftritt. Damit kann auch der rechte Knoten aufler Betracht gelassen
werden.
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Die nach Wasserstidnden geordneten Knotengleichungen lauten:

Knoten 1: ZR1 (Ghl + Gh2)+ ZRBT(_G}ZQ) = hFlGhl
Knoten 2: ZRl(_Gh2>+ ZRBT(GhQ + Gh3)+ ZRP(_Gh?,) = Vg,
Knoten 3: ZRBT(_Gh3)+ ZRP(Gh?,) = VH.ang

oder in Matrixschreibweise:

(Gr1 + Gr2) (—Gha) 0 ZR1 hpGhi
(—=Gh2) (Ghe +Gr3) (=Gu3) || zrr | = —Vér
0 (—Ghs) (Ghs) ZRP VHang

Dieses System von drei Gleichungen mit drei Unbekannten ldsst sich z. B. nach
dem Einsetzverfahren 16sen.
Man kann Knotengleichung 3 nach dem Brunnenwasserstand zpp, auflosen:

V Hang + 2rP(Gh3)

Knoten 3: zpp, =

Gh3.

V tan G

Knoten 1:  zz(Gp1 + Gpa) — Hang ZjRP( 1) (—Gh2) = hpGr
3
V gana(—G
2r1(Gh1 + Gha) — % + 2rp(—Gh2) = hmGhy
3

Knoten 2: ZRl(_GhQ) — %}W(Ghz + Ghd) + ZRP(_Gh:s) = _VBr

bzw. umgeformt:

- _ VBT . VHang(G/ﬂ + Gh?))
M G Gha - Gis

+ ZRp
Die Gleichung von Knoten 2 in die Gleichung von Knoten 1 eingesetzt ergibt:

B VHang(GhQ + Ghs) - (Gha + Gha)
Ghra - Gps

V trana(—C
+ 2rp(—Gha) = thGhz%gm)

Diese Gleichung zusammengefasst liefert:

VBT(Ghl + Gh2) n VHcmg(Ghz + Ghs) - (Gp1 + Gha) n chmg<_Gh2)

z2rp = hp —
fp G - Gra Ghi - Gy - Ghs Gy - Ghs
Ve (G + G 1 1 1
s = et - Béhhl G h2)+vH“”g(Gh TG +Gh)
1° 2 1 2 3



Die Absenkung gegeniiber dem stationdren Ausgangszustand, d.h. Grundwasserspie-
gel gleich Flusswasserspiegel, ergibt sich am Pegel zu:

zrp = hpt — V(R + Ri2) + Viang(Rn + Rp2 + Rps)

s =hp — zpp = Ve (Ru1 + Ru2) — Vang(Rr1 + Ri2 + Ri3)

Man beachte, dass trotz der in den Zwischenschritten etwas komplizierten Gleichun-
gen ein relativ einfaches und leicht interpretierbares Ergebnis erhalten wird.

Der Grundwasserspiegel, identisch mit dem Flusswasserspiegel (hp; = zgg), wird um
den Anteil, der durch den Forderstrom des Brunnens hervorgerufen wird, vermindert
und durch den des Hangzuflusses erhoht. Die Absenkung durch den Brunnen hétte man
auch direkt aus dem Ersatzschaltbild ablesen konnen, denn der Quotient driickt nichts
anderes aus als die Reihenschaltung der beiden Leitwerte G; und Gjo aus. Wiirde
keine Forderung stattfinden, kiame es, hervorgerufen durch den Hangzufluss, zu einem
Grundwasseranstieg.

Zur iiberschldgigen Priifung von derartigen Gleichungen sollte man feststellen, ob die
Dimensionen der einzelnen Summanden stimmen. Des Weiteren darf in Gleichungen
solcher Widerstandsnetzwerke ein Widerstand oder Leitwert nicht mit sich selbst mul-
tipliziert werden (G2 bzw. R? sind unzulissig!).

(c) Die hydraulischen Leitwerte berechnen sich aus der Reihenschaltung der Teilleitwerte
der Planungselemente:

G Ghn - Ghnt
= 4~ —
Ghn + Ghns
ZRn " ZRn+1 " b
=k- Ax
(2Bn + ZRn+1) - 5
ZRn * ZRn+1 * 20
G = k- Rn * #Rn+1

(ZRn + ZRn—I—l) : Axn

Als wirksame Linge wird jeweils die halbe Ortsquantisierungsschrittweite angesetzt,
da jedes Planungselement zwei Teilleitwerte besitzt.
Fiir die einzelnen Leitwerte gilt:

her - zr1 —gm
G =2t R g 93
h hr + zr1 S

ZR1 * %RB _3m
Gpo = ——— 1 41073 =
ZR1 + ZRBr S

ZRP * ZRBr _3m
Gy = —— 0 041073 =
ZRP + ZRBr S
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Fiir die erste Ndherung dieser nichtlinearen hydraulischen Leitwerte setzt man z.B. die

Ausgangswasserhohe von zgy = 15m fiir alle Knoten (zgl) = zggr = zg}g = 15m) an

und erhilt: )

G = G = ) = 31021
S

Mit der Losung von Aufgabe 6b (s. S. 335) ergibt sich ein Wasserstand am GWBR P
in erster Niherung zu:

W Ve (Gri 4 Ghz) v 1 1 1
R T G\ G T G T G
50 -1073m2 . 2 gm®
— 15m — s 2 10,001 10732 - 100m - 15m——0——
3. 1072% 3- 1072%

= 15m — 3,333m + 0, 15m

20 =11,82m

Dieses Ergebnis stellt eine erste Niherung dar, da fiir die Leitwerte eine konstante
durchstromte Michtigkeit von 15m angenommen wurde. Mit der erzielten Losung
miissten jetzt neue Wasserstinde zgl) und zggr und daraus neue Leitwerte berechnet

) . 2
werden, daraus wiederum ein neuer Wasserstand zg% 1)3 am GWBR P.

(d) Die beiden Effekte Kolmation und Unvollkommenheit werden durch zusitzliche
Stromungswiderstinde bzw. Leitwerte beriicksichtigt (siehe Abbildung 9.17):
Damit ergibt sich eine neue Knotenpunktgleichung fiir den Knoten FI’:

Knoten FI’ (hpr — hp)Gry+ (hpp — 2r1)Gr1 =0
Knoten 1: (zr1 — hm) Gp1 + (zr1 — 2rBr) G2 =0
Knoten 2: (zrBr — 2R1) Gh2 + (2rRBr—) GR3 + Vér =0
Knoten 3: (zrp — 2rBr)Gh3 — Vng =0

Damit erhélt man vier Gleichungen mit vier Unbekannten. Die nach Wasserstinden
geordneten Knotengleichungen lauten:

Knoten FI’ he(Gr+ Gh) + zri(—Ghi) = hpGry

Knoten 1: hei(—Gh) + 2r1(Gr1 + Gha) + 2rer(—Gh2) =0

Knoten 2: 2r1(—Gr1 — Gp2) + 2rBr(Gha + Gr3) + zrp(—Gh3) = Vg,
Knoten 3: 2rBr(—Gh3) + 2rp(Gr3) = VHang
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Brunnen Br GWBR P
K‘Q:H:JJ
.
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20m 50m 50m 50m 50m
\%
o~ H ] —o—l:l—o—l:l-l—< oo
R eees————— i . 7 q
Kolm unvoll hl h2 h3
= hF1
Abbildung 9.17: Ankopplung des Flusses iiber zusitzliche Widerstinde
bzw. in Matrixschreibweise:

G+ G —Gn 0 0 Iy hpG gy
—Gp Gp + Gra —Gpa 0 ZR1 0
0 —Gh2 Gra +Grs —Ghg ZR2 —Vbr
0 0 —Gp3 Ghs 2R3 V Hang

Die Berechnung des “Flussleitwertes” G g; erfolgt nach dem Gesetz der Reihenschal-
tung von Leitwerten:

1 G1 -Gy
GLQ = =
Ri+ Ry G+ Gy
_ 1 _ GKolm : Gunvoll
RKolm + Runvoll GKolm + Gunvoll

G

Kolmationswiderstand
Der Widerstand der Kolmationsschicht berechnet sich entsprechend den geometrischen

Verhiltnissen und der Durchlissigkeit.
Der allgemeine hydraulische Widerstand ist geprédgt durch die spezifische Leitfahigkeit (k-

Wert), die senkrecht durchstromte Fldache (A = Bogenlidnge der Flusssohle B, multipliziert
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mit einer Breite b) und die Linge (d = Dicke der Kolmationsschicht):

1 d
Rydr = — + —
hyd; L AL
Mit der Bogenlinge der Flusssohle (A, = 7 Bp)
1 MKolm
R olm — :
fret kxotm 5Bri-0

B 1 1m
~ 5-107522 10m - 100m

RKolm = 6a 37%
m

Unvollkommenheit

Fiir die Beriicksichtigung der Unvollkommenheit kann man vorteilhafterweise den gleichen
Weg beschreiben, wie er bei der analytischen Losung im gleichen Zusammenhang beschrie-
ben wird. Damit ergibt sich hier aus dem entsprechenden Diagramm eine Ersatzldnge von

AL
~ 0,43
B )
ALl ~ 6m
und der entsprechende Widerstand
1 AL
Runvoll =7 :
k ZR0 b
1 6m
~ 10752 15m - 100m
s
Runvoll = 4@

Gesamtleitwert
Damit ergibt sich der Gesamtleitwert zu

1
B RKolm + Runvoll
B 1 m?
C6,37T+4 s

2
G = 0,096437%
S

G

Durch den zusitzlichen Widerstand, hervorgerufen durch die Kolmation, und die Unvoll-
standigkeit des Flusses als Randbedingung, ergibt sich ein zusétzlicher Potentialverlust, d.h.
die Absenkung wird groBer. Vergleicht man die anderen Leitwerte mit dem Zusatzleitwert,
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so erkennt man dessen Einfluss:
Das Ergebnis der Losung zu Aufgabe 6c¢. (s. S. 337) war:

zpp = hpp —

Vér(Ghl + Gha) ( 1 1 1 )
+V ttan + o+
G- Gpa Hng\ Gy " Gha ' Ghs

= hpi — Vi (Rp1 + Ri2) + Viang(Ri1 + Rpa + Rp3)

Dabei sind die Leitwerte in Widerstdnde umgeformt worden. Substituiert man in obiger Glei-
chung den Widerstand Ry, durch Ryr; + Ry, so ergibt sich das verdnderte Potential am
GWBR P.

2rp = hpi — Vi ((Rur + Rpa) + Ru2) + V tang ((Rurt + Rpa) + Ruo + Rps)

Fiir die erste Ndherung dieser nichtlinearen hydraulischen Leitwerte setzt man z.B. die Aus-

gangswasserhohe von zpy = 15m fiir alle Knoten (zgl) = Z}%)BT = zgj)g = 15m) an und

erhalt:

2

Gni = Ghe =Gz =3+ 1022
s

Ry = Riz = Rys = 33,335
m
S
Ryer = 10,37
m

Die Absenkung gegeniiber dem stationdren Ausgangszustand, d.h. Grundwasserspiegel =
Flusswasserspiegel, ergibt sich am Pegel P zu:

2rp = hpr — Ve ((Rupt + Ri1) + Ri2) + VHang((Rurr + Ri1) + Ruo + Rhs)
s =hp — zrp = Ve ((Rur + Ri1) + Ri2) + Viang((Rept + Ri1) + Ruo + Rag

s = (VerRurt — VHang - Rurt) + (Vee (Rr1 + Ri2) — Viang (Rr1 + Ri2 + Ri3))

5 = SRppuss T SRawr

Da der Flusswiderstand Rj,; rund ein Sechstel der Summe von Rj,; + Ry + Rj3 ausmacht,
ergibt sich der geringe Einfluss.

Man sieht, dass mit dem Zusatzwiderstand des Flusses die Absenkung um ca. 13% stérker
wird. Auf Grund der Nichtlinearitidt der ungespannten Grundwasserstromung lésst sich keine
genauere Abschitzung geben.
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KAPITEL 10. SIMULATIONSPROGRAMMSYSTEM ASM

Aufgaben zu 10:

1. Simulieren Sie die Absenkung fiir die gegebenen Punkte im Abstand r und die Zeiten

(t) infolge einer Wasserférderung V' im Brunnen fiir folgenden Grundwasserleiter und

stellen Sie das Ergebnis grafisch dar:

k=1-1072 M = 10m,

S = 0,001,

ro=0,25m, V =0,0152", h, =16m

r =15;10; 20; 50 m

t = 1; 2; 5; 10; 20; 30; 45; 60; 90; 120 min

_ S _
a==

0,12

2. Simulieren Sie fiir den o.g. Grundwasserleiter die Absenkung im Punkt (r = 10m)

aller 10msn bis maximal 100mzn, wenn der Volumenstrom des Forderbrunnnens fol-
gender Zeitstaffelung unterliegt und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar:

Volumenstrom [m?g}

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

0,030

0,000

Forderbeginn [min]

0

10

20

30

40

20

60

3. In einem Grundwasserleiter in der Nihe eines Flusses soll eine Baugrube abgesenkt

werden. Die Mitte der Baugrube ist 100m vom Fluss entfernt, die Entwésserungs-
brunnen 80m. Es sind drei Brunnen parallel zum Fluss angeordnet, die jeweils 25m

voneinander entfernt sind. Die Brunnen besitzen einen Durchmesser von ry = 0, 3m

und fordern mit jeweils V' = 0, 015’”?3.

Der Fluss besitzt eine Breite von B = 20m und eine Kolmationsschicht von

k¢ =3-10702; M = 1m.
Der Grundwasserleiter hat folgende Eigenschaften:
k=5-10""2;ng = 0,20; hy, = 15m; M = 20m.
Wird nach zehn Tagen im Zentrum der Baugrube die Zielabsenkung von 2, 5m er-

reicht?

4. Uberpriifen Sie mittels des Simulationsprogramms ASM, ob der Mittelpunkt der Bau-

grube nach einer Zeit von 7 Tagen bei einer Forderleistung von V' = 0, 01’”73, rog =

0, 30m mit einer Sicherheit von 0, 5m entwéssert ist (siehe Abbildung 10.1).

5. Aus einem Brunnen, der an einem idealen Fluss liegt (B7(100m,500m)) Wird ein konstan-

ter Volumenstrom von 25é gefordert. Der Brunnen hat einen Radius von 7y = 0, 35m.
Der Grundwasserleiter ist durch folgende Parameter gekennzeichnet:
hp =15m, M = 17Tm, k =1-107*2 5, = 0,0002, ng = 0, 25.
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V =0,01m"!

Fluss J’ Spundwand , Brunnen Baugrube
......... Ausgangsgrundwasserstand T L L ]
Kolmati hicht ' Tiefe = 10m
olmationsschic i .
M'=1m o g 0
K' = 1-10%ms’ —r o
S ,=0,000Im" , h,=20m
n,=0,20 !
L)

TI7777777 77777777777 ‘/ VPO IIIeA
le
I 30m . 50m ) 20m >

Abbildung 10.1: Grundwasserleiter mit Brunnen und Baugrube

Simulieren Sie den stationdren Endzustand (Anteil der zeitlichen Funktionalitit soll
kleiner als 0, 001 sein) fiir den Punkt (P(600m,200m))- Ab wann ist mit ihm zu rechnen?

6. Simulieren Sie folgende eindimensionalen Grundwasserstrémungen:
a) Simulieren Sie mittels einer eindimensionalen stationdren Grabenstromung
(sieche Abbildung 10.2) die Lage der freien Oberflache in Abhingigkeit von x und
ermitteln Sie den Abfluss aus dem Oberwasser und den Zufluss zum Unterwasser. Ver-
wenden Sie dabei fiinf Quantisierungselemente.

LLLLLLLLLL e

sy i Alumadis duimadi i B
Tooel k= 1100 mst e e e L —
VO:‘? - . AT i T s
v k,= 610" ms’! . e . o g|E
= A z e ®, B . e, . . . =
= " + - .,‘ :'A —rerr T L. - "
y 2 = 110 -1 =
@ ] k= 110" ms? | g
500m

Abbildung 10.2: Geschichteter Grundwasserleiter mit stationdrem Stromungsregime

b) Simulieren Sie mittels einer eindimensionalen instationidren Grabenstromung
(siche Abbildung 10.3) die Lage der freien Oberflache in Abhingigkeit von x und der
Zeit t.

7. In einem Grundwasserleiter soll ein Tunnel (U-Bahn) parallel zu einem Fluss einge-
baut werden (siehe Abbildung 10.4). Simulieren Sie, zu welchen Grundwasserstands-
dnderungen es fiir den stationiren Fall durch diesen Einbau kommt. Wihlen Sie dazu
ein geeignetes grobes Quantisierungsschema.
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VLI L e

T i 5] =1
k= 110" ms* | : S;=1-10*m, n = 0,15} -
o ¥
v A s me |- et Wl Tl Ve:ISO.=1~10-51?1-1,_‘n=00,25|g, E|E
g [ttt : T e e
& ‘ k= 110" ms® j i-__ISUZI-10'51n‘17nZO,ISIf_A S
500m

Abbildung 10.3: Geschichteter Grundwasserleiter mit instationirem Stromungsregime

L 100m 50m 50m J

0
) T |

Hangzufluss \_

_—>

20m
q=0.001 1s’ m?

Sm
b 3

Abbildung 10.4: Einbau eines Tunnelbauwerkes in einem Grundwasserleiter

8. In einer Flussniederung soll mittels eines Deichbauwerkes entsprechend dem verein-
fachten Schema in Abbildung 10.5 das Poldergebiet vor Hochwasser geschiitzt wer-
den.

a) Ermitteln Sie die Zeit, nach welcher sich ein stationdres Strémungsregime ein-
gestellt hat, wenn das Hochwasser iiber lange Zeit 5m liber Normal steht.

b) Wieviel Wasser flie3t pro Meter Deichlidnge in das Poldergebiet?

Deich: k = 1072, ny = 0,15, Sy = 0,002m™";

Dichtungsmaterial: k = 107°2; ng = 0, 05; Sy = 0,001m "

55m
HW 5m

Dichtung Kerndichtung

|1m‘ 10 m 1,5m | 10 m |
| I | |

Abbildung 10.5: Deichbauwerk mit Kerndichtung
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9. Modellieren Sie mittels des Programmsystems ASM folgenden horizontalen Grund-
wasserleiter, der rechts und links von zwei vollkommen ausgebauten Vorflutern mit
einer Wasserhohe von 50m begrenzt wird. Der Grundwasserleiter besitzt eine Michtig-
keit von 20m, eine Transmissibilitdt von 1" = 0, 01’”?2, einen Speicherkoeffizient von
S = 0,001 und eine Porositit von 0, 1. In der Mitte des Modellgebietes liegt ein Brun-

nen mit einer Forderleistung von V' = 0, 05’%3.

a) Simulieren Sie die Wasserstandsverteilung (Isohypsenplan) nach einer Forder-
zeit des Brunnens von einem Tag.

b) Stellen Sie grafisch die Wasserstandsganglinien am Brunnen und jeweils 200m
entfernt dar (parallel und senkrecht zum Vorfluter).

c) Berechnen Sie die Wasserbilanz fiir das Modellgebiet nach eintigiger Forder-
ung, sowie den Zufluss von dem linken Vorfluter

d) Untersuchen Sie zu dem hydraulischen System der Aufgabe c) den Einfluss der
Orts- und Zeitquantisierungsschrittweiten und den der Losungsverfahren. Stellen Sie
dazu vor allem die Hydroisohypsen nach einem Tag dar und vergleichen Sie diese.
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KAPITEL 11. GRUNDLAGEN

Die Aufgaben dieses Kapitels sind bereits in Kapitel 5.1 besprochen worden. Daher hier nur
der Hinweis dort hin (s.S. 128).
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12.1 Ubertragungsfunktionen

Aufgaben zu 12.1:

1. Berechnen Sie die Absenkungskurve fiir eine Forderleistung von V= 0, 005””‘73 mittels

der Methode der Ubertragungsglieder bei einem Volumenstrom von V = 0, 015’”?3,
wenn ein Pumpversuch folgende Werte lieferte (siehe Tabelle). Stellen Sie das Ergeb-
nis grafisch dar.

Zeit [s] | Absenkung [m)] Zeit [s] | Absenkung [m)]
320 0,63 2185 0,92
426 0,69 2850 0,96
264 0,73 3715 0,99
743 0,77 4839 1,03
976 0,81 6302 1,06
1279 0,85 8202 1,10
1673 0,88 10.000 1,14

(Losung s. S.360)

2. Bestimmen Sie fiir folgende Messreihe, die durch Einspeisung einer Funktion entstan-
den ist, die Ubertragungsfunktion einschlieBlich deren Parameter:

t[min] | 0|1 2 4 8 15

V[m—f”} 00,1101 |01 |01 |01

s [m] 0(0,1]0,08/0,13]0,19 10,25

(Losung s. S. 363)
3. Bei einem Pumpversuch ist fiir einen Grundwasserstandort folgende Abhédngigkeit

zwischen Forderstrom V' und Grundwasserabsenkung s gefunden worden:

Systemanalyse in der Wasserwirtschaft Peter-Wolfgang Griber
Aufgaben und Losungen



12.1. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN

V[W—S] 0 |0,05]0,05|0,05]|0,05]|0,05|0,05]0,05]0,05
sfem] |0 |0 |3 |8 |20 |30 |35 |37 |38
tfmin] | ~1]0 |1 |2 |4 |10 |20 |40 |100

Berechnen Sie den Verlauf der Absenkung bei einer Forderrate von V=0 15”"‘73. Ver-
wenden Sie dazu die Methode der Ubertragungsfunktionen. Stellen Sie die Messwerte
und die Berechnungsergebnisse grafisch dar.

(Losung s.S. 367)

. Bei einem Giitepumpversuch wurden fiir zwei unterschiedliche Standorte P1 und P2,
die sich in einer Entfernung vom Infiltrationsbrunnen von r; = 350m und r5 = 1000m
befinden, nachfolgende Konzentrationswerte C' des eingebrachten Tracers gemessen.

In den Infiltrationsbrunnen wird eine dauerhafte Konzentration von Cg ) = 10%
beigegeben.
6[107s] | Cr1 [3%5] | Cro [5]
0,51 2,4 2.4
1,0 | 2,7 2,7
1,5 | 3,05 3,04
2,01 3,55 3,32
2,5 | 4,80 3,97
3,0 | 6,50 3,81
3,5 7,95 4,01
4,0 | 8,70 4,20
4,519,10 4,37
5,019,20 4,53
9,9 19,25 4,67
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Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen fiir diese Systeme.

konzentrierte NaCl-Losung 5men lang in den Boden infiltriert.
Berechnen Sie den Verlauf einer moglichen Schadstoffausbreitung, wenn durch eine

. Bei einem Tracerversuch wird an dem Brunnen 1 eine Stoffkonzentration von 50kg

Havarie 1000kg Losung in den Boden gelangt wiren. Stellen Sie die Messwerte und
die prognostizierten Wertegrafisch dar.

t [min] || 24

30

35

40

42

50

60

70

80

90 | 100 | 120

2,0

7.0

9,7

9,8

7.5

5,0

3,9

1,5

0,5/0,3(0

(Losung s. S. 374)

6. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstinde gemessen:

356

Der Grundwasserleiter hat folgende Parameter:

t [min] | s[em] \% [m—g}
0] 16,00 0
15| 15,25 0,015
30 | 15,12 0,015
45 | 15,07 0,015
60 | 15,01 0,015
75 | 14,96 0,015
90 | 14,95 0,015
105 | 14,94 0,015
120 | 14,94 0,015
135 | 14,938 0,015

hy, = 16m, M = 10m, k = 0,001, Sp = 0,0001, ng = 0,20
Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis

zum Beobachtungszeitpunkt von ¢ = 135min auf.

(Losung s. S. 377)
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7. Prognostizieren Sie den Temperaturverlauf in einer Uferfiltratsfassung 0, , unter Ver-
wendung des Faltungsintegrals, wenn fiir den Fluss d7; und fiir die Fassung dp, 4 fol-
gende Messwerte bekannt sind:

551 [°C) | 6Fay [°C] | Orap [°C] | Zeit [d]
14,2 8,5 0
16,0 10,0 15
17,7 11,4 30
19,4 14,0 45
17,2 14,1 60
16,0 14,7 75
17,6 15,4 90
18,6 15,8 105
14,8 15,6 120
12,0 14,9 135
13,7 14,1 150
a. Berechnen Sie den Temperaturverlauf ab dem sechsten Zeitschritt unter Ver-
wendung von jeweils drei Gleichungen des Faltungsintegrals.
b. Vergleichen Sie die berechneten Temperaturen in der Fassung mit den gemes-

senen und korrigieren Sie die Gewichtsfunktionsanteile unter Beriicksichtigung der
gemessenen Werte.

(Losung s. S.379)

8. Bei einem Siulen-Durchlaufversuch wurde folgende Impulsantwortfunktion auf einen
Konzentrationsstof eines Schadstoffes von 30mg /[ gemessen (siche Abbildung 12.1).

a. Bestimmen Sie zu diesen Messwerten die Gewichtsfunktion und die Ubertrag-
ungsfunktion.
b. Prognostizieren Sie die Konzentration nach 160min, wenn die Eingangskon-

zentration folgenden zeitlichen Verlauf hat:
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12

11

10

A

L~

w
mas 3
L

Konzentration in mgl”’

=

L 2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Zeit in min

Abbildung 12.1: Impulsantwort eines Sdulen-Durchlaufversuches

t [min)] 012040 |60 | 80| 100 | 120 | 140

C[%2] |30 | 50 |80 |60 | 100 | 50 | 10| O

(Losung s. S. 12.1)

9. In einem Grundwasserbeobachtungsrohr wurden nachfolgende Konzentrationen infol-
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ge eines Tracerversuches gemessen. Bei dem Tracerversuch wurden 50k g konzentrier-
te NaCl-Losung innerhalb von 5 Stunden infiltriert.

a. Berechnen Sie den Verlauf des Gesamtsalztransportes im Pegelrohr, wenn fol-
gende Einzelmesswerte gewonnen wurden.
b. Stellen Sie die Messkurve und die berechnete Funktion grafisch dar.

t [d] 0/1124]5 719

Croct [2] |0 0|1]2]1,5[1]0

c. Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsfunktion die zu erwarten-
de Durchbruchskurve und stellen Sie sie grafisch dar, wenn mit einer Infiltration von
100kg innerhalb von 2, 5 Stunden gearbeitet wurde.



12.1. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN

10. Bei einem Pumpversuch wurden folgende Grundwasserstiinde gemessen.
(sieche Abbildung 12.2)
a. Berechnen Sie das Wasserdefizit (Volumen) des Absenkungstrichters, wenn der
Grundwasserleiter folgende Kennwerte besitzt.
h, = 16m, M = 10m, k = 0,001m - s71, Sy = 0,0001m =1, ng = 0,20
b. Berechnen Sie mittels der Methode der Ubertragungsglieder und dem unter a)
gefundenen Wert fiir den Volumenstrom V' die Absenkungskurve fiir eine Forderleist-
ung von 0, 005m3 - s~ 1,
Stellen Sie fiir dieses Modell die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals bis
zum Beobachtungszeitpunkt von ¢ = 1d auf.

15.4

152 1

15,0 1

14.8 -

14,6 1

Wasserstand in m

14,4 -

14,2 E ; ; E E ; E ;
0 2 4 6 8 0 12 14 16 18

Radius in m

Abbildung 12.2: Grundwasserstand in Abhéngigkeit vom Radius
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Losungen:
e zu Aufgabe 1 (s. S.354)

Der zeitliche Verlauf des Grundwasserstandes kann durch ein Verzogerungsverhalten 1. Ord-

nung angendhert werden:
to=K -z, - (1—eT)

Dieses Ubertragungsverhalten ergibt sich aus der Losung der Differentialgleichung

dz,
dt

T- +x, = f()

unter der Besonderheit, dass f(¢) eine Sprungfunktion mit der Sprunghthe z. ist (siche Ab-
schnitt Analytische Methoden, Differentialgleichungen erster Ordnung, z. B. Aufgabe 4, Sei-
te 152 und GRABER, LB Systemanalyse, Abschnitt Analytische Methoden, Differentialglei-
chungen erster Ordnung) ergibt sich:

5:K~V- <1—€_%>
St—oo = Smax
St—oo = 1,14m

3

V =0,015"%
S

x(lOO Smax
K = — =

Teoo Vv
_1,14m
~0,015m3

K =762
m

Die Zeitkonstante 7" wird aus dem Diagramm in Abbildung 12.3 abgelesen.
Fir den Zeitpunkt ¢ = 7" und unter Beachtung von K = == gilt z.B.:

. t
5—K-V~<1—67)

: t
Spep =K -V - (1—€'T)
= Smax * (1 - 671)

St=T = Smax ° 07 632
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Absenkung in m

040 —
020 +
00 —4—+—+—+—++—+—+—+— 4+
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Zeitins

Abbildung 12.3: Bestimmung der Zeitkonstanten T aus dem Absenkungsverlauf

D.h. wenn die Absenkung den Wert s = 0, 632s,,,, erreicht hat, ist eine Zeit ¢t = T" vergan-
gen. Fiir diese Aufgabenstellung erhilt man:

Si—1 = 0,6328,4. = 0,72m

Aus dem Diagramm kann ein Wert von T' = 9 min abgelesen werden. Damit ergibt sich die

Losung der Aufgabenstellung fiir eine Forderleistung von V' = 0, 005”173 zu:

: S __t
S:V0’76ﬁ(1_6 9mm)
3 t
= 0,005 - 0,76 (1 — ¢~ 9min )
S m

t
s =0,38m(1 — e 9min)
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Somin =0,38m- (1 —¢e?) | =0,000m
Stmin || =0,38m - (1 —e73) | =0,040m
Somin || =0,38m-(1—e75) | =0,076m
Stmin || =0,38m - (1 —e73) | =0,136m
Somin =0,38m-(1—e) | =0,240m
Sigmin | = 0,38m - (1 —e72) | =0,329m
Sotmin | = 0,38m - (1 —e™3) | =0,361m
S36min | = 0,38m - (1 —e ) | =0,373m
Stomin | = 0,38m - (1 —e™8) | =0,380m
S1aamin | = 0,38m - (1 —e716) | =0,380m

Die Werte dieser Tabelle sind in Abbildung 12.4 grafisch dargestellt.
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e zu Aufgabe 2 (s. S. 354)

8= 0,15
g
£+ 010 * 4 # S
g
o g
g 0,05
-5 ]
Q
= 0 ‘ i | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Zeitin min
Abbildung 12.5: Eingangssignal V = 0, Im3s~!
0,982 5. e
0,950, ] e
08655, /
0,20 T
0,699 8,1
0,632 Syl /
g 015
k= 1
=
3
=
= JioT
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Abbildung 12.6: Bestimmung der Zeitkonstante

Ubertragungsverhalten

Bei dem vorliegenden System, dessen Sprungantwortsignal in Abbildung 12.6 dargestellt ist,
handelt es sich offensichtlich um ein Ubertragungsverhalten mit Verzégerung 1. Ordnung,
ein so genanntes PT,-Glied. Dabei muss beachtet werden, dass das Sprungsignal erst zum
Zeitpunkt 1msin beginnt. Die vorliegende Absenkung von 1cm nach einer Sekunde ist dabei
Messfehlern zuzuordnen, da beim Anspringen der Pumpe noch keine Absenkung vorhanden
sein kann. Damit miissen auch die Parameter der Ubertragungsfunktion auf diesen Zeitpunkt
bezogen werden, d.h. es wird eine neue Zeitachse definiert, die gegeniiber der Originalachse
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genau um der Laufzeit ¢;, = 1main verschoben ist:

xa:K-xe-(l—e_Til) bzw.
K
Gpy=——
P~ 1+ pTy)

s:K-V-(l—e_Til)

Parameter:
Ermittlung von K:

St=c0 = K- ‘/;‘/:oo : (1 - 6_%)

St=c0 = K- ‘/;‘/:oo

St=c0

Vieoo
~0,25m - s
o 0,1m3

K =

s
K=25—
m
Die Bestimmung von T; ist nach drei Varianten moglich:

Variante 1
= bei t =T gilt:
T

StZTl = K : ‘/;,ZT1 : (1 - B_Tl>

= K Vi_p, - 0,632

Unter Beachtung, dass das Sprungsignal iiber alle Zeiten 7" den gleichen Wert besitzt (Def.

des Sprungsignals), kann gesetzt werden:

K- ‘/t;Tl =K- V;f:oo = St=c0

Damit erhilt man:

St=T1 = St=c0 * 0, 632
=0,25m - 0,632

Si=r, = 0,158m
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12.1. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN

Aus dem Diagramm lésst sich ablesen:

=t =T, =5,6min— Inin

Ty = 4,6min

Variante 2
= aus dem Anstieg im Null-Punkt:

S, —S,_. .
tan 5t/70 — t 70 t/flmzn
tO - tlmin
~0,08m
~ 1min
m
tan 5t’:0 = O, 08—
mn

Der Schnittpunkt der Tangente (Sekante) mit der Asymptote ist:

StTangente = tano - T
StTangente = St=c0

Daraus folgt:

. St=c0
' tano
~0,25m - min
~0,08m
Ty = 3,125min

Der Unterschied zwischen der ersten und der zweiten Berechnung resultiert daraus, dass
Messfehler sich besonders stark in der Anfangsphase des Pumpversuchs auswirken. Weiter-
hin wurde statt der geforderten Tangente die Sekante benutzt.

Variante 3

Hier wird das Verfahren der Variante 1 auf das ganzzahlige Vielfache der Zeitkonstanten
ausgedehnt. Setzt man in der Ubergangsfunktion dieWertet=1-11;1,2-T1;2-T1;3- T}
und 4 - T} ein, so ergibt sich folgende Tabelle:
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1 1,2 2 3 4

NI

a 0,632 | 0,699 | 0,865 | 0,950 | 0,982

Taoco

Se—nr = 0,25m-2 | 0,158 | 0,175 | 0,216 | 0,238 | 0,246

(o]

t,, [min] 4,6 6,2 |98 [12,2 |13,4
T =% [min] 46 |52 |49 |41 3,35
Mittelwert T [min] 4,5

Dieses Verfahren ermdoglicht die Eliminierung statistischer Messfehler. Die Abweichung
der Zeitkonstanten bei steigender Zeit liegt u.a. an der fehlerhaften Ermittlung des asym-
ptotischen Endwertes s,... Auch liegen fiir den Bereich zwischen 8min und 15min keine
Messwerte vor. Es sind dort nur die linear interpolierten Werte benutzt worden.

Das Ubergangsverhalten dieses Pumpversuchs hat damit folgendes Aussehen:

s : __t
St —_= 2’ 5@ . V. (1 — e 4,6min>
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e zu Aufgabe 3 (s. S. 354)

Der erste Schritt bei der Bestimmung von Ubertragungsfunktionen ist die grafische Darstel-
lung der Messwerte.

Es handelt sich hier um zwei Ubertragungsfunktionen (Wirkungen), welche die gleiche Ur-
sache haben. Man sollte sie zur besseren Ubersicht in getrennten Diagrammen behandeln.
Bestimmung der Konzentration .,

10

3 ] /"”/'—_0__.
8
| e

C, ingm*

2

0 1 2 3 4 5 6

Lin 10 s

Abbildung 12.7: Konzentrationsverlauf C}.q

Aus der Abbildung 12.7 sieht man deutlich, dass es sich um ein Ubertragungsverhalten mit
Verzogerung zweiter Ordnung handelt. Da der Vorgang nicht mit einer Konzentration von
Co = O% beginnt, muss man, bevor die charakteristischen Werte eingetragen werden, eine
Koordinatentransformation durchfiihren. Der Wert von 0, 5s muss als Laufzeit 7}, abgezogen
werden. Aus der Abbildung 12.8 lassen sich alle charakteristischen Werte ablesen:

Laufzeit: Ty, 0,5-107s
Verzugszeit: T, 1,3-107s
Wendepunktzeit: T, 2,4-107s
Anlaufzeit: T, 2-107s

Tu T =Cy=4,2-%
Wendepunktkonz.: | Cay | (5,6-% —2,49%;) =3,2-%
Konz. fiir t = oo Coo | 6,8-%
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C, ingm?

Abbildung 12.8: Konzentrationsverlauf mit ausgewihlten Punkten zur Parameterbestim-

Die Konzentration am Wendepunkt ergibt sich aus der gemessenen Konzentration, vermin-
dert um die "Ruhekonzentration” bei der Laufzeit 7},. Dies entspricht der Verschiebung des
Koordinatensystems um die "Ruhekonzentration”. Auflerdem wurde eine Verschiebung des

10 1

mung

Koordinatensystems um die Totzeit 77, vorgenommen.

Mit diesen Werten lisst sich unterscheiden, ob es sich um ein Ubertragungsverhalten nach
Modell I oder II handelt. Dazu werden die normierten Werte h,yy und 7, berechnet und mit

den Werten der Tabelle nach SREJC in Vergleich gesetzt:
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Modelltyp nach STREIC || e P
I <0,264 | < 0,104
1 > 0,264 | > 0,104

haw —%agzijzi: 0,47 | > 0,264

T —gfgfo_;‘jzi: 0,62 | > 0,104

TW
’ 4
Caw
Wendepunkt

TL TV Ta
0 1 2 3 4 5

Tauu )

/ tin 107 g
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Damit handelt es sich hier um ein Ubertragungsverhalten nach Modell II, d.h. mit gleichen

Zeitkonstanten:
G(p) fer fiir Modelltyp 11
p)=—"— iir Modelltyp
(1 —pr)m
n |l — Zaw Tw | Ty To
10 0 0 0 1

20,104 10,264 | 1 0,282 | 2,718

310,218 | 0,323 | 2 0,805 | 3,695

40,319 {0,352 | 3 1,425 | 4,463

51 0,410 | 0,371 | 4 2,100 | 5,119

610,493 10,384 | 5 2,811 | 5,699

710,570 {0,394 | 6 3,549 | 6,226

810,642 | 0,401 | 7 4,307 | 6,711

Wenn man in oben aufgefiihrter Tabelle 3, KenngroBenbestimmung fiir Modelltyp 11, die

Werte fiir Z“W und ;™-vergleicht, so erkennt man, dass es sich hier um eine Ubergangs-
aoco aoo

funktion mit n = 8 gleichen Zeitkonstanten handelt.

AN

To=Tc - K-|1—e T bzw.

A
Cln=Ch, - K-[1-e 7
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Berechnung der Zeitkonstanten 7

Dazu gibt es, entsprechend den unterschiedlichen charakteristischen Werten, drei Methoden:

Gleichung | Messwert [107s] | Zeitkonstante 7 [107s]
Iw =7 2,40 0,34

-
Ty
M~ 4,307 | 1,30 0,30

-
1,
— =6,711 || 2,00 0,30

-
Mittelwert 0,31

Die Konstante K wird, wie bereits mehrfach durchgefiihrt, aus dem Wert C';_, berechnet.

Crl t=00 67 8%
K= Jrbi=ee 2 omd ) 68
0.t 1045 '

oder man setzt die Gleichung direkt in die Ubergangsfunktion ein und beriicksichtigt, dass
fiir das Sprungsignal gilt: Cp ;= = Co

In der endgiiltigen Gleichung muss die eingangs durchgefiihrte Koordinatentransformation
beziiglich der Zeitachse um den Betrag der Laufzeit 7}, wieder riicktransformiert werden:
t=tr+171

Auch fiir die Konzentrationswerte muss die eingefiihrte Koordinatentransformation riick-
gingig gemacht werden: C.; = C}1/ + Cgrund

Damit erhiilt man die Ubergangsfunktion, mit deren Hilfe sich das Zeitverhalten der Kon-
zentration C); am Punkt P, fiir beliebige Eingangskonzentrationen berechnen lésst:

CGrund 0 <t< TL
Crl -

, =1\ B
M=ot (1—€ 7 + Cerund t =1y

bzw. mit konkreten Zahlenwerten:

2,4-% 0<t<0,5-107s
Crlz

12051075\ ®
6,852 - (1 — e 03LI07s ) +2,4-% t>0,5-107s ~ 58
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12.1. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN

Nach dieser ermittelten Ubergangsfunktion kann eine Uberpriifung der angepassten Kurve
durchgefiihrt werden (siehe Abbildung 12.9).
Dabei zeigt sich, dass fiir eine brauchbare Anpassung der berechneten Funktionswerte an

10 1 W -

9

g ;i

7

61 Caw —¢— (, ingm?
by —— 7= =
& 54 Wendepunkt TH1E3 8
g —4—T=0.85 n=10
SR

3

2 /

1 TL Tu Ta

0 7 t + t t

5
Tau b 1 2 3 4 6
tin 107 s

Abbildung 12.9: Konzentrationsverlauf C'.; mit Bestimmung der Parameter

die gemessenen der Parameter 7" auf einen hoheren Wert gesetzt werden muss (siehe Reihe 2,
T = 0, 85). Eine weitere Verbesserung der Anpassung erreicht man, wenn auch der Exponent
erhoht wird (siehe Reihe 3, 7' = 0,85, n = 10). Bestimmung der Konzentration C,, Die
Auswertung der Messwerte des zweiten Messpunktes erfolgt in analoger Weise.
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372

C,ingm3

e

Wendepunkt

y tin 107s

Abbildung 12.10: Konzentrationsverlauf C'.» und Parameterbestimmung

Laufzeit: T, 10,5-107s
Verzugszeit: T, 10,3-107s
Wendepunktzeit: T, |1,975-107s
Anlaufzeit: T, |4,55-107s

Hintergrundkonzentration | C; | 2,4-%

Wendepunktkonzentration: | C,y | 1,1-%

Konzentration fiir { = co Coo | 2,3-%
Konzentration fiir t = 0 : Cp |2,4%
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Aus dem Diagramm (siehe Abbildung 12.10) lassen sich alle charakteristischen Werte able-
sen. Dabei ist zu beachten, dass eine Verschiebung des Koordinatensystems um die Laufzeit
T, und die Hintergrundkonzentration C';, (=Konzentration, die unabhéngig vom betrachteten
Prozess stiandig vorhanden ist) erfolgen muss.

Mit diesen Werten lédsst sich nach STREJC (siehe Tabelle, Seite 368 ) unterscheiden, ob es
sich um das Modell I oder II handelt. Dazu werden die normierten Werte A,y berechnet und
mit den Tabellenwerten verglichen:

CaW
how =
V=

6.¢)
L1
2,35

haw = 0,478 > 0,264

Damit handelt es hier um ein Ubertragungsverhalten nach Modell II, d.h. mit gleichen Zeit-
konstanten.

Wenn man in Tabelle II die Werte fiir A,y vergleicht, so erkennt man, dass es sich um eine
Ubergangsfunktion mit n = 8 gleichen Zeitkonstanten handelt.

Berechnung von 7 :

Gleichung | Messwert [107s]| | Zeitkonstante 7 [107s]
Ty —7 1,98 0,28
% =4,307 || 0,30 0,07
% =6,711 | 4,55 0,68
Mittelwert 0,34

Man sieht hier, dass die berechneten Werte fiir ¢ sehr stark streuen. Das deutet darauf hin, dass
die angesetzte Ubergangsfunktion wenig geeignet ist, diesen Vorgang anzuniihern. Wahr-
scheinlich ist es sinnvoller, die Niherung durch eine Ubergangsfunktion 1. Ordnung nachzu-
bilden. Eine weitere Fehlerquelle besteht darin, dass die Messwerte nicht bis zum stationédren
Endzustand aufgenommen wurden, d.h. der Versuch wurde zu zeitig abgebrochen. Dies er-
kennt man daran, dass die Kurve noch nicht das typisch asymptotische Verhalten bei groflen
Zeiten zeigt.
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e zu Aufgabe 5 (s. S. 354)

Der erste Schritt bei der Bestimmung von Ubertragungsfunktionen ist die grafische Darstel-
lung der Messwerte: (siche Abbildung 12.11) Man sieht hier die Antwortfunktion auf eine

12 T

10

C in mgl”
[=p}

2

0 20 40 60 30 100 120 140

t in min

Abbildung 12.11: Impulsantwort eines Sdulen-Durchlaufversuches

Impulsanregung, die in der Aufgabenstellung auch angedeutet war.
Die Ubergangsfunktion fiir ein solches System lautet:

Ty = X - K - (1—6_%’> bzw.

C/rl = 6,75 - K- (1 — 6_%>

Auch hier gilt es, aus der grafischen Darstellung die unbekannten Groen 7' und n zu be-
stimmen (siehe Abbildung 12.12). Aus diesem Diagramm lassen sich folgende Werte able-
sen, wobei beachtet werden muss, dass hier eine Koordinatentransformation um den Wert
der Laufzeit von 77, = 24min erfolgen muss:

maximale Konzentration: Cirmy | 9,852
Zeitpunkt der maximalen Konzentration: | T'm 18min
Halbierte Zeitspanne: Lo 9min

Konzentration bei : 12 Cizmy | 4,972
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12 F

C(Tm)
10 §

| crmv2)

Cin mg’!
L)

t in min ¢

Abbildung 12.12: Auswertung der Impulsantwort

Aus dem Verhiltnis von
Cirm) 9, 8—"}9

— L =20

C( Tm ) 4, 9_9

2

und der Tabelle 3, Seite 369 ergibt sich, dass n zwischen 4 und 5 liegen muss. Daraus resul-
tiert auch die Berechnung der Zeitkonstanten 7 und der Konstanten K

T, T - Cirm)

omo| o | 2 Tm) K
T A-K
4] 3 16| 024 |1,05-10°

5 4 14,5 0,196 9,001077

Tm = 18min

mg

Clrmy = 9,8=

A = 50kg - bmin
Die GroBe A ist der Energie- bzw. Masseinhalt des realen Impulses, der eingewirkt hat. Dies

entspricht der Gesamtmenge des eingebrachten Tracers.
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Damit lautet die Ubergangsfunktion unter Beriicksichtigung der Koordinatenriicktransfor-
mation:

0 0<t<Ty
C =
t—T

CO-K~<1—6—TL) T, <t
bzw. mit Zahlenwerten fiir das Modell n = 4:

0 0<t<24min
C =

t— min 4
50kg - 1,05 - 1076724 . (1 _ o ) 24 min < ¢
bzw. fiir das Modell mit n = 5:

0 0 <t < 24min
C =

t— min 4
50kg - 0,9 107012 . (1 _ o T ) 24min < ¢
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e zu Aufgabe 6 (s. S. 354)

Ausgangspunkt fiir den Ansatz des Faltungsintegrals ist die zeitliche Grundwasserstands-
kurve am Punkt PP mit z, = 105,00m und y,, = 100m. (siche Abbildung 12.13). Als Ein-
gangsfunktion wird die Forderrate der Pumpe angesetzt, die konstant 0, 015””‘73 betragen soll.
Das Abtastzeitintervall ergibt sich daraus, dass laut Aufgabenstellung die ersten vier Glei-
chungen aufgestellt werden sollen. Daraus folgt, dass sieben Zeitintervalle (x.; bis z.7) zu
beriicksichtigen sind.

At=T
o tmax
-8
B 120min
8
At = 15min

Die ersten vier Gleichungen des Faltungsintegrals lauten:
allgemein:

Lan = T(gnxen73 + gnflxenf2 + gnf2xen71 + gnf?rxen)

speziell:
hy = T(94V1 + 93V2 + 92‘@ + gﬂﬁ)
hs = T(94V2 + 93V3 + 92‘4 + 91%)
he = T(94V3 + 93V4 + 92% + 91%)

hy =T(gaVa+ g3V5 + g2V + 91V7)

mit 7' = 15min, Vlbis Vi =0, 0157”73, hy = 14,96m, hs = 14,95m, he = 14,945m und
h7z = 14, 94m kann das Gleichungssystem gelost und hg prognostiziert werden.
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378

Forderleistung/(m3/s)

Grundwasserstand/cm

Pumpenleistung
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Abbildung 12.13: Antwortsignal eines Pumpversuches
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e zu Aufgabe 7 (s. S.354)

Der Temperaturverlauf des Flusses 0 und des Grundwassers an der Fassung 6, 4 hat die
Messwerte:

51 [°C) | 8rag [°C) | 6rap [°C) | Zeit[d]
14,2 8,5 0
16,0 10,0 15
17,7 11,4 30
19,4 14,0 45
17,2 14,1 60
16,0 14,7 75
17,6 15,4 90
18,6 15,8 105
14,8 15,6 120
12,0 14,9 135
13,7 14,1 150

Damit ergibt sich der in Abbildung 12.14 dargestellte Verlauf.

Entsprechend der Bildung der Gleichungen zur Bestimmung der Ubergangsfunktion g(t)
konnen nachfolgende Gleichungen aufgestellt werden. Laut Aufgabenstellung sind nur drei
Gleichungen mit drei Unbekannten gy, g, und g3 aufzustellen und zu 16sen:

Allgemein gllt LTan = T(gnxen—2 + In—-1Ten—1 + gn—2xen)

oder in konkreter Form:  dga, = T(9n0rin—2 + gn-10Fin-1 + gn—20£mn)
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Mit dem vorgegebenen Abtastintervall von 7' = 15d ergibt sich speziell:

11,4 = 15d(gs - 14,2 + ¢»16,0 + g - 17,7)

14,0 = 15d(gs - 16,0 + ¢217,7 + ¢y - 19, 4)

14,1 = 15d(gs - 17,7 4 ¢219,4 4 g1 - 17,2)

Temperaturverlauf
20 +

o
£ 151 .-
- L &
2 ]
s
a L
£ 10+
2 — - & -~ Fluss

] —#— Fassung

5 f T f f } i | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Zeitind

Abbildung 12.14: Temperaturverlauf des Fluss- und des Grundwassers in der Fassung

Dieses Gleichungssystem mit drei Unbekannten kann z. B. mit den Methoden der Determi-
nantenrechnung bestimmt werden:

213,0 240,0 265,0 s 11,4
240,0 265,5 291,0 || ¢ | =] 14,0
265,5 291,0 258,0 7 14,1

Man erhilt folgende Werte:

93=0,330  go=-0,291 ¢, = 0,034

Werden diese Werte in die Prognosegleichung eingesetzt, so erhélt man:
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prognostiziert: 0pes = 15d - (g3 - 19,4+ g217,2+ g1 - 16,0)
= 13,4°C

gemessen: Oras = 14,7°C

Die schlechte Ubereinstimmung zwischen Prognose und Messung riihrt hier von dem sehr

kurzen Beobachtungszeitraum her (nur drei Zeitintervalle).

Bei Erweiterung des Beobachtungszeitraumes auf 5 Zeitpunkte ergeben sich folgende Werte:

g5 = 0,087 g4 = 0,008 g3 = —0,032 g2 = 0,039
Fiir die Prognoserechnung ergibt sich:
prognostiziert: dpes = 15d - (g5 - 16,0+ g4 - 17,7
+g5-19,4 + g217,2 + g1 - 16, 0)
=13,4°C

gemessen: Orag = 14,7°C

213,0 240,0 265,5 291,0 258,0 s
240,0 265,5 291,0 258,0 240,0 0
265,5 291,0 258,0 240,0 264,0 || g5 | =
291,0 258,0 240,0 264,0 279,0 9
258,0 240,0 264,0 279,0 222.0 o

8,5
10,0
11,4

14,0

14,1

g1 = —0,058
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e zu Aufgabe 8 (s. S.354)

a. Aus der Theorie der Ubertragungsglieder ist bekannt, dass in Fillen der Impulsantwort-
funktionen folgende Ubertragungsfunktion gilt:
KerTt
Gp) = —
(p) (14 pr)»
Die unbekannten Parameter 77, t und n sind aus der Messwertkurve zu bestimmen.
Entsprechend dem gegebenen Diagramm (siehe Abbildung 12.15) gilt:

12 o+
xamax ]
11 ]
10 }
o]
- 8
=) ]
§ 6
= le’l'm-"Z |
£
E]) ]
g 4
nd ]
2
1]

0 $—o . . . . .

10 20 0 40 S0 60 70 80 90 100 110 120 130

' TL m/2 Tm Zeit in min

Abbildung 12.15: Impulsantwort mit Parameterbestimmung

Hieraus lassen sich folgende Werte ablesen:

T = 29min To(Thn) = 11,972

T,, = 18min zo(12) = 5,804

Aus diesen Werten erhilt man das Verhéltnis von:
zo(Tm) 11,972

xa(%”) N 5,874 N
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Aus der Tabelle fiir Systeme n-ter Ordnung

zq(Tm) T | Txo(Tm)
zo (%) " A-K

1,785 41 3 10,224

2,165 5| 4 10,196

findet man unter der Anpassung auf ganzzahlige n, dass n zwischen 4 und 5 liegt.

Da der Wert des Verhiltnisses % nidher an 2, 165 liegt, wird n = 5 angenommen. Damit
a5+ '
ergibt sich fiir die Zeitkonstante ein Verhéltnis von TTT“ =4bzw.t = % =4,5.

Die Ubertragungskonstante K wird aus der letzten Spalte obiger Tabelle gewonnen, wobei
beriicksichtigt wird, dass A die Impulsfliche darstellt und hier mit 307 (oder 307 -1min)
angenommen wird:

T2(T'm)
0,196 = ————
’ A-K
K= T,(T'm)
A-0,196
4, 5mun - 11,9mg -
B 30mg - 1
K =9, 11min
Damit lautet die Ubertragungsfunktion:
Ke™#t 9, 11min - e P29min

G(p) = (14+pr)» (1 +p-4,5min)’

Zur Erzeugung der Gewichtsfunktion kann man entweder die Gleichung benutzen oder die
Ubertragungsfunktion mittels der LAPLACEschen Riicktransformation in die Zeitebene brin-

gen.
Fiir die Gewichtsfunktion erhilt man den Ausdruck:
. n—1 . ; 14 t[min]
rot) = A K t eif _ 30myg 9,}1lgnmt [min] o~ Timii
T (n — 1)' (47 5mzn) [ 4]
30mg-9,11¢* __t
= T T 270s
4,55 4!
bzw. als normierte GroB3e ohne Beriicksichtigung der Laufzeit:
9,11¢4 -
g( ) 47 55 Ee $
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KAPITEL 12. MODELLBESTIMMUNG AN HAND VON KENNGROSSEN

bzw. mit Beriicksichtigung der Laufzeit:

o 9, 11 (t — TL)4 =T

= ~ 270s
W= m °
t) 9,11 (t — 29min)* - L=20min
= e S
g 455 41

b. Die Prognose des Wertes fiir 160min ergibt sich entsprechend des quantisierten Faltungs-
integrals zu:

Clroomin = At(g1%es + Goer + G3Te6 + GaTes + G5Tes + G6Tes + GrTez + gsTer)

At ist entsprechend den gegebenen Werten zu 20min zu setzen.

Die Werte fiir die Gewichtsfunktion erhilt man aus der Aufgabenstellung, bzw. aus der
Losung von a). Die Kurve der Aufgabenstellung ist eine Antwort auf ein impulsformiges
Eingangssignal, d.h. diese Antwort entspricht, bis auf einen Normierungsfaktor und eine
Zeitverschiebung um eventuelle Laufzeiten, der Gewichtsfunktion. Wenn man die Kurve der
Aufgabenstellung zugrunde legt, muss man beachten, dass die Werte der Kurve an den ein-
zelnen Zeitstiitzstellen noch durch die Impulsfliche A (hier 30%) dividiert werden miissen.
Bei Verwendung des analytischen Ausdrucks fiir g(¢) konnen diese direkt eingesetzt werden.
Man erhilt also aus der Kurve der Aufgabenstellung unter Beachtung einer Normierung fol-
gende Gewichtsfunktionsanteile g(t):

g(r) | 0] 00,270|0,230 | 0,083 | 0,033 | 0,003 | 0

Die aktuelle Eingangskonzentration, fiir die eine Prognose aufgestellt werden soll, hat laut
Aufgabenstellung folgenden zeitlichen Verlauf:

Zeit [min] (t,) | 0]20|40 |60 | 80| 100 | 120 | 140

Index 11 2 3] 4 5 6 7 8

C, [%¢] 30 | 50 [ 80 [ 60 | 100 | 50 | 10| O

Entsprechend den Vorschriften zur Faltungsoperation ergibt sich die Prognose zu:

Ci60min = At(g1Tes + G2Zer + G3%Te6 + JaZes + J5Tea + J6Tes + grez + ser)
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12.1. UBERTRAGUNGSFUNKTIONEN

In dieser Gleichung sieht man, dass die Indizes von Gewichts- und von Eingangsfunktion

eine entgegengesetzte Laufrichtung aufweisen. Der Impuls (Anteil der Eingangsfunktion),
der am dltesten” ist (Index 1, ze(t;) = C}), wird deshalb mit dem letzten” Gewichtsfunk-

tionsanteil (Index 8, gs) multipliziert.

Zur besseren rechnerischen Behandlung werden deshalb die Eingangswerte riicklaufig no-

tiert:

T 112 3 4 5 6 7 3
g (7) 0] 010,27 10,23]0,083|0,033]0,003]| 0
X (8 —7+1) 0 |10 | 50 | 100 60 80 20 |30
g(7) %x.(8—7+1)|| 0| 0 |13,5| 23 | 4,98 | 2,64 | 0,15 | O

Damit ergibt sich der zu prognostizierende Wert von C'gomin als Summe der letzten Zeile,

multipliziert mit At = 20min, zu Cieomin = 44, 2777,
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