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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Problem:

Durch Messung sind einige Messwerte (abhidngige Variable) in Abhéngigkeit von unabhéngigen Vari-
bablen im ein-, zwei-, drei- oder vierdimensionalen Raum, der im Allgemeinen durch die drei Raum-
koordinaten (je nach Koordinatensystem z.B. ., , Yy, 2, oder ry,, oy, 2, oder 75, oy, U, (siche Kapitel
2 Vektorrechnung, Seite 47)) und die Zeit ¢,, gebildet wird, bekannt. Man hat in diesem Fall diskon-
tinuierliche Wertetabellen. Fiir den eindimensionalen Fall gilt z. B.:

Unabhéngige | Abhéngige
Variable Variable

T Yo = [ (x0)

T 1= f (1)

Tn Yn = f (frn)

Die Stellen zg, x1, ..., £, werden als so genannte Stiitzstellen bezeichnet, die yg, y1, ..., y, als
Stiitzwerte.

Werden Funktionswerte gesucht, deren unabhéngige Variable innerhalb des Bereiches (xg, x,,) liegen,
spricht man von Interpolation. Sollen dagegen Funktionswerte fiir unabhéngige Variable auflerhalb
des Bereiches (zg, ;) gesucht werden, wird dies Extrapolation genannt. Durch die Interpolation
bzw. Extrapolation wird eine kontinuierliche Ersatzfunktion w = p(x) gesucht, die die Original-
funktion y, = f (z,,) moglichst genau widerspiegelt (siche Abbildung 3.1). Dabei ist immer davon
auszugehen, dass die Ersatzfunktion nur an den Stiitzstellen mit der Originalfunktion tibereinstimmt.
Fiir den dazwischen liegenden Raum hingt die Genauigkeit, d.h. die Ubereinstimmung der beiden
Funktionen, von der Anzahl und der Verteilung der Stiitzstellen ab. Entsprechend dem Abtasttheo-
rem nimmt der Quantisierungsfehler proportional zum Anstieg der Funktion zu.

Beachte:

Kein Interpolationsalgorithmus kann als Ersatz fiir eine Vergroerung der Messwertdichte benutzt
werden. Mittels der Interpolationsalgorithmen erhdlt man immer nur Nidherungswerte.
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Abbildung 3.1: Darstellung der diskontinuierlichen Messwerterfassung
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Beispiel zur Anwendung von Interpolationen:

Die Schadstoffkonzentration C'(z), die von einer Altlast ausgeht, wird an den Stellen x, 1, zo ge-
messen (sieche Abbildung 3.2). Die Schadstoffkonzentration, die als Gefahr an der Stelle xz; in den
Fluss flieBen kann, soll durch Interpolation abgeschitzt werden. Dabei soll eine Aussage erfolgen, ob
dieser Wert den zulédssigen Grenzwert {iberschreitet.

Altlast Brunnen Fluss Wasserwerk

Grundwasserleiter

Xy X Xpy X3
C/[mg/1]
~ +

+
0 Grenzwert
+
xo xl xl-‘l XZ

Abbildung 3.2: Darstellung eines Interpolationsproblems

o Co = [ (x0)
Ty Cy = f(x1)
TRl ?

) Cy = [ (x2)

Zur Losung dieses Problems wird eine Interpolationsfunktion w = p (x) als “Ersatz” fiir die Funktion
Cpn = f (zy,) gesucht. Diese Funktion soll folgende Voraussetzung erfiillen:

w; =p(x;) = C; (3.1)
d.h.

wo = p (o) = Co (3.2)

Wn, :p(xn) =0,

Dann wird angenommen, dass sich die Zwischenwerte der Funktion w = p (x) den Zwischenwerten
der Funktion C), = f (z,,) mit guter Nidherung angleichen.
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Zur Bestimmung der Funktion w = p (z) konnen verschiedene Interpolationverfahren verwendet
werden. Man unterscheidet dabei die ein- und die mehrdimensionalen Verfahren. Die mehrdimen-
sionalen Verfahren spielen im Zusammenhang mit den Geografischen Informationssystemen (GIS)
eine wesentliche Rolle und werden auch oft im Zusammenhang mit den Verfahren der Geostatistik
betrachtet.

Im Folgenden sollen einige der im Zusammenhang mit wasserwirtschaftlichen Fragestellungen be-
nutzten Verfahren vorgestellt werden.

e Polynominterpolation
o Interpolierende Polynomteilstiicke (Spline)

o Kriging-Verfahren
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3.1 Polynominterpolation

Bei diesem Verfahren hat p (x) die Form eines algebraischen Polynoms n-ten Grades:
w=p(x)= ao + a1 + asx® + ... + apaz” (3.3)
Dies weist den Vorteil auf, dass Zwischenwerte moglichst leicht zu berechnen sind.

Geht man von einer Messwerttabelle mit n + 1 Wertepaaren aus, so ldsst sich maximal genau ein
Polynom n-ten Grades dazu ermitteln:

n
y:=pnlx) = Zak -k (3.4)
k=0
mit der Eigenschaft:
n
y(xi) = p(x) =Y a - o) = w; (3.5)
k=0

Dieses Polynom ist das Interpolationspolynom zu dem gegebenen System von Interpolationsstiitz-
stellen.

In der Regel werden Polynome niedrigen Grades (n < 3) gesucht, die die Wertepaare zumindest
stiickweise anpassen:

p(x) =ap+ a1z lineare Interpolation

p(r) = ap + a1 + agx® quadratische Interpolation

p(z) = ag + arz + asz? + azx® kubische Interpolation

Der Einsatz von Polynomen héheren Grades erschwert die Rechenarbeit und fiihrt zu sehr grof3e
Schwankungen.

Aus den verschiedenen Darstellungsformen fiir Polynome ergeben sich auch die verschiedenen Inter-
polationsverfahren zur Bestimmung der Koeffizienten a; des Polynoms n-ten Grades. Diese verschie-
denen Verfahren fiihren alle zu dem selben Polynom.

So werden die Interpolationsformeln unterschieden nach:

analytische Potenzfunktion

LAGRANGE

e AIKEN
NEWTON
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

3.1.1 Analytische Potenzfunktionen

Dieser Polynomansatz geht davon aus, dass das Polynom w = p () fiir jede Stiitzstelle die Bedingung
y(x;) = p(x;) erfiillt. Man erhilt in diesem Fall fiir die n + 1 Stiitzstellen n + 1 Gleichungen mit den
n + 1 Unbekannten ag bis a,,.

ao—l—almo—l—agac%—I—... +anxi =1
ap + a1z, + azx% +..tax? =y

. (3.6)
ag—i—alxn—l—agx%—i— et anxl =yn

Dieses Gleichungssystem kann in gewohnter Weise auch als Matrixgleichung geschrieben werden:

X-A=Y
Mit:
1 =z x% R 111 ag %0
1 x1 x% xt ai Y1
X—| 1 2 22 zl A=| a Y=| ¥
1 =z, xqzz T 332 Qp Yn

Dabei ist zu beachten, dass die Matrix X die bekannten Koeffizienten und Y die rechte Seite dar-
stellen, wobei hier die Matrix A den gesuchten Losungsvektor darstellt. Das LGS kann mit allen
bekannten Methoden (siehe Abschnitt 1.3 Losung von Gleichungssystemen, Seite 22) gelost werden.
Die Determinante dieses linearen Gleichungssystems (LGS) ist:

(x1 —x0) - (x2 —20) - (X3 — T0) * ov + (@Tp, — T0) -
1 z9g - g (o —x1) - (X3 —21) - oo () — 1) -
1z - af (a3 —x2) - oo (g — x2) -

D= : : .. : - : 3.7

(Tp—1 = Tn—2) - (Tn — Tp2)-
. (CL‘n — xn—l)

—_
8 ..
3
8
33

und wird als VANDERMONDsche Determinante bezeichnet.

Da alle Stiitzstellen verschieden von einander sind (sein miissen), ist D # 0 und das LGS eindeutig
l6sbar.

Es existiert genau ein Polynom n-ten Grades, das die Werte y; = f (z;) annimmt und deren Koeffizi-
enten sich ergeben zu (vgl. Abschnitt 1.2.3 Determinanten, Seite 19):

Dao a = Da1 — Dan
D b 1 D b

Mit diesen Koeffizienten erhélt man das gesuchte Interpolationspolynom zu:

(3.8)

ag =
y(z) ~ p(x) —ap+ay-r+as 1>+ +a, "
Der gesuchte Interpolationswert an der Stelle x p ergibt sich damit zu:

y(zp) =~ plap) = ag+ar-xp+az-xp+- - +a, - oh
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Obwohl bei diesem Verfahren der Ansatz sehr einfach ist, erfordert die endgiiltige Bestimmung des
Interpolationspolynoms einen erheblichen Rechenaufwand, besonders wenn eine groflere Anzahl von
Stiitzwerten zu beriicksichtigen ist.

Beispiel zur Anwendung der Interpolation nach dem Polynomansatz:

Gesucht sind ein quadratisches Polynom, das die Werte der folgenden Tabelle annehmen soll, und der
Werty = f (%) an der Stelle z = %

x[0[1]2
ylo[1]0

Da nur drei Stiitzstellen vorhanden sind, kann das Polynom nur vom zweiten Grad sein. Ein quadra-
tisches Polynom hat die Form:
p(x) = ap+ a1z + axx?

Es muss gelten:

yi = p(xi)
Yi = ao + a17; + aga;

— ap+a1-0+ax-0=0 = ap=0
= ayp+a;-l4+a-1°=1 = a;+ay=1
p(2)=0 = ap+a-2+a-22=0 = 2a;+4a;=0

Aus den drei Gleichungen folgt:

ag = 0
a)p = 2
as = -1
Damit lautet das Interpolationspolynom:
p(z) =2z — 2*

1
Mit dieser Funktion kann der gesuchte Funktionswert an der Stelle x = 3 berechnet werden:

(a)= (s
(3)=23-(3)
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

3.1.2 Interpolationsformel von LAGRANGE

LAGRANGE hat die Interpolationsfunktion in folgender Form geschrieben:

y(zp) ~p(zp) = Lo (zp) - yo + L1 (zp) - y1 + ... + Ly (zp) - yn (3.9

Bei der Interpolation nach LAGRANGE werden keine geschlossenen analytische Funktionen berech-
net, sondern nur jeweils einzelne Werte p (zp) zur Interpolationsstelle = p. Dabei sind die Koeffizien-
ten (L; (z) (i = 0,1, ...,n)) der Stiitzwerte y; Polynome n-ten Grades von z p. Diese werden aus den
Stiitzstellen x; berechnet. Die LAGRANGEschen Polynome n-ten Grades haben folgende Gestalt:

(xp —21) (TP —T2) -+~ (TP — TN)

Lo (z) = (zo — 1) (0 — 72) - - (Z0 — @n) (3.10)
_ (zp —20) (xp —22) - (TP — TH)
Ly (z) = (1 —z0) (11 — 22) -+ (w1 — TY)
L; (z) = (xp —x0) (xp — 1) (xp —22) -+ (xp — Ti—1) (xp — Tig1) -+~ (TP — Xn)
i (v; —x0) (w5 — 1) -+ (25 — 25-1) (25 — wigr) -+ (25 — )
Lo (2) = (xp —x0) (xp —x1) (Tp — 22) - -+ (TP — TP—1)

(:L‘n - ‘TO) (‘TTL - 1‘1) T (xn - xnfl)

Damit erhilt das Interpolationspolynom von LAGRANGE die Form:

y=f(zp)=p(xp)=Lo(zp)yo+ L1 (zp)y1 + ... + Ln (zp) yn (3.11)
_ (zp—a1) (wp —w2) - (xp — p)
(w0 — 1) (wo — 2) -+ (0 — wn)

(xp —x0) (xp —w2) -+~ (TP — T0)

(1 — x0) (x1 —22) -+ (1 — )

(xp — o) (xp — 1) (TP — T2) -~ (TP — Tn—1)

(zn — x0) (Tn — 21) - (T — Tp—1)

Setzt man fiir xp einen der Werte xg, z1, ..., Tn_1, T, €in, so wird immer ein Faktor des Zahlers

gleich Null. Damit werden werden alle LAGRANGEschen Polynome auler dem ¢ — ten gleich Null.

Fiir das ¢ — te Polynom wird der Zihler gleich dem Nenner und erhilt damit den Werte Eins. Damit

ist bewiesen:

Yo

+

+ ...+

n

yi=f(zi) =p(x)) =1y

Ein Nachteil des LAGRANGEschen Verfahrens besteht darin, dass bei einer Erhohung der beriick-
sichtigten Stiitzstellenzahl, welche mit der Erhohung des Grades des Interpolationsalgorithmus iden-
tisch ist, die Berechnung der LAGRANGEschen Interpolationspolynome erneut durchgefiihrt werden
muss. Dies ist z.B. auch im folgenden Beispiel deutlich zu sehen.

Beachte:

e Die Gewichte (Faktoren) L; (x;) der LANGRANGEschen Interpolationsformel miissen immer
neu berechnet werden, wenn sich die Zahl der Stiitzstellen dndert.

e Die Summe der Gewichte ist immer gleich Eins (zur Kontrolle der Ergebnisse wichtig).

ZLZ‘ (LL‘l) = 1
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Beispiel zur Anwendung der LAGRANGEschen Interpolationsfunktion:

Fiir die Funktion y,, = f (x,) sind die Werte an den dquidistanten Stellen x,, = ¢ + 2nh, mit n =
—1; 0; 1; 2 (siehe Tabelle) gegeben:

[ -1 | o [ 1 2

ro — 2h x0 xo+ 2h | xo + 4h

f (z,) Y-1 Yo U1 Y2

Gesucht ist ein Niherungswert w = f (z) = f (zo + h) firz = 5 .

1

Nach den Regeln des Polynomansatzes kann in diesem Fall mit den vier Stiitzstellen maximal ein
Interpolationspolynom dritten Grades entwickelt werden. Es ist aber auch moglich, eine stiickweise
Interpolation durchzufiihren. Dies hat den Vorteil, dass man den Rechenaufwand reduzieren kann.
Die Genauigkeit wird dadurch aber verschlechtert. Es gilt in diesem Fall, ein Optimum zwischen
erforderlicher Genauigkeit und Rechenaufwand zu finden. Bei der stiickweisen Interpolation werden
die Stiitzstellen benutzt, die dem Interpolationspunkt am néchsten liegen.
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1. Lineare Interpolation

Die Interpolationsfunktion an der Stelle x = % wird mit Hilfe der LAGRANGESschen Interpola-
tionsformel folgenderweise geschrieben (siehe Gleichung 3.9):

w

Dabei werden die Stiitzstellen benutzt, zwischen denen der Wert x = % liegt, die Werte z = 0
und z = 1. Die Faktoren Ly und L; sind (siehe Gleichung 3.10):

2

L =1 xo+h—x0—2h 1
) -

2 To— T1 xo — xg — 2h 2

x%—xo xo+h—xg 1
T1— X0 ro+2h—x9 2

Dann ist der gesuchte Wert:
1
1=5 (Yo + y1)
Das Ergebnis der linearen Interpolation ist damit gleich dem arithmetischen Mittel.

w

. Quadratische Interpolation

In diesem Fall ist(siehe Gleichung 3.9):
w1 = Lo (I;) Yo + L1 (m) y1 + Lo ($;) Yo
2 2 2 2

Die entsprechenden Faktoren sind (siehe Gleichung 3.10):

Lo () = (13 =) (7 =) s

ey (ry-m) s
Ll (1%) - ({L’1 — xo) ([L'l — (L’Q) - 1

(ry =) (13 -m) _
L2 (1‘%) - (wg—xo) (372—1‘1) :_g



3.1. POLYNOMINTERPOLATION

und der gesuchte Wert ist:
3 3 1
= gYo+ 7y — gy

Wy =gy —gy

3. Kubische Interpolation
Auf dieselbe Weise folgt (siehe Gleichung 3.9):

w1 = L_; <931> y-1+ Lo (1'1) Yo+ L1 (1'1) y1 + Lo (331) Y2
2 2 2 2 2

Man erhilt folgende LAGRANGEfaktoren (siehe Gleichung 3.10):

Lo (ay) = (@1 —a0) (51 —a1) (71 —22) 16
I
(o) - Ll n)
(e -Gl (i)

1 9 9 1

=-—Tzya1t 670 + 1691 ~ 162
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

3.1.3 NEWTONSsche Interpolationsformel

3.1.3.1 Beliebige Stiitzstellen

Der Nachteil des LAGRANGEschen Verfahrens, dass die LAGRANGEschen Polynome neu berechnet
werden miissen, wird bei dem NEWTONschen Verfahren vermieden. Bei dem NEWTONschen Verfah-
ren wird bei Beriicksichtigung weiterer Stiitzstellen nur ein Zusatzglied addiert.

Das Verfahren geht von folgenden Ansatz aus:

p(x) = bo + b1(x — xg)
+  ba(x —x)(z — 1)
+  bs(z — x0)(z — 21)(z — 22) (3.12)

+ bp(z—zo)(x—21) (. —2p1)

Wenn ein bestimmter Interpolationswert p(zp) gesucht wird, wird im Polynomausdruck = durch zp
ersetzt.

Die Koeffizienten werden wieder so bestimmt, dass das Polynom die Stiitzstellen (x,,, y,,) exakt wi-
derspiegelt. Setzt man in den NEWTONschen Ansatz fiir xp die Werte xg, 1, - - - , x, ein, so erhilt
man ein gestaffeltes Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n Unbekannte, da jeweils die ent-
sprechenden Faktoren ((xp — x;) = 0) Null werden und damit die Polynomglieder wegfallen. Dabei
muss der Polynomwert p(z;) den Stiitzwert y; annehmen.

Yo = bo + b1(xo — 20) + - - (3.13)
=0
y1 = bo + b1 (x1 — x0) + ba(x1 — o) (21 — 1) + - - -
-0
y2 = bg + b1 (z2 — x0) + ba(x2 — z0) (22 — 1)

Yn = bo + b1(xy, — x0) + ba(zp — 20)(zp —21) + - -

+ bp(2n — 20)(Tn — 1) -+ (T — Tp—1)

Das Gleichungssystem ldsst sich schrittweise nach by, by, by - - - b, auflosen. Durch Einsetzen der er-
sten Gleichung in die zweite erhdlt man b;. Dieses wiederum in die dritte eingesetzt liefert b2. In die
(n + 1)-te Gleichung werden die zuvor bestimmten bg, by, bs - - - b,—1 eingesetzt und liefern dann b,,.
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

b(] = Yo (3.14)
_ (i —wo)

xr1 — l’o) [xlmo]

— (
(y2 - yo) 85/17:23))(562 - 130)
(w2 — o) (z2 — 21)
_ (W2 —y1) + (41 — wo) — [z120] (w2 — o)
(z2 — 20) (w2 — w1)

(y2 —y1) (y1 — o) _ [z120] (22 — 20)
(mr—wo)(wa —m1) (w2 —xo)(m2 — 1) (w2 — wo)(m2 — 71)
_ lwam] [r1m0] (21 —m0)  [z170] (¥2 — T0)

(2 —wo) (w2 —x0)(22 —21) (W2 — T0) (72 — 71)
[xow1] [z120] (21 — 20) — [2120] (22 — 70)
(z2 — o) (z2 — mo) (22 — 71)
[To21] — [z120] (22 — 1)
(@2 —wo) (2 — @) (22 — 71)
[wox1] — [120]
(z2 — 20)

by =

by = = [zaz120]

Allgemein kann man folgende gekiirzte Schreibweise, die als dividierte Differenzen erster und
hoherer Ordnung bezeichnet werden, einfiihren:

] == (e — 1) (3.15)
(zx — i)
(1] — [wpwi]
T = ———————
[TmaiTRe;] = i) = o
(Tm — ;)
rampo1 - xn] = [Tt - 2120)
[TnTp—1 - T120] :=
(zn — 20)
Damit ergeben sich die gesuchten Koeffizienten zu:
bo =Y (316)
(1 — %)
b
1= (»”81 — xo) = [z120]
Tox 1T
by = fran] = o] _ [z2w120)]
(w2 — )
by = TP ] )
(z3 — o)
bp = [xnxnfl — l'l] — [xn71 = '1’11'0] = [-Tnxn—l e '$11’0]

(zn — x0)
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

Die Koeffizienten lassen sich besonders bequem nach dem folgenden Rechenschema bestimmen (in
diesem Beispiel fiir 5 Stiitzstellen):

Zo Yo
= bO (yl - yO) — [.7,']_3}0]
(z1 — 20)
=b; (221 20)]
1 | L
= by
(y2 — yl) _ [.7321'1] [1'31621’1150]
(zg — 1) = bs ,
T2 | Y2 [z3xom1] [x4x5xi)a:1m0]
_ = by
83 ayf)) = [x322) [z4w32921]
3— T2
3 | Y3 [42322]
(Y4 — y3)
= [xaz
(x4 — x3) [was]
T4 | Y4
(3.17)

Entsprechend Gleichung 3.12 ergibt sich der zu interpolierende Wert y an der Stelle x zu:

y(x) = p(x) = bo + b1(z — x0) (3.18)
+ ba(x — xo)(x — x1)
+ b3(z — xo)(z — 1) (x — 22)
+ by(x — o) (2 — 1) (2 — 22)(x — 3)

Diese Gleichung kann natiirlich auch benutzt werden, um den Funktionsverlauf der Interpolations-
funktion w = p(x) zu berechnen und eventuell grafisch darzustellen.

3.1.3.2 Aquidistante Stiitzstellenverteilung

Sei die dquidistanten Stiitzstellenverteilung zo, 1 = g + h, ..., =, = xg + nh (h ist die
Schrittweite) gegeben, dann lautet nach NEWTON die Interpolationsfunktion:
AQ

A
p(x) = yo+% (r — xo)+ﬁ (x — o) (x —x1)+...+

A"y
n!-hn

(x —xz9) ... (x —xp_1) (3.19)

Die Elemente Ayg, A2y, ..., A"y, werden als finite Differenzen bezeichnet. Dabei stellen die Ex-
ponenten nicht die Potenzierung, sondern die schrittweise Differenzenbildung dar. Vergleicht man
diese Gleichung 3.19 mit der Gleichung 3.12 auf Seite 72 so erhilt man:

bo =y
by = YL Y0 . Bwo
1 — @0 h (3.20)
by — [z221] — [w1wo] _ A’yo
(x2 — z0) 2! b2
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

Diese Differenzen werden nach folgendem Schema berechnet:

o Yo A
Yo = Y1 — Yo

z1 Y1 N A A?yo = Ay1 — Ayo
Yyir=yY2 —y1

T2 Y2 A?y; = Ays — Ayy

Ay = AnTly; — AnTlyg

Ayn72 =Yn—1— Yn-—2

Ayp_5=Ayn_1 — Ayn_2
AYyn—1=Yn — Yn—1

Tp—1 Yn—1

Tn Yn

Das Schema ist z.B. fiirn = 4:

To | Yo
Ayo =y1 — Yo
1| Y A?yy = Ayy — Ayp -
Ayr =y2 — % Adyy = A%y — A?yq
T2 | Y2 A%y = Ayy — Ay Alyy = A%y — APy,
Ays = y3 — Y2 Ady; = A%y, — A%y,
T3 | Ys A%yy = Ayz — Ayy
Ays = ys — Y3
T4 | Ya

Durch riickwirtiges Einsetzen sieht man, dass jede finite Differenz eine Kombination der y-Werte der
ersten Spalte ist. Es gilt z. B. :

Ayo = y3 — 3y2 + 3y1 — Yo, (3.21)

3.1.3.3 Beispiele zur Anwendung des Newtonschen Verfahren

1. Fiir die Funktion y,, = f (z,) sind die Werte an den dquidistanten Stellen z,, = z¢ + 2nh,
n = —1; 0; 1; 2 (siehe Tabelle) gegeben:

. »n [ -1 [0 [ 1 2
Xp, xo — 2h o ro + 2h | 29 + 4h
flan) |y Yo v Y2

Gesucht ist ein Niherungswert z = 3 fiir y1 = f (zo + h).

2
Losen Sie dieses Beispiel mit dem NEWTONschen Verfahren und vergleichen Sie die Ergeb-
nisse mit denen der LANGRANGEschen Interpolationsformel

a) Lineare Interpolation:

A
A

p(ml) =Y+ 561—370)
2 2

In dem Beispiel betrigt Ax = 2h

p(x%) :yo+y12_hy0 (o + h — x0)

1
= §(yo+y1)
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KAPITEL 3. INTERPOLATIONSVERFAHREN

b) Quadratische Interpolation:

() =m+ 5 (ry—0) + g

In dem Beispiel betrigt Az = 2h

(7 =) () =)

1 Y2 — 231 + Yo
p(x%) :5(y0+y1)—|—W(xo-l-h—fﬂo)(l‘o-l-h—xo—Qh)
E T
= Syo 4111 83/2
Es gilt:
A’yo= Ay —Ayo =y —y1 — (y1 — Y0) = y2 — 2y1 + Yo
Bemerkung:

Der Vorteil des NEWTONschen Verfahrens liegt darin, dass sich die Polynome L; ()
nicht dndern, wenn die Anzahl der Stiitzstellen verdndert wird, d.h. man braucht jedes
Mal nur das zusitzliche Glied der Interpolationsfunktion zu berechnen.

2. Gegeben sind folgende Messwerte:

x[0[1[2]3[4]5
yIl1[2[4[8|15]26

Bestimmen Sie den Wert y = f (2, 5). Wihlen Sie dazu ein Polynom geeigneten Grades. Wie
grof} ist die Abweichung, wenn sich der Grad des Polynoms dndert?

Zur Berechnung des gesuchten Wertes mittels Polynomen verschiedenen Grades ist das NEW-
TONsche Verfahren geeignet. Da die gegebenen Stiitzstellen dquidistant sind (h = 1), ist seine
Anwendung moglich.

Zunichst werden die finiten Differenzen berechnet:

JI()ZO y():l
— — Ayo =1 P
=L M2 Ry =2 A2y0—1 Ay =1 |
To=2|y=4 Afy; =2 3 A%y =0 5
r3=3|y3=28 Ayz =4 A%y, =3 A =1 A4y1:0@
: ° Ays =7 |0 Ay =
4 =4 |ys=15 Ays =11 Acys =4
z5=5 | ys = 26 4

Daraus ist ersichtlich, dass das Interpolationspolynom maximal dritten Grades ist.

a) Lineare Interpolation
Der gesuchte Wert bei x = 2,5 liegt zwischen 2 = 2 und z3 = 3. Deshalb wird die
lineare Interpolation nur zwischen diesen beiden Werte durchgefiihrt.

A
p(@)=w+ =72 (@~ w2)
4
=4+1(2,5-2)

p(2,5) =6

b) Quadratische Interpolation
Da der gesuchte Wert bei x = 2,5 liegt, wird die quadratische Parabel zwischen den
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3.1. POLYNOMINTERPOLATION

Werten 1, x2, und x3 aufgespannt.

A A?
p(@) =+ =2 (=) + 5 (= o) ( — 3)

4 3

=4+ 7(25-2)+ 57 (25-2)(2,5-3)

0,75
4492 -2 -
+ 2
p(2,5) = 5,625

¢) Kubische Interpolation

Die kubische Interpolationsformel benétigt vier Stiitzstellen.

A
p(@) =y + = (2 —21) +

3
%(x —x1)(x — x9)(x — x3)

2
5725 -1)(25-2)

1
+ 5725 -1D(25-2)(2,5-3)

=24+3+40,75—0,0625

(2,5—1)+

p(2,5) = 5,6875

Fiir das zweite Tripel ergibt sich:

Ay 2

P(@) = yo + =7 (= a2) + Gy (= a) (2~ 23)
A3y2
303 (x —22) (v — x3) (T — 24)
—4+é(25 2) + —— (2,5 -2)(2,5 - 3)
= 1 ) 21 3 5
1
+ﬂ(2,5—2)(2,5—3)(2,5—4)
0,75
=4+2- ’2 +0,0625

p(2,5) = 5,6875

Die Abweichung zwischen dem linearen und dem quadratischen Ergebnis ist
5,625 — 6
5,625
wihrend die Abweichung zwischen dem quadratischen und dem kubischen Ergebnis nur

5,6875 — 5,625
5, 6875

‘:6,7%,

’:1,1%

betrdgt. Um die Ergebnisse zu beurteilen, konnen die gegebenen Punkte graphisch dar-
gestellt werden (sieche Abbildung 3.3).
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2500
23,00

—e— ylinear

—8— yquadrat
21,00

19,00 -
17,00

—a&— ykubisch

15,00 -
13,00 -
11,00 -
9,00 -

v-Wert

7.00 -
5,00
3,00

1,00

>

0,00 1,00 2,00 3.00 4,00 5,00 6,00
x-Wert

Abbildung 3.3: Darstellung der Messwerte und des interpolierten Wertes

Die graphische Darstellung zeigt, dass der gesuchte Wert tatséchlich zwischen 5 und 6
liegen soll. Es wird auch deutlich, dass die lineare Interpolation in diesem Fall kein gutes
Ergebnis liefern kann. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, gegebene Punkte graphisch
darzustellen und den gesuchten Wert einzuschétzen.

Im Fall eines realen Versuches ist es wichtig, genug Punkte zu haben, um die Form
der Funktion mit guter Ndherung zu bekommen. Dies kann festgestellt werden, wenn
zusétzliche Punkte dazugenommen werden und sich die Form der Funktion nicht we-
sentlich dndert.



3.2 Interpolierende Polynomteilstiicke (Spline)

Zur Darstellung einer gegebenen Funktion in einem Intervall kann man an Stelle eines einzigen Po-
lynoms mit hohem Grad Abschnitte mehrerer Polynome niedrigeren Grades miteinander verkniipfen.
Das klassische Beispiel sind Geradenstiicke in Teilintervallen (siehe Abbildung 3.4). Dabei wird an-
genommen, dass die Funktion zwischen zwei Stiitzstellen fast linear ist. Dieses gilt vor allem, wenn
die Stiitzstellen eng genug bei einander liegen. Derartige Approximationen sind zwar stetig, die er-

AY

¥u

Yol

Vi [ .
| 1 i 1 | >
I I 1 I 1 -

Xo X X, X
b

Abbildung 3.4: Darstellung von linearen Spline-Kurven

ste Ableitung ist aber unstetig, d.h. es treten Ecken beim Ubergang vom einem Intervall zum anderen
auf. Im Folgenden wird ein Weg beschrieben, die Methode der Spline-Interpolation, bei dem kubische
Parabelbdgen so zusammengesetzt werden, dass die Ecken gerundet sind, die erste und zweite Ablei-
tung der Approximation stetig ist. Polynome hoheren Grades werden in der Regel nicht verwendet,
da sie stark oszillieren.

Ein gegebenes Intervall I = (a, b) wird durch die z-Werte 29 = a, x1, 22, ..., 2, = b in n Teilin-
tervalle aufgeteilt. Die kubischen Parabelbogen werden so in jedes dieser Teilintervalle eingepasst,
indem vorgegebene y-Werte y; an den Stellen x; angenommen werden. An den Ubergangsstellen
zwischen den Teilintervallen miissen die links- und rechtsseitige erste und zweite Ableitung iiberein-
stimmen (sieche Abbildung 3.5). Die Stiitzstellen (z;,y;) werden die Knoten des Splines (das Wort
”Spline” bezeichnete urspriinglich ein flexibles Kurvenlineal) genannt.

'y _ kubischer Parabelbogen
Yal~ )
Knoten
Yo[ ™ (f', f" stetig)
Yi :
Vi

: : - >
X9 X X, X
a b

Abbildung 3.5: Darstellung von Spline-Kurven fiir ein kubisches System

Peter-Wolfgang Griber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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Ein kubisches Polynom dritten Grades hat vier Koeffizienten. Allgemein lautet der Ansatz:

i (1’) = cg; + c1;° + 62i$2 + C3i$3 (3.22)

Die Spline-Funktion ist demnach folgendermaBen definiert:

1. S(z) ist im Bereich [a, b] zweimal stetig differenzierbar.

2. S(z) istin jedem Intervall [z; - - - 2;41] durch ein kubisches Polynom p;(x) gegeben

S(x) = Zpi(x)
pil®) == a; + b; (¢ — ;) + ¢ (& — 23)* + di (x — ;) (3.23)

3. S () erfiillt die Interpolationsbedingungen S (z;) = y; fiir alle ¢ von [1 - - - n] im Gebiet [a, b].

4. Je nach Gestaltung der Anschlussbedingungen unterscheidet man verschiedene Arten von
Spline-Funtionen. So erhilt man folgende spezielle kubische Spline-Funktionen.

‘ Anschlussbedingung ‘ Bezeichnung ‘ Bemerkung

S (xo) =85"(x9) =0 - S (xo) und S () ist die Tangente

S(xn) =98"(z,) =0 natiirlich an den Graphen von S ()

S" (xo) = aS" (x,) =B verallgemeinert

S (zg) = aS" (xn) = vorgegeben erste Ableitung am Rand

S"(xo) = aS" (x,) = B vorgegeben dritte Ableitung am Rand

S (xog) =S (zn)

S (zg) = 5 () periodisch

S// (xo) — S// (xn)

po(aﬁ) = pl(x) " " : :
not-a-knot S" (z;) und 8™ (x,,) sind steti

Pn—2(%) = pp-1 (2) (1) (zn) g

Bei n Segmenten ergeben sich 4n Koeffizienten. Entscheidend ist, dass 4n Bedingungen fiir die 4n
Koeffizienten erwartet werden. Es gibt 4 Bedingungen an jedem Knoten (x;,y;) firi = 1, 2, ...,
n — 1 (y-Wert und Ubereinstimmung der Ableitungen). Dieses liefert 4n — 4 Bedingungen. An den
Endpunkten muss der y-Wert angenommen werden, und damit sind 4n — 2 Bedingungen gefunden,
d.h. die Spline-Kurve ist nicht vollstindig definiert; zwei Freiheitsgrade bleiben.

pi(x;) =y 1=0;1;---n Interpolationsbedingungen
pfg;}l; i pfflgzlg i " Anschlussbedingungen (3.24)
Pi\te) = Pi1\ti o der Polynome p; an p;_1

Man kann die zweite Ableitung an den Endpunkten Null setzen und erhilt so eine natiirliche Spli-
nekurve.
Dn () = an S (x0) und S (x,,) ist die Tangente

ol (xy) = 2¢p an den Graphen von S () (3-25)

Alternativ kann die erste Ableitung an den Endpunkten vorgegeben werden, um eine Funktion zu
approximieren.

So ergibt sich ein Gleichungssystem mit 4n Gleichungen fiir 4n + 2 Unbekannte. Die fehlenden
beiden Gleichungen werden durch Vorgabe der Randbedingen abgedeckt.

po(z0) =0

Randbedingungen 3.26
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3.2. INTERPOLIERENDE POLYNOMTEILSTUCKE (SPLINE)

Dieses Gleichungssystem kann nach den bekannten Methoden gelost werden. In der Regel ist die
Losung dieses Gleichungssystems aufwendig, so dass nicht nur Gesamtschritt- sondern auch iterati-
ve Verfahren (siehe Abschnitt 1.3 Losungsmethoden von Gleichungssystemen, Seite 22) angewandt
werden miissen. Wie unten gezeigt wird, kann aber bei Benutzung eines bestimmten Schemas ein
tridiagonales Gleichungssystem erzeugt werden, welches mit wenig Aufwand gelost werden kann.

Rechenschema

Sind n + 1 Stiitzstellen x; mit ¢ = 0; 1;- - - n mit den Schrittweiten h; = 2,41 — ; und den n + 1
Stiitzwerten y; mit ¢ = 0; 1; - - - n gegeben (z.B. als Messwertreihe), so kann zur Interpolation mittels
kubischer Spline-Funktionen

n—1
S(x) = Zpl(x)
=0
pi(z) = a; + b (x — 23) + ¢ (x — 23)* + d; (x — x)° (3.27)

mit n Teilfunktionen fiir die Geltungsbereichen z; < z < ;41 folgendes Berechnungsschema (siehe
Gleichungen 3.24 bis 3.26) verwendet werden.

Schritt || Berechnung Gult,l geits- Bemerkung
bereich
Aus Gleichung 3.24
1 a; = y; i=01... .7 Interpolationsbedingung

pi(®i) = i,
fiir alle Stiitzstellen
Fiir natiirliche Splines gilt
S (xo) = 5" (x,) =0
2 co=c¢Cp= p’(x) = 2¢; + 6d;(x — x;)
P’ (x0) =2¢0=0
p//(xn) =2¢, =0
Aus Gleichung 3.24

hi—1ci—1+(hi—1 + hi)2¢;+ hici+1

3 i=1,...,n Anschlussbedingungen
= %(ai-&-l_ai)_%(ai_ai—l) - gung

Pi+1(Tit1) = pi(Tis1)

4 bl = hii(ai+1 —ai)—%(cHl —QCZ') i:(),l,.,.,n p;_,'_l(fL'H,l) :p;($i+1)

5 d; = %hz (Ci-i-l — CZ‘) 1=0,1,...,n pé;l(l‘i_,_l) = pg’(l‘i_;,_l)

Die Gleichung im 3. Schritt der Tabelle stellt ein lineares Gleichungssystem von n — 1 Gleichungen
fiir die Unbekannten c1; co; - - - ¢,,_1 dar.

In der Matrixschreibweise besitzt es die Form:

A-C=R (3.28)
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2 (ho + h1) hi
hy 2 (hl + hg) ho
ha 2(ha+h3) hs
A = . .
hn-3 2(hn-3+hn2)
hn—?
3 3
i (ag —ay) — o (a1 — ao)
3 3
T (a3 —az) — " (ag —a1)
3 3
R h—(a4—a3)—h—2(a3—a2)
3 3
hn,Q (anfl - an72> - hnfg (an72 - an73)
hn3_1 (an - an—l) - hn3—2 (an—l - an—2)
1
¢
Cr
c=| 7
Cn—2
Cn—1

2 (hn—Z + hn—l)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Die Matrix A ist tridiagonal, symmetrisch, diagonaldominant, positiv definit und besitzt nur positive
Elemente. Damit ist diese Matrix stets invertierbar und stets eindeutig 16sbar. Als Losungsmethode
kann vorteilhafter Weise der GAUSSsche Algorithmus fiir tridiagonale Matrizen (siehe Abschnitt
1.3.1 Losungen von Gleichungssystemen, GAUSSscher Algorithmus, Seite 24) benutzt werden.
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3.2. INTERPOLIERENDE POLYNOMTEILSTUCKE (SPLINE)

Beispiel zur Anwendung der Splinefunktion:

Folgende Messwerte sind als Stiitzstellen und -werte gegeben.

i 0 112] 3
zi | =1] —0,5]0]0,5]| 1
v 10,5] 0,8[1]0,8]0,5

Fiir diese 5 Wertepaare soll eine natiirliche kubische Spline-Funktion gefunden werden. Nach der
Definition der Spline-Funktionen werden durch die 5 Wertepaare 4 Teilfunktionen ¢ = 1;2; 3;4

pi(z) =a; +b; (x — ;) + ¢ (& — xi)Q +d; (x — J:Z-)3
mit einem jeweiligen Geltungsbereich von x; < x < x; 41 gesucht.
Entsprechend des Rechenschemas werden folgende fiinf Schritte ausgefiihrt.
| Schritt | Berechnung | Ergebnis
ag = 0, 5
ayp = 0, 8
1 a; = Y; az =1,0
asz = 0, 8
a4 = 0, 5
_ _ Cco = 0
2 Co) = C4 = 0 4= 0
2 (ho + hl) hi 0 C1
hi 2 (hl + hg) ho . C2
0 ho 2 (ha + h3) c3
2 (4 — 1) = 2 (@~ o)
By (92 1)~ g, lar—ao
3 3
= E(a3—a2)—a(a2—a1)
3 3
i (ag —az) — T (as — az) ¢ =—0,043
3 3 2 =-1,029
2(0,5+0,5) 0.5 0 a 2=
c3 = —0,043
0,5 2(0,5+0,5) 0,5 | e
0 075 2(075+0a5) C3
3 3
1.0 — -2 _
075(,O 0,8) 075(0,8 0,5)
3 3
= 0,8—-1,0) — —(1,0-0,8
07 5 ( ) Y ) 07 5 ( Y ? )
3 3
0,5-0,8) ——(0,8—1,0
07 5 ( s s ) 07 5 ( s s )
bo = 0,6016
1 h; by =0,75716
4 b; = h—z (ajy1 — a;) — 3 (civ1 — 2¢;) by — —0.73583
by = —0,6143
dg = —0,0286
! dy = —0,6573
> di = gy, (e =) dy = 0,6573
ds = 0,0286
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Damit ergeben sich nach Gleichung 3.23 folgende Teil-Spline-Funktionen:

pi(x) :i=a; + b; (x —x;) +¢; (x — xi)g +d; (x — mi)?’

| Teil-Spline-Funktion ‘

po(z) = 0,5+ 0,6016(z + 1)— 0,0286(z + 1)*
pi(x) = 0,8+ 0,75716(x 4+ 0,5)— 0,043(z +0,5)>— 0,6573(z +0,5)3
pa(z) = 1,0— 0, 73583z — 1,02922+ 0,6573x3
pa(z)= 0,8~  0,6143(x —0,5)— 0,043(x —0,5)+ 0,0286(z — 0,5)3

Die Teil-Spline-Funktionen gelten jeweils auf dem Intervall z; < o < x;4;.
Die grafische Darstellung des Splines zeigt Abbildung 3.6:

T
L T T (3 ) T T T T .

-1 09 08 0,7 06 05 04 -03-02-01 0 01 0203 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 3.6: Interpolierte Spline-Funktion

Man erkennt, dass der Spline die urspriingliche analytische Funktion

1

V= Er

sehr gut nachbildet. Die maximale Abweichung zur analytischen Losung betrigt 0,010244; dies ent-
spricht 1, 68%.
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3.3 Kriging-Verfahren

Mit Kriging wird eine Familie spezieller Interpolationsverfahren bezeichnet, die auf folgendes Pro-
blem zielt:

Die Probenahme an einem Ort liefert Informationen fiir bestimmte raumbezogene Punkte. Es ist aber
dadurch nicht bekannt, welche Werte fiir die zumessenden Variablen zwischen diesen Punkten vorlie-
gen. Kriging ist ein Verfahren, das ermoglicht, die Werte an Zwischenpunkten oder den Durchschnitt
tiber einen gesamten Block zu berechnen. Die verschiedenen Spezialverfahren basieren dabei alle auf
der Bildung gewichteter Mittelwerte der raumbezogenen Variablen. Blockschitzungen sind vorwie-
gend im Bergbau notwendig, wihrend Punktschitzungen fiir Kartendarstellungen eingesetzt werden,
was im Folgenden erldutert wird.

Die einzelnen Kriging-Verfahren unterscheiden sich entweder in der Art der zu schitzenden Ziel-
groBen oder in ihrer methodischen Erweiterung zur Einbeziehung zusitzlicher Informationen.

Zusitzliche Informationen iiber das rdumliche Verhalten einer ortsabhidngigen Variablen bestehen in
der Kenntnis andere Messgrofien, die in Beziehung zu der betrachtenden Variablen stehen. Bekannt
in der hydrogeologischen Praxis sind z.B. korrelierende Wasserinhaltsstoffe oder zeitliche Wiederho-
lungsmessungen von Grundwasserdruckhohen.

Gemeinsam sind allen Kriging-Verfahren die folgenden Vorteile gegeniiber anderen Interpolations-
verfahren:

o Kiriging liefert den "besten” Schitzwert

e Kriging bezieht die Kenntnis der rdaumlichen Struktur der Variablen, das Variogramm, in die
Schitzung mit ein.

o Die individuelle raumliche Anordnung des Messstellennetzes im Bezug auf das Interpolations-
gitter wird beriicksichtigt.

e Die Zuverldssigkeit der Ergebnisse wird fiir jeden Schitzpunkt in Form des Kriging-Fehlers
angegeben.

Beachte:

Auch bei den Kriging-Verfahren muss beachtet werden, dass durch die mathematischen Verfah-
ren keine Informationensgewinn erreicht werden kann. Es wird nur der Informationsgehalt der
Messwerte (Stiitzwerte) verarbeitet. Dabei konnen durchaus Interpolationsergebnisse entstehen, die
physikalischen Gesetzen widersprechen (z. B. Grundwasserisohypsen durch Vorfluter). Will man
physikalisch korrekte Interpolationen erhalten, so ist eine feinquantisierte Simulation mittels phy-
sikalischer Modelle (z. B. Grundwasserstromungsmodelle) notwendig und sinnvoll. Deshalb bieten
derartige Simulationsprogramme interne Grafikroutinen zur Isolinienerzeugung an.

Peter-Wolfgang Griiber Systemanalyse in der Wasserwirtschaft
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Abbildung 3.7: Darstellung des Kriging-Problems

Um die Kriging-Verfahren zu verstehen, miissen folgende Begriffe aus der Geostatistik bekannt sein:

Mittelwert m = — Z Zy
_ f z-p(z)dz

Erwartungswert Elz] = Wobel p(z) die chhtefunktlon ist
Varianz var (Z) = [( EZ ])2} =F [(Z - m)ﬂ
Kovarianz zweier
Zufallsvariablen cov (Z;, Z;) = E[(Zi —m;) (Z; — mj)] = oyj
Korrelations- o i
koeffizient Pij = U?sz-

1 2
Variogramm v (7) = 5F [(Z (? + 7) -z (?)) }

7 ist eine ortsabhingige Zufallsvariable mit n bekannten Messwerten Z,. Die Dichtefunktion p (z)
ist ein MaB dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit Z den Wert z; annimmt. Das Variogramm ist ein
MaS fiir die Variabilitét einer Zufallsfunktion, durch Berechnung der Ungleichheit zweier Werte, die

Punkten mit Abstand den Vektorﬁ> entsprechen.

Dann kann das Kriging-Problem entsprechend Abbildung 3.7 dargestellt werden:

Wir haben eine Anzahl von Messwerten Z (7, ), wobei Z eine Zufallsvariable und 2, die Messstel-

len eines Bereiches D sind.

Wir nehmen dann an, dass Z (2',) eine Untermenge der Zufallsfunktion Z () ist, die folgende

Eigenschaften hat:
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3.3. KRIGING-VERFAHREN

Sie ist eine stationdre Funktion 2. Ordnung, d.h.

1. der Erwartungwert ist konstant iiber dem Bereich D E [Z (7 + ﬁ)] =E|[Z(7)]

2. die Kovarianz zwischen zwei Punkten ist nur vom Vektor f abhingig, der diese Punkte verbindet:
— —
cov[z (?+ h) ,Z(?)} - c(h)

Auf Grund dieser Annahmen wollen wir ein gewichtetes Mittel berechnen, um einen Schitzwert fiir
die Stelle @' zu bekommen

Der Kriging-Schitzer Z* (') stellt eine Linearkombination gewichteter Probenwerte Z; und n be-
nachbarter Punkte dar:

Z*(To) =Y NZ(T5) (3.32)
1=1

Die Gewichte ); sind so zu bestimmen, dass der Schitzwert Z* (7¢) des unbekannten wahren Wertes
die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Z* (7o) sei erwartungstreu, d.h. E* [Z* (T'o) — Z (7)) =0
2. Der mittlere quadratische Fehler E [Z* (7o) — Z (T )]* sei ein Minimum.

Unter der Annahme der Stationaritit ist der Erwartungswert E [Z (z;)] = m und Z (z4) = m. Die
Bedingung 1. (Erwartungstreue) liefert somit:

i=1 i=1 i=1

Hieraus folgt, dass die Summe der Gewichte 1 sein muss.

Mit Hilfe des Variogramms kann der Erwartungswert des quadratischen Fehlers ausgedriickt werden:

E(Z*(To) - Z(T0)) = var (Z* (7o) — Z (7)) (3.34)
=23 Ny (T —T0) = DY NN (T — 7)) — 7 (@ — o)
i=1 i=1j=1

n
Um die Fehlervarianz unter der Nebenbedingung 1 (Z Ai = 1) zu minimieren, wird ein LAGRAN-
i=1
GE-Multiplikator p eingefiihrt. Dann wird folgende Funktion minimiert:

o =var (Z*(To) — Z (7)) — 21 (Z/\l - 1>
i=1

0 0
Das Minimum erhélt man durch Null-Setzen der partiellen Ableitungen —¢ (i=1,..,n)und —¢

O\ ou
Dies fiihrt zu dem linearen Kriging-Gleichungssystem (KGS) mitn + 1 Gléichungen:

n
Z/\jv(ff—m_;)—l—uzv(ﬂ—fé) firi=1,2,...,n
j=1
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In Matrixform wird das KGS wie folgt geschrieben:

v (z1—21) v(T1—T3) Y(x{ —T,) 1 At v (77 — T0)

v (T3 — 1) (23— 13) v (T3 —T0) 1 A2 v (T3 — Zo)

v(@n—x1) (T, —T3) Y (@Tn — ) 1 An v (T — 7o)
1 1 1 0 " 1

Dabei ist im Fall von Punktschitzungen v (z; — 7;) = v (0) = 0, d.h. die Diagonale ist mit Null
besetzt.

— — —
Da im stationiiren Fall die Beziehung ( B ) —C(0)-C ( h ) gilt, kann ( I ) im KGS durch die

Kovarianz C (ﬁ)) ersetzt werden. Dadurch erhélt die Diagonale der Matrix die grof3ten Elemente. In

numerischer Hinsicht ist sie vorzuziehen und daher in den meisten Programmen verwirklicht.

Die Kriging-Schétzvarianz a%( fiir Punktschitzungen ergibt sich aus obigen Gleichungen:
n
ok =var (Z*(To) — Z(T0)) = p+ Y Ny (T, — %) (3.35)
i=1

In einem Sonderfall, bei dem keine rdumliche Abhéngigkeit der Daten existiert, erhélt man fiir die

1

Gewichte \; = —. Der Kriging-Schitzer ist jetzt das einfache arithmetische Mittel der benachbarten
n

Proben.

Folgende Eigenschaften zeichnen den Kriging-Schétzer aus:

e Das KGS ist nur 16sbar, wenn die Determinante der Matrix (-y;;) # 0 ist. Praktisch bedeutet
dies, dass eine Probe nicht doppelt auftreten darf (d.h. mit identischen Koordinaten)

e Kriging liefert einen exakten Interpolator.

e Das KGS héngt nur von ~ (?) bzw. C' (ﬁ) ab, nicht jedoch von den Werten der Variablen

Z in den Probenpunkten z;. Bei identischer Datenkonfiguration braucht das KGS nur ein Mal
geldst zu werden.

o Mit Hilfe des Schitzfehlers ok konnen Vertauungsgrenzen der Schitzung angegeben werden.

In der Praxis ist eine Reihe von Kriging-Verfahren entwickelt und angewandt worden, die komplexere
Situationen betrachten, z.B. instationidre Variablen, Raum-Zeit-Abhéngigkeit usw.
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3.4 Aufgaben

Aufgaben zu 3:
Interpolieren Sie die Aufgaben 1 und 2 mittels der Verfahren:

a) analytische Potenzfunktion

b) LAGRANGEsche Interpolationsformel
¢) NEwWTONSsche Interpolationsformel
d) Spline-Funktion

2

1. Fiir die Funktion der Normalverteilung y(z) = £ \/%2, die auszugsweise tabelliert ist:

T 1,00 | 1,20 | 1,40 | 1,60 |1,80 | 2,00

y(x) = o 0,2420 | 0,1942 | 0,1497 | 0,1109 | 0,0790 | 0,0540

wird der Wert y(z) fiir z = 1,5 gesucht.

2. Interpolieren Sie die Funktion y=+/z fiir die Werte z = 1,03 und x = 1,26 an Hand der
Tabelle.

z 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30

y =v/z || 1,00000 | 1,02470 | 1,04881 | 1,07238 | 1,09544 | 1,11803 | 1,14017

3. Durch die drei Stiitzpunkte (1, —2), (2, 3), (3, 1), ist eine ganze rationale Funktion mdglichst
niedrigen Grades zu legen.
Wie #ndert sich diese Interpolationsfunktion, wenn man auch noch den Stiitzpunkt (4,4) da-
zunimmt?
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