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1 Einleitung

In der Kontinuumsmechanik wird das Verhalten von Kérpern unter dufleren Einwirkungen
untersucht. AuBere Einwirkungen kénnen beispielsweise Krifte, Randverschiebungen oder
eine Erwdrmung des Kérpers sein. Dabei werden von vornherein keinerlei Einschriankungen
hinsichtlich der Grofle der Deformationen bzw. hinsichtlich des vorliegenden Materialver-
haltens getroffen. In diesem Sinne bildet die Kontinuumsmechanik einen gemeinsamen
theoretischen Rahmen fiir so verschiedene Materialien wie Festkorper, Fliissigkeit oder
Gas.

Wihrend die theoretischen Grundlagen der Kontinuumsmechanik seit vielen Jahrzehn-
ten bekannt sind, hat sich ihre Anwendung erst mit dem Aufkommen der Rechentechnik
und der damit verbundenen Entwicklung numerischer Losungsverfahren verbreitet. Heute
bieten die meisten allgemeinen FEM-Programme (z.B. MARC, ABAQUS) die Moglich-
keit, Randwertprobleme unter Beriicksichtigung grofler Verformungen und nichtlinearen
Materialverhaltens zu losen. Dariiberhinaus gibt es auf spezielle Anwendungen zugeschnit-
tene Software, die als Grundlage die nichtlineare Kontinuumsmechanik nutzt. Ein Beispiel
hierfiir ist die Simulation von Umformvorgingen. Fiir den Ingenieur, der die Modellierung
solcher praktischer Probleme unter Nutzung der Rechentechnik durchzufiihren hat, sind

damit Grundkenntnisse des theoretischen Hintergrundes unentbehrlich.

Das wesentliche an einer kontinuumsmechanischen Modellierung besteht darin, dafl der
atomare oder mikrostrukturelle Aufbau der Kérper vollkommen vernachléssigt wird. Der
Koérper wird als strukturloses Kontinuum betrachtet, welches aus einer zusammenhingen-
den Menge materieller Punkte besteht. Diesen Punkten sind Werte physikalischer Gréfien,
wie Verschiebungen oder Spannungen, zugeordnet. Man spricht dann von Feldern, an die
gewisse Stetigkeitsforderungen gestellt werden. Neben der Definition werden die Beziehun-
gen zwischen den physikalischen Gréfen in dem Umfang abgeleitet, dafi die Berechnung
der Bewegung eines Korpers bei vorgegebenen Randbedingungen prinzipiell méglich ist.
Das ist sicher dann der Fall, wenn genau so viele unabhingige Gleichungen zur Verfiigung
stehen, wie unbekannte Gréfien in ihnen vorkommen. Die dazu erforderlichen Gleichungen
lassen sich in drei grofle Gruppen einordnen: den kinematischen Beziehungen, den Bilanz-
gleichungen sowie den konstitutiven Beziehungen. Wihrend die Gleichungen der beiden
ersten Gruppen stoffunabhéngig sind, kommen durch die konstitutiven Beziehungen die
unterschiedlichen Eigenschaften der einzelnen Materialien zum Tragen. Wie bereits oben

angefiihrt, erfolgt dabei die Beschreibung des Materialverhaltens rein phinomenologisch.

Die Gesamtheit der notwendigen Gleichungen zur Losung des Randwertproblems erge-

ben die Feldgleichungen. Es handelt sich dabei in der Regel um ein System gekoppelter
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nichtlinearer partieller Differentialgleichungen. Eine Lésung des Randwertproblems wird
deswegen nur numerisch zu erhalten sein.

Gegenstand des vorliegenden Lehrbriefes ist die Zusammenstellung der Feldgleichungen,
auf die numerische Losung wird dagegen nicht eingegangen. Um bei der Zusammenstellung
der Gleichungen eine gewisse Systematik zu erreichen, ist es sinnvoll, die fiir die Losung
des Randwertproblems gesuchten Funktionen zu definieren. Daraus lassen sich dann An-
haltspunkte ableiten, von welchem prinzipiellen Aufbau der konstitutiven Gleichungen
man auszugehen hat.

Die Darstellung in diesem Lehrbrief erfolgt sowohl in der symbolischen Tensorschreib-
weise als auch der vielleicht etwas bekannteren Koordinatenschreibweise. Durch die sym-
bolische Schreibweise werden besonders die physikalischen Zusammenhénge deutlich, die
unabhéingig von einem speziellen Koordinatensystem Bestand haben. Fiir eine konkrete
Rechnung ist jedoch immer die Koordinatendarstellung erforderlich. In diesem Lehrbrief
wird aus Vereinfachungsgriinden immer ein kartesisches Koordinatensystem vorausgesetzt.
Dadurch soll auch dem Lernenden der Einstieg in die {iberaus interessante aber mitunter
nicht immer einfache Materie erleichtert werden.

Fiir ein tiefergehendes Studium der Kontinuumsmechanik sollen abschlieflend einige Lehr-
biicher genannt werden. In [1] [2] [3] [4] sind die theoretischen Grundlagen umfassend
zusammengestellt. Als deutschsprachige Lehrbiicher sollen [5] [6] [7] erwéhnt werden. Eine
Darstellung der Thermodynamik findet der Leser in [8] [9].



2 Einfiihrung in die Tensorrechnung

2.1 Begriffe und Vereinbarungen

Physikalische Groflen, die einen Richtungsbezug besitzen, bezeichnet man als Tensoren.
Die Anzahl der unabhingigen Richtungen legt die Stufe der Tensorgréfie fest. Tensoren 0.
Stufe, d.h. Groflen, wie z.B. Arbeit, Leistung, Dichte, die keinen Richtungsbezug aufwei-
sen, heiflen Skalare. Die Vektorgrofien (z.B. Kraft, Verschiebung, Geschwindigkeit) sind
Tensoren 1. Stufe. Fiir tensorielle Gré8en 2. Stufe (z.B. Spannung, Verzerrung) und hoher-
er Stufe existieren keine speziellen Bezeichnungen. Generell sind Tensoren reale physika-
lische Groflen, die unabhéngig vom 'Betrachter’ und der Wahl eines Koordinatensystems
existieren. Diese Eigenschaft driickt die symbolische Schreibweise unmittelbar aus. Sie
erlaubt es, die zu erarbeitenden physikalischen Zusammenhénge recht iibersichtlich dar-
zustellen. Nachteilig steht diesem Vorzug gegeniiber, dafl eine Vielzahl neuer ’Begriffe’
und ’'Regeln’ zu definieren sind. In diesem Lehrbrief sollen einfache Buchstaben, einfache
Buchstaben mit Pfeil sowie fettgedruckte Buchstaben die Symbolik fiir Tensoren nullter
bis zweiter Stufe bilden, z.B.

o - Tensor 0. Stufe (Skalar)
¥ - Tensor 1. Stufe (Vektor)

o - Tensor 2. Stufe.

Damit sind die wichtigsten Tensoren der Kontinuumsmechanik eindeutig unterscheidbar.
3—’
Ein Tensor 3. Stufe, der Permutationstensor FE wird als Hilfsgrofle fiir vektorielle Produkte
4
eingefiithrt. Die Materialtheorie benétigt zumindest Tensoren 4. Stufe (z.B. £ oder C),

héufiger aber einen ganzen Satz von Tensoren geradzahliger Stufen hoher als 4.

Aussagen zum quantitativen Verhalten von Tensoren setzen eine Vektorbasis voraus. In der
Wahl des Basissystems besteht eine gewisse Willkiir. Die bekannteste und einfachste Basis
ist die orthonormierte Basis eines kartesischen Koordinatensystems. Fiir die Skalarproduk-

te der drei senkrecht aufeinanderstehenden Einheitsvektoren {€}, €5, €5} = {€k}r—1,2,3 gilt

1 fir k=m
€k €m = Opm = . (2.1)
0 fir k#m

Festgelegt wird, daf} die lateinischen Indizes immer die Werte 1,2,3 durchlaufen. Die Be-
ziehung (2.1) enthélt die Definition des KRONECKER-Symbols dg,,,. Die Darstellung eines
Tensors 1. und 2. Stufe beziiglich dieser Basis fiihrt auf

U = vy €1 + V3 €3 + V3 €3 = U, €

(2.2)
02011€1®€1+012€1®€2+"'+U33€3®€3:Ukm€k®€m
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Dabei gilt als vereinbart, dafl in einem Ausdruck iiber doppelt auftretende Indizes generell
von 1 bis 3 summiert wird (EINSTEIN’sche Summationsvereinbarung). Die drei Vektoren
V1 €1, V9 €5 und vz €3 bezeichnet man als die Komponenten und die drei Werte vq, vq, v3
als die Koordinaten eines Tensors 1. Stufe. Analog besteht ein Tensor 2. Stufe aus 9
Komponenten o4 €; ®€7 bis 033 €3®€3 und besitzt 9 unabhiingige Koordinaten o1 bis 033.
Mit dem Symbol '®’ wird das dyadische Produkt gekennzeichnet, bei dem im Gegensatz
zu anderen Produktbildungen die Richtungseigenschaft erhalten bleibt. Damit ist auch
die Darstellung beliebiger Tensoren n-ter Stufe eindeutig festgelegt. So gilt z.B. fiir einen
Tensor 4. Stufe

4 =
C=Chimn€r Q€ D€y R E, . (2.3)
Zu beachten ist, daf i.a. zu jeder Kombination der dyadischen Produkte der Basisvektoren

ein Tensorkoordinatenwert existiert, und somit
o12€1 Q € 75 09162 ® €, und o019 75 091 (24)

gilt.

2.2 Tensorkoordinatentransformation

Da die Wahl des Basissystems willkiirlich ist, andererseits aber in jedem Basissystem der
gleiche physikalische Sachverhalt beschrieben werden muf, existieren eindeutige Regeln
zur Umrechnung der Tensorkoordinaten beziiglich der verschiedenen Basissysteme. Diese
Transformationsregeln werden hdufig als die kennzeichnende Eigenschaft von Tensoren
betrachtet. Zur Erlduterung dieses Sachverhaltes soll eine zweite orthonormierte Basis
{€x} = {€1, €z, €3} eingefithrt werden, die gegeniiber {€)} beliebig gedreht ist. Die Ska-
larprodukte dieser Basisvektoren

é}c : é}( = Ckg = |€k| ‘é}(‘ COS(gk,gK) (25)

definieren die Transformationskoeffizienten cyx, die im betrachteten Fall identisch mit
dem jeweiligen Kosinus des Winkels zwischen den zugehorigen Basisvektoren sind. Der
Sonderfall, dal beide Systeme identisch sind, liefert

5 o 1 fir k=K
CLKk — € * €K :5191( = . (26)
0 fir k#K

Fiir einen Vektor folgt, ausgehend von der Identitét

U= Vg _‘lc = Vg é}( (27)
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nach Skalarmultiplikation mit dem Vektor €, unter Beachtung von (2.1), (2.5) sowie der
"Austauschregel’

Vg Ok = Um (2.8)

sofort die "Transformationsregel’
Vi = Coic VK - (2.9)
Das analoge Vorgehen auf der Basis der skalaren Multiplikation von (2.7) mit &y, liefert
UM = CkM Uk - (2.10)

Bei Tensoren zweiter und hoherer Stufe miissen mehrfache skalare Multiplikationen aus-

gefiihrt werden. Die Ergebnisse fiir einen Tensor 2. Stufe lauten dann

Okm = CkK CoM OKM 5, OKM = CkK CmM Okm - (2.11)

Der in (2.6) beschriebene Sonderfall der Identitit der beiden Basissysteme wiirde in (2.9)
und (2.11) zu

Un =O0mk Uk , Okm = 5ch 5mM OKM (2-12)

fithren, d.h. die Transformationsregeln werden durch Austauschregeln wiedergegeben.

2.3 Tensoralgebra

Eine Tensoraddition ist fiir Tensoren gleichen physikalischen Typs und gleicher Stufe
moglich, z.B.

T=0'4+9* , o=0c'+o’. (2.13)

Werden die beteiligten Tensoren beziiglich der gleichen Basis dargestellt, dann liefert der

Koordinatenvergleich
Vg = Vg + U, Okm = Opm + Opon - (2.14)

Die allgemeine Tensormultiplikation von einem Tensor m-ter Stufe mit einem Tensor n-ter
Stufe fithrt auf einen Tensor (m+n)-ter Stufe, z.B.

4 -
C=aocd
Cklmn gk: ®é‘l ®€m ®€n = Okl gk ®€l dmn gm ®€n (215)

Cklmn = Okl dmn .
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Werden bei der Multiplikation bestimmte Basisvektoren skalar miteinander verkniipft,
dann vermindert sich die Stufe des Ergebnistensors dieses ’verjiingenden Produktes’ um

zZwei:
C=0-d
Chn €k ® € = 0k1€k Oty A€y (2.16)
Ckn = o1 din -

In der symbolischen Schreibweise ist neben dem speziellen Operationszeichen -’ die Fest-
legung erforderlich, dafl der letzte Basisvektor des ersten Tensors mit dem ersten des
zweiten Tensors verkniipft wird. Bei hoheren verjiingenden Produkten wird diese Zuord-

nung sinngeméf iibertragen. So gilt z.B.
C=0:d , C=o0pndmn (2.17)
Das vektorielle Produkt
c=axb (2.18)

definiert einen Vektor ¢, der auf der von @ und b aufgespannten Ebene senkrecht steht
und den Betrag |& = |@| |b] sin(@, b) besitzt. Dabei bilden @,b, ein Rechtssystem. Die
Einfiihrung der Koordinatenschreibweise in (2.18) fiihrt zunéchst auf

Ck €k = € X by, €, = (€, X €p) ay by

nach skalarer Multiplikation dieser Beziehung mit €,, unter Beachtung der Austauschregel

zu
Cn = Ep - (€1 X €n) a; by,
und nach Umbenennung des Index n in k£ auf
ck = € - (€ X En) a1 by, = €gim ay by, (2.19)
Dabei werden mit dem Spatprodukt

€kim = €k * (51 X 5m) = [ k lgm] (2-20)

3.
die Koordinaten eines Tensors 3. Stufe F = e, €x ® € ® €, definiert. Dieser "Per-
mutationstensor’ ermdoglicht die Darstellung des vektoriellen Produktes in symbolischer

Schreibweise durch

¢=(E-T)-a. (2.21)
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Infolge der orthonormierten Basis sowie der Eigenschaften des Spatproduktes besitzen die
Koordinaten des Permutationstensors die Werte

1 fiir k,l,m=1,2,3 zyklisch
€pim = § —1 fiir k,l,m=3,2,1 zyklisch . (2.22)

0 sonst

2.4 Tensoren 2. Stufe

Wie bereits erwiahnt, besitzen Tensoren 2. Stufe in der Kontinuumsmechanik eine besonde-
re Bedeutung. In Analogie zur Matrixrechnung sollen daher einige spezielle Eigenschaften
und Definitionen bereitgestellt werden. Der zu o = oy, €; ® €, transponierte Tensor o’

wird durch eine vertauschte Anordnung der Basisvektoren definiert
0" = O € @ € . (2.23)

Ein Tensor 2. Stufe heifit symmetrisch, wenn

oc=0" bzw. Opm = Omk (2.24)
und antimetrisch, falls
o=—-0' bzw. Opm = —Omk (2.25)
gelten. Mit
0':1(0'+0'T)+1(0'—0'T)
2 ) (2.26)
— O,S + o,a

kann ein beliebiger Tensor 2. Stufe in einen symmetrischen und antimetrischen Tensor

zerlegt werden. Die zugeordneten Koordinatenbeziehungen lauten

1 1

T@tkm = 2 (Okm + Tmk) 0@tk = 2 (Okm — Omk) - (2.27)

Der zu o inverse Tensor o~ ! erfiillt die Bedingung
o co=1 , ak_ﬁl Omi = Okl , (2.28)
wobei mit I = d;; €}, ® €; der "Einheitstensor 2. Stufe’ definiert wurde. Falls
-1 T -1

o '=a" |, o, =0}.=0m (2.29)

gilt, bezeichnet man o als 'orthogonalen Tensor’.
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Ein symmetrischer Tensor 2. Stufe ist immer beziiglich einer orthonormierten Basis
{Potoermm ~ mit  |he| =1 (2.30)
darstellbar, so dafl
o = 011hy ® hy + 0 hr ® hur + o har ® har

L. L. (2.31)
= Zaaha®ha = O(a) he ® hq

durch die 3 Werte o, = {o77,0nm, omm} physikalisch dquivalent beschrieben werden
kann. In (2.31) wurde als neue Regel eingefiihrt, daf§ ein eingeklammerter Index von der
Summation ausgeschlossen wird. Mit dem Ansatz i_ia = Caqm €m folgt unter Beachtung der

Transformations- und Austauschregel aus dem Skalarprodukt
o- ﬁa = Okm Cam €k = 0(a) Okm Cam €k (2.32)
ein homogenes Gleichungssystem der Form
(Okm = O(a) Okm) Cam =0 (2.33)

fiir die Transformationskoeffizienten c,,,. Eine nichttriviale Losung dieses Gleichungssy-

stems erfordert, dafl die Determinante der Systemmatrix Null ist
det[okm — () Okm] =0 . (2.34)
Dies fiihrt auf eine Eigenwertgleichung 3. Grades
0oy =17 00y + 15 0(a) = I = 0 (2.35)
mit
I7 =tr(o) = ok
15 = 5(0kk Omm — Okm Okm) (2.36)
I = detlo] = éeklm €rst Okr Ols Ot

die fiir symmetrische, positiv definite Tensoren 2. Stufe immer drei reelle Lésungen o,

besitzt. Ordnet man diese 'Hauptwerte’ der Gré8e nach, so gilt
01 2 Ogm 2 O -

Fiir jeden Wert o, kann (2.33) gelost werden, so da8 damit die 9 Werte fiir c,,, vorliegen,
die die Richtung der Hauptachsenbasis {h,} beziiglich {€,,} eindeutig festlegen. Das Glei-
chungssystem (2.33) ist allerdings linear abhéngig. Deshalb muf} jeweils eine Gleichung
gestrichen und durch die "Einheitsbedingung’

B(a) ' ﬁ(a) =1 = cla)k C(ak (2.37)
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ersetzt werden. Nach dem Wurzelsatz der Algebra besitzt die Gleichung
(0(a) = 1) (0(a) — o) (0(a) — Omr) = 0 (2.38)
genau die Losung o, = {o,01,0m}. Die Uberfiihrung von (2.38) in die Normalform
(2.35) liefert fiir die in (2.36) definierten Groflen die Vorschrift
If =07 +U[[ +UIII
I =oroq +opom+omor (2.39)
I?‘,’ =0ronomr -

Die 3 Werte I7 (i = 1,2, 3) sind also unabhéngig von der gewéhlten Basis und werden als

die Invarianten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe bezeichnet.

2.5 Tensorfelder

Fiir die Kontinuumsmechanik ist typisch, daf} alle auftretenden Tensoren Funktionen vom
Ort und der Zeit sind. Diese Tatsache wurde in den bisherigen Ausfithrungen noch nicht
beriicksichtigt. Eine tensorielle Gréfie heifit Tensorfeld, wenn eine eindeutige Zuordnung

zum Raumpunkt vorliegt. Im EUKLID’schen Raum wird ein Punkt durch den Ortsvektor

beschrieben. Die kartesischen Koordinatenwerte x; sind hierbei die Ortsvariablen. Fiir
Tensorfelder besteht iiber die bereits behandelten Operationen hinaus die Méglichkeit, Dif-
ferentiationen nach den Ortsvariablen auszufiihren. Unter Beachtung der Ortsunabhéngig-

keit der orthonormierten Basis {e}} liefert z.B. die partielle Ortsableitung von (2.40)

or 0z,
z = —— €k = Tkm €k = Okm €k = 6, 241
m axm axm k k,m €k km Ck — Em ( )
Die ’gerichtete Ableitung’ wird mit dem NABLA-Operator gekennzeichnet, z.B.
60’ =0 é}c . (242)

Dieser Differentialoperator erzeugt im allgemeinen Fall aus einem Tensor n-ter Stufe nach
der Multiplikationsregel (2.15) einen Tensor (n+1)-ter Stufe. Das Skalarprodukt mit dem
NABLA-Operator fiihrt dagegen auf einen Tensor (n—1)-ter Stufe. Beispiele dafiir sowie

die zugehorigen Koordinatenbeziehungen sind:

§=Ve=gradp , g =g,
L=V7d , Lim = vem
c=V - -7=divi , C= Uk
W=V X T=rot7 , W = €lmn Vn,m, - (2.43)
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Zu beachten ist, dafl die Koordinatenschreibweise diese spezielle Symbolik nicht erfordert,
da in (2.5) @k , Vk,m sowie vy eindeutige Vorschriften sind.

Zur Integration von Tensorfeldern existieren eine Reihe von Integralsétzen. Voraussetzung
ist, dafl der Tensor in einem Gebiet V stetig ist und stetige erste partielle Ableitungen hat.
Dieses Gebiet wird von der Oberfliche A abgeschlossen, die bis auf eine endliche Anzahl
von Kanten und Ecken stetig ist. Eine besondere Bedeutung in der Kontinuumsmechanik
besitzt der GAUSS’sche Integralsatz

/ﬁ-{dvz/f’-dﬁ (2.44)

14 A

in symbolischer bzw.

/tk,k dV = /tk N dA (245)
Vv A

in Koordinatenschreibweise. Dabei bezeichnen dA = 7 dA den gerichteten Flichenele-

mentvektor und 77 den auswértsgerichteten Normaleneinheitsvektor.
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3 Konfiguration, Betrachtungsweise und Bewegung

Die Bewegung eines Korpers kann angesehen werden als zeitliche Abfolge unterschiedlicher
Konfigurationen. Dabei wird zunéichst davon ausgegangen, dafl der Korper in seinem Aus-
gangszustand (Volumen V', Oberfliche A) zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben ist (Abbildung
1). Die Beschreibung des Ausgangszustandes erfolgt in einem kartesischen Koordinaten-

Ausgangszustand
t=0

A Momentanzustand
t>0

Abbildung 1: Unterschiedliche Konfigurationen eines materiellen Korpers

system mit den Basisvektoren €x = {€},€5,€3} und den Koordinaten Xg. Durch das
Wertetripel (X7, Xs, X3) bzw. durch den Ortsvektor

X = Xgéx (3.1)
wird damit ein bestimmtes materielles Teilchen identifiziert. Die Koordinaten Xy des

materiellen Teilchens dndern sich mit der Bewegung nicht, sie sind zeitunabhéngig.

Zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 hat sich der Kérper gegeniiber dem Ausgangszu-
stand verformt und liegt in der Momentankonfiguration (Volumen v, Oberfliche a) vor.
Zur Beschreibung der Momentankonfiguration dient der Ortsvektor Z, der beziiglich der

gleichen kartesischen Basis € = € = {€1, 3, €3} die Koordinaten zj, d.h. die Darstellung
hat. Mit dem Wertetripel x1, 9, x5 wird im Unterschied zu den Koordinaten des Aus-
gangszustandes ein Punkt des Raumes identifiziert.

Die strikte Trennung zwischen dem materiellen Teilchen, welches zu jedem Zeitpunkt
durch die konstanten Koordinaten Xy des Ausgangszustandes gekennzeichnet ist, und

einem bestimmten Ort des Raumes, der durch die Koordinaten z, gekennzeichnet wird,
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ist fiir das Verstdndnis duflerst wichtig. Mit dem Bezug auf das gleiche Kartesische Ko-
ordinatensystem {€x} = {é} liegt der in Abschnitt 2.2 erliuterte Sonderfall vor, fiir den
(2.6) und (2.12) gilt.

Die Bewegung des Korpers ist nun vollstindig bekannt, wenn zu jedem Zeitpunkt fiir
jedes materielle Teilchen angegeben werden kann, an welchem Ort des dreidimensionalen

Raumes es sich befindet. Das geschieht durch die hinreichend glatten Funktionen
g=zX,t) ,  xp=zx(Xu,t), (3.3)

die gleichzeitig die gesuchten Felder fiir die Losung des kontinuumsmechanischen Rand-

wertproblems sind.

Werden in der hier dargelegten Weise und in Ubereinstimmung zu (3.3) die noch zu definie-
renden und fiir die Lésung des Randwertproblems notwendigen kontinuumsmechanischen
Groflen wie Verschiebungen, Spannungen, Verzerrungen u.s.w. als Funktionen der Koordi-
naten X des Ausgangszustandes angesehen, spricht man von der LAGRANGE’schen oder
materiellen Betrachtungsweise. Eine solche Formulierung bietet vor allem dann Vorteile,
wenn wie zunédchst vorausgesetzt, der Ausgangszustand bekannt ist und die Bewegung der
einzelnen materiellen Teilchen verfolgt werden soll. Diese Situation ist bei der Untersu-
chung von Festkoérpern in der Regel gegeben.

Daneben gibt es vor allem in der Stromungsmechanik den Fall, daf§ die Verfolgung der
Bahn des einzelnen Teilchens viel zu aufwendig und auch gar nicht von Interesse ist. Viel
entscheidender sind dann beispielsweise die ortlichen Druck- oder Geschwindigkeitsvertei-
lungen in einem bestimmten Kontrollvolumen (z.B. einer Rohrleitung, einer Diise 0.4.).
Unter diesen Umsténden ist es zweckmiflig, als unabhéngige Ortsvariablen fiir die vor-
kommenden Tensorfelder die Koordinaten z; der Raumpunkte des Kontrollvolumens zu
verwenden. Man spricht dann von der EULER’schen oder rdumlichen Betrachtungswei-
se. Da es in diesem Fall den Ausgangszustand nicht mehr gibt, kénnen auch (3.3) nicht
mehr die gesuchten Funktionen des Randwertproblems sein. An ihre Stelle treten in der
EULER’schen Betrachtungsweise das Geschwindigkeitsfeld v = ¥(Z,t) und das Dichtefeld
0= o(Z,1).

Desweiteren werden in der Kontinuumsmechanik physikalische Gréflen (Skalare, Vekto-
ren, Tensoren) verwendet, die von ihrer Definition her einer bestimmten Konfiguration
zugeordnet bzw. auf eine Konfiguration bezogen sind. Um zu einer méglichst {iberschau-
baren Darstellung der Kontinuumsmechanik zu gelangen, werden in der Regel bei der
LAGRANGE’schen Betrachtungsweise solche Groflen verwendet, die auf den Ausgangszu-
stand bezogen sind, und bei der EULER’schen Betrachtungsweise diejenigen, die auf den

Momentanzustand bezogen sind. In Ubereinstimmung mit den gewihlten unabhiingigen



3 KONFIGURATION, BETRACHTUNGSWEISE UND BEWEGUNG 15

Ortsvariablen entsprechend (3.1) und (3.2) werden dann fiir die Koordinatendarstellungen
von Tensoren auch die zugehorigen Basisvektoren mit jeweils grofien und kleinen Indizes
verwendet. Fiir das Beispiel der Tensoren 2. Stufe T,t lauten die verwendeten Darstel-

lungen fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise
T =T(Xum,t) =Tkr(Xum,t) €k Q€ (3.4)
und fiir die EULER’sche Betrachtungsweise
t =t(Tm, t) = tiy(Tm, t) 6k R € . (3.5)

Daneben gibt es aber noch physikalische Groflen, die beiden Konfigurationen zugeordnet
sind und fiir die eine gemischte Koordinatendarstellung vorzuziehen ist.

Weiterhin ist in der Kontinuumsmechanik die zeitliche Anderung einer physikalischen
Grofle f fiir den Fall, daf3 sich das materielle Teilchen, dem die Grofle zugeordent ist, nicht
dndert, von groflem Interesse. Man nennt diese Zeitableitungen materielle Zeitableitungen
und kennzeichnet sie durch
Df
Dt

. Of

~ f (3.6)

O | % —konst. '
Die Auswertung von (3.6) ist fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise besonders ein-
fach, weil die physikalische Gréfe f als Funktion von X ,t verwendet wird. Damit geht die
materielle Zeitableitung in die einfache partielle Zeitableitung iiber. Etwas komplizierter
ist die Situation bei der EULER’schen Betrachtungsweise, weil hier die physikalische Groéfie
f eine Funktion von 7t ist, wobei sich die Position & eines festen materiellen Teilchens
entsprechend (3.3) selbst zeitlich dndert. Deswegen tritt nach Anwendung der Kettenregel
neben der partiellen Zeitableitung noch ein Zusatzglied auf. Die materielle Zeitableitung

von f kann somit durch

F(Xp,1) = 3f(giL,t)

(3.7)
. _ Of(at) | Of(w,t) Oz, Of  Of
flant) = =—5—+ o ot ot or,. "

angegeben werden.

Abschlieflend noch eine Bemerkung zu den Bewegungsfunktionen (3.3): Aufgrund der Un-
durchdringlichkeit der Materie, d.h es kénnen sich nicht gleichzeitig zwei unterschiedliche
materielle Teilchen am selben Raumpunkt befinden, miissen die Funktionen (3.3) eindeu-

tig umkehrbar sein. Diese Forderung ist erfiillt, wenn fiir die Funktionaldeterminante

J = det(z) # 0 (3.8)
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gilt. Damit existiert auch zu (3.3) die Umkehrfunktion
X =X@Z®),t) , Xk=Xx(@m(),t), (3.9)

die angibt, welches materielle Teilchen sich an einem vorgegebenen Raumpunkt zur Zeit
t befindet.
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4 Kinematik

4.1 Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Der Verschiebungsvektor @ kennzeichnet gemé&f

—

i=7-X (4.1)

die Differenz zwischen der momentanen und der Ausgangslage des entsprechenden ma-
teriellen Teilchens. Er ist beiden Konfigurationen in gleicher Weise zugeordnet und kann
durch

UK(XMat) = mk(XMat) - XK

4.2
uk(fmat) = Tk — XK(xn‘wt) ( )

sowohl als Funktion von X ,tin der LAGRANGE’schen als auch als Funktion von 7, ¢ in der
EULER’schen Betrachtungsweise verwendet werden. In (4.2) werden jeweils gleiche Werte

der kleinen und groflen Koordinatenindizes vorausgesetzt.

Der Geschwindigkeitsvektor
U:Ukék :UKgK (43)

des materiellen Teilchens ist definiert als die zeitliche Anderung seiner Lage. Fiir ihn gilt

allgemein
T=2=1a ,  vp=adk="1p. (4.4)

und entsprechend (3.7) erhiilt man fiir die Koordinaten in (4.3) die beiden unterschiedli-

chen Darstellungsformen

_ Orp(Xar,t)  Oug (X, t)

X = = X
vk (X, 1) 5 5 i (X, t) ws)
Oug(Tm, t) '
(T, t) = =05 + Uk, U, -

Fiir die EULER’sche Betrachtungsweise kénnen die Koordinaten des Geschwindigkeits-
vektors nicht als materielle Zeitableitung der Ortskoordinaten des materiellen Teilchens
verwendet werden, weil die Koordinaten z; die unabhéngigen Ortskoordinaten und damit
selbst zeitunabhéngig sind. Wie schon betont, spielt das Geschwindigkeitsfeld die Rolle

einer gesuchten Funktion.

Der Beschleunigungsvektor

4d=a€, = g€ (4.6)
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ergibt sich aus der materiellen Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors

des materiellen Teilchens. Die Darstellung der Beschleunigung fiir die LAGRANGE’sche
und EULER’sche Betrachtungsweise ergeben sich damit analog (4.5) zu

O vx (X, t
axe(Xar 1) = % 4
0 Vg (T, t) (48)
ag (T, t) = o + Vk,m Um

4.2 Deformationen und Verzerrungen
4.2.1 Definition von Deformations- und Verzerrungstensoren

Verzerrungen liefern eine Aussage dariiber, wie sich ein materielles Teilchen deformiert hat,
d.h. wie sich Langen und Winkel materieller Linienelemente infolge der Bewegung geéindert
haben. Dabei wird ein Vergleich zwischen Ausgangs- und Momentankonfiguration durch-
gefithrt. Eine Aussage iiber den zeitlichen Verlauf der Bewegung ist im Deformations-

bzw. Verzerrungsmaf} nicht enthalten. In Abbildung 2 ist die Situation fiir den materiellen

Ausgangszustand
t=0

Momentanzustand

u+du t >0

Abbildung 2: Materielle Linienelemente im Ausgangs- und Momentanzustand

Punkt P dargestellt. Das materielle Linienelement dX = dX K €x des Ausgangszustandes
geht iiber in d¥ = dxy €x im Momentanzustand, wobei sich die Koordinatendifferentiale
aus (3.3) und (3.9) zu

d.’L‘l = l‘l’LdXL y dXL = XLyld.’L‘l (49)
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ergeben. Zur Umrechnung der Linienelemente wird eine neue Grofle, der Deformations-
gradient F so eingefiihrt, daf} die beiden Beziehungen

dt=F-dX , dX=F'.-dz (4.10)

gelten. Damit stellt der Deformationsgradient eine Verbindung zwischen Ausgangs- und
Momentankonfiguration her, weswegen die Koordinatendarstellung in der Regel mit ge-

mischten Indizes unter Beachtung von (4.9) geméi8

0% L 40X
FZEZFkKek@)eK s FIZ%:FKEEK(@@]C
FkK = Tg,K y FI;I}: = XK,k (411)

verwendet werden. Man bezeichnet solche Groflen auch als Zweipunkttensorfelder. Wegen

(3.8) gilt fiir die Determinante von F

J = det(ml,M) = det(ﬂM)
1
= 6 €lmn €EPQR FlPFmQFnR (4-12)

£0.

Der Ubergang des materiellen Linienelementes von dX zu d setzt sich aus einer Liangen-
dnderung und einer Drehung zusammen. Beide Anteile sind im Deformationsgradienten
enthalten. Fiir die Berechnung von Verzerrungen ist es notwendig, diese Anteile zu trennen,
da eine starre Drehung des materiellen Teilchens nicht zu einer Verzerrung fiihrt. Fiir die
Aufteilung des Deformationsgradienten gibt es ausgehend vom polaren Zerlegungstheorem
dazu die beiden Moglichkeiten

F=R-U=V: R. (4.13)
Dabei ist R ein orthogonaler Tensor
R!'=RT | Ry = Rny, (4.14)

der eine reine starre Drehung des materiellen Teilchens bewirkt. Die beiden Tensoren U
und V sind symmetrisch und positiv definit. Sie enthalten die Deformation des Teilchens,
wobei entsprechend dem Aufbau von (4.13) U als rechter Strecktensor und V als lin-
ker Strecktensor bezeichnet wird. Damit kann (4.13) so interpretiert werden, daf§ einmal
das materielle Teilchen zuerst gedreht und anschliefend in der momentanen Position ge-

streckt wird oder umgekehrt, zuerst in der Ausgangslage gestreckt und danach starr in die
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Momentanlage gedreht wird. Demzufolge ist auch U = Upy €y ® €n auf den Ausgangs-
zustand und V = V,,,,, €,, ® €,, auf den Momentanzustand bezogen. Damit ergibt sich die

Koordinatendarstellung von (4.13) zu
Unter Beachtung von (4.13) und (4.14) kann die Umrechnung durch

V=R -U-R” , Vinn = Rimgq Ugr Rin
U=RT.-V-R s Uun = Rep Via Rin (4.16)

erfolgen.

Eine Moglichkeit, Deformationstensoren aus dem Deformationsgradienten abzuleiten, oh-
ne die polare Zerlegung (4.13) ausfithren zu miissen, besteht in der Einfithrung der sym-

metrischen Tensoren

C=F".F=U"-R"-R-U=U?

B=F-F ' =V.R-R"- V' =V?2, (4.17)
wobei C als Rechts-CAUCHY-GREEN-Deformationstensor und B als Links-CAUCHY-
GREEN-Deformationstensor bezeichnet wird. Wie man sieht, wird dadurch die starre

Drehung R eliminiert. Die physikalische Bedeutung dieser Tensoren ergibt sich aus der
Berechnung des differentiellen Bogenelementes in der Form

ds?* = dz-dit = (F-dX)-(F-dX) = dX-(F'.F).dX = dX-C-dX
1

o o 4.18
dS? =dX-dX = (F_l-d:i')-(F_ -d¥) = di"-(F_T-F_l)-da?: dz-B~l.d¥ ( )

bzw. in Koordinatenschreibweise
ds® = Crp dXgdX , ds? = B,;ll dxpdz; . (4.19)

Die Quadrate der Bogenldngendifferentiale werden durch die jeweiligen Koordinatendiffe-
rentiale der anderen Konfiguration ausgedriickt. Die Tensoren C, B ' kénnen analog zu
U,V als Deformationstensoren aufgefafit werden, die alle fiir den unverzerrten Zustand

in den Einheitstensor I iibergehen.

Aus der Differenz der Quadrate der beiden Bogenlidngendifferentiale werden geméf
ds? — dS? = 2dX -E-dX = 2 dz-e-d& (4.20)

der auf die Ausgangskonfiguration bezogene LAGRANGEsche Verzerrungstensor E sowie

der auf die Momentankonfiguration bezogene EULERsche Verzerrungstensor e definiert.



4 KINEMATIK 21

Der Bezug zu den jeweiligen Konfigurationen ist in (4.20) an den zugeordneten materi-
ellen Linienelementen zu erkennen. Darin driickt sich eine physikalische Eigenschaft des
jeweiligen Tensors aus, die unabhingig von einer Koordinatendarstellung besteht. Beide
Verzerrungstensoren E und e verschwinden fiir den unverzerrten Zustand. Sie berechnen

sich unter Beachtung von (4.18) aus

1 1,
E=_(C-D)=_(U"-T)

(4.21)
e= 1(I -BY) = 1(I -V
2 2
bzw. in Koordinatenschreibweise
1 1 1
EKL = §(CKL —_ 5KL) y €l = 5(51‘;1 - Bkl ) . (422)

Die Umrechnung der beiden Verzerrungstensoren ergibt sich direkt aus (4.20) unter Be-

achtung von (4.10) zu

E=F".e.F e=FT.E.F!

Exm = Tk k €km Tm,m ekm = Xik P Xvrym - (4.23)

Eine ausgehend von (4.21) verallgemeinerte Definition von Verzerrungstensoren ist durch

1 1 o
Em = —(U"-1) , em=_I1-V™) (4.24)

m

gegeben, wobei alle fiir den unverzerrten Zustand sich zu 0 ergeben. Ein hiufig verwendete

Sonderfall ergibt sich fiir m = 0, fiir den die logarithmischen Verzerrungstensoren
®=InU : p=InV (4.25)

definiert sind. Auf ihre Koordinatendarstellung wird im Abschnitt 4.2.3 noch eingegangen.

Um abschlieBend zu einer gewissen Interpretation der Koordinaten der oben eingefiihr-
ten Verzerrungstensoren zu gelangen, wird die Streckung einer materiellen Faser infolge
der Deformation untersucht. Dabei ist die materielle Faser zunéchst im Ausgangszustand
durch den Einheitsvektor N = Ny & im Punkt P gegeben. Durch die Bewegung veréndert
diese Faser ihre Richtung und soll im Momentanzustand in Richtung des Einheitsvektors
i = ngé im Punkt P’ verlaufen. Als Streckung der Faser bezeichnet man die reine

Verldngerung, die unabhéngig von der Drehung durch

ds

A~: - = ——
N = A s

(4.26)
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gegeben ist. Der Zusammenhang zwischen den Einheitsvektoren der Richtung der mate-
riellen Fasern und den Koordinatendifferentialen ergibt sich aus

X dX  dXgeéx N o L dZ dx @ B
= 5 = = e , N=—5 = =N.ée
dX|  dS e dz] —  ds .
Np = 2 =, 4.27
K= 74s L (4.27)
Einsetzen von (4.2.1) in (4.19) ergibt
d82 = CKLNKNL d52 y d52 = Bk_llnknl d82 (428)

und schlief$lich

1
AN: \/CKLNKNL ; )\ﬁ: pa——— (429)
,/B,;llnknl

Werden z.B. zwei unterschiedliche materielle Linienelemente untersucht, die im ersten
Fall die Richtung der €;-Achse im Ausgangszustand und im zweiten Fall die Richtung der

€1-Achse im Momentanzustand einnehmen, so gilt zunéchst

N1:1,N2:N3:0 5 n1=1,n2=n3=0 (430)
und damit
1
Bll

Analoge Beziehungen erhilt man, wenn man die Linienelemente jeweils in Richtung der €5-
und €3-Achse wihlt. Mit den Koordinaten C11, Co und Cs3 bzw. Bi1, By und B33z werden
also die Streckungsquadrate von Linienelementen angegeben, die im Ausgangs- bzw. Mo-
mentanzustand in Richtung von €}, €; und €3 zeigen. Eine Interpretation der gemischten
Koordinaten von C bzw. B findet man, wenn das Skalarprodukt der Linienelemente von

zwei verschiedenen materiellen Fasern untersucht wird. Zunéchst gilt analog zu (4.2.1)

dX =dSN  dX =dSN |, di=dbi  di=di7
dXx = dSNyx dXg=dSNg , dog=dshy, dog = déhy . (4.32)

Jetzt bildet man folgende Skalarprodukte

1_, 2_, 1 21 2 1 2 1_, 2_, 1 2
dX - dX = dSASN g Nk = dSdS cos(N, N) = dSdS cos(a4)
2
7

d7-di = dsdihube = dbd3 cos(it, i) = db db cos(an) . (4.33)
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Mit Hilfe von (4.18) erhélt man
d7-d7 = dX-C-dX = dSdSN-C-N  dX-dX = d#-B~'-di = dsd37- B~'-ii
dsd3 cos(an) = dSASN,CpyyNy  dSdS cos(as) = dbddty B f . (

Bei Beachtung von (4.26) folgt

cos(aa)

]{/‘LCLMKTM = )\1)\2 COS(O!M) hl Bl_ml ﬁm = PO (435)
112
Wihlt man nun
L 1
N=¢ n =€
2
]\7 - _’2 %: _'2 , (436)
so berechnet man
Ciae = Mg cos(ay) By, = cos(aa) (4.37)

Kennt man also A\; und Ay bzw. C; und Coy bzw. Bi; und Bsjs so erhilt man aus Cia
bzw. By, Informationen iiber die Anderung von urspriinglich bzw. momentanen rechten
Winkeln.

4.2.2 Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Verschiebungen

Da die verformte Konfiguration des Korpers eindeutig durch das Verschiebungsfeld festge-
legt ist, miissen auch alle Deformations- und Verzerrungsmafle durch die Verschiebungen
berechenbar sein. Die entsprechenden Beziehungen fiir den LAGRANGE’schen und Eu-
LER’schen Verzerrungstensor werden im folgenden abgeleitet.

Aus (4.1) und Abbildung 2 folgt jeweils fiir die Koordinatendifferentiale
df =dX +di , dX =di—di (4.38)
und mit (4.2.1) erhilt man damit

0X 0X o7 o7
Fiir die Ableitung der entsprechenden Koordinatenbeziehungen ist es zweckméfig, im Ge-
gensatz zu (4.2.1) den Deformationsgradienten beziiglich gleichartiger Basisvektoren in
der Form F = Fyg;éx ® é; und F~! = k_ll €; ® € darzustellen. In dem hier vorlie-

genden Fall gleicher kartesischer Koordinatensysteme &dndern sich dadurch die einzelnen
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Tensorkoordinaten von F nicht. Im Fall allgemeiner krummliniger und fiir die jeweilige
Konfiguration verschiedener Koordinaten ist jedoch eine Umrechnung erforderlich. Die
Koordinatendarstellung von (4.39) ist damit durch

Fyr, =0k, +uk,L ; Fk_ll = O — Uy (4.40)

gegeben. Damit kénnen nach (4.2.1) die Koordinaten von C und B™! wie folgt berechnet

werden:

Ckr = Fukx Fur = (Omk + uarx)(Opr + varr)

=0k + Uk, + UL Kk + UMK UM,L
(4.41)
B ' =F  F ' = (6mk — Umk) O — Umyy)

mk - ml

= Op1 — Uk — ULk + Um k Um, -

Durch Einsetzen dieser Beziehungen in (4.21) erhélt man die gesuchten Verschiebungs-

Verzerrungsbeziehungen in der Form

Exr == (uk,p + Uk + Unkx Unm,r)

(4.42)

NN =

ert = = (U + Uik — U Uy ) 5

die aufgrund des letzten Anteils der jeweiligen rechten Seiten nichtlinear sind.

4.2.3 Hauptachsentransformation

In jedem Punkt des materiellen Koérpers lassen sich drei senkrechte materielle Fasern
finden, die beim Ubergang vom Ausgangs- in den Momentanzustand ihre rechten Win-
kel beibehalten und nur eine Streckung erfahren. Die Richtungen dieser materiellen Fa-
sern werden im Ausgangszustand durch die Einheitsvektoren H, (o = I,11,11I) und
im Momentanzustand durch die Einheitsvektoren h, gekennzeichnet (Abbildung 3). Die

Streckungen dieser Fasern bezeichnet man als Hauptstreckungen, fiir die nach (4.26)

dsq
Mg =Aa=Xp = A= 5

4.4
« dS(a) ( 3)

gilt. Die Berechnung der Hauptstreckungen und Hauptstreckungsrichtungen kann auf
Grund der Tatsache erfolgen, dafl die Hauptstreckungen gleichzeitig extremale Streckun-

gen sind. Es gilt demnach auch A% — Extremwert, wobei mit (4.29)

A% = CxHiHp (4.44)
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Ausgangszustand
t=0

Momentanzustand

Abbildung 3: Materielle Hauptstreckungsrichtungen im Ausgangs- und Momentanzu-

stand

sowie die Nebenbedingung |ﬁ | = 0k HxkHp = 1 zu beachten sind. Mit Einfiihrung des
LAGRANGE’schen Multiplikators C' ergibt sich damit folgendes Extremwertproblem

0
aT[CKLHKHL_C((SKLHKHL_]-)] :0, (445)
M

das nach Ausfithrung der Differentiation auf das Eigenwertproblem der Form
(CML — CéML) HL =0 (446)

fiihrt. Die Bedeutung des LAGRANGE’schen Multiplikators ergibt sich aus der Multiplika-
tion von (4.46) mit H,s, woraus mit (4.44)

CovHpHy = C =A% (4.47)

folgt. Entsprechend dem iiblichen Vorgehen zur Lésung von Eigenwertproblemen ergeben

sich die Hauptstreckungen als Losung des charakteristischen Polynoms
det(C —A’T)=0. (4.48)

Eine analoge Herleitung ist auch beziiglich der Momentankonfiguration moglich, aus der

sich die gleichen Eigenwerte )\, aber verschiedenen Eigenrichtungen B ergeben.

Fiir die Komponentendarstellungen von U, V, C, B~1 beziiglich der Hauptstreckungsrich-
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tungen ergeben sich die besonders iibersichtlichen Spektraldarstellungen in der Form
U=UypH, ®Hs=> Ao H, ® H,
V=Visha ®hg = Naha ®hq
C=CopHo® Hy =Y AL H, ® H,

B™' =B o ®hs =Y A2ha ®ha, (4.49)
wobei die Tensorkoordinaten explizit durch die Matrizen
[ A; 0 0 ] (A 0 0
Uag = 0 AI[ 0 Vag = 0 )\II 0
| O 0 A[]] i | 0 0 )\III
A2 0 0 ] [1/02 0 0
Cap=| 0 AZ, 0 Byg=| 0 1/x% 0
B 0 0 A.%II _ | 0 0 1//\%11

darstellbar sind. Ausgehend von der Hauptachsenform ergeben sich die logarithmischen

Verzerrungstensoren ®, ¢ nach (4.25) in der Gestalt

cb:cbaﬂﬁa®ﬁﬂ ‘P:(paﬂﬁa(gﬁﬂ
IHAI 0 0 In )\I 0 0
Q.5 = 0 InAj 0 Yo = 0 InAg 0
0 0 lIlA[[[ 0 0 ln)\III

Abschlieend wird noch die Beziehung zwischen den Hauptachsenrichtungen der beiden
Konfigurationen H, und h, hergeleitet. Mit
- dX, _ dX,
Ha = = =
[dX ()| @S

(4.50)

folgt fiir

dz, F-dX, R-U.-dX, dS,R-U-H, R-U-H, (451)
di| — ds@)  ds@) ds(a) A '

und unter Beachtung der Beziehung UH,, :A(a)ﬁa, die sich aus (4.45) ergibt, erhélt man

damit den gesuchten Zusammenhang in der Form
ho =R-H, . (4.52)

Der Drehtensor R beschreibt damit die starre Drehung der materiellen Fasern eines Punk-
tes, die die Hauptstreckungen ausfiihren. Es muf} ausdriicklich darauf hingewiesen werden,
daB fiir alle anderen materiellen Fasern durch denselben Punkt sich auch Drehungsanteile

aus den Strecktensoren U bzw. V ergeben.
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4.2.4 Anderung von Flichen- und Volumenelementen

Fiir die Aufstellung von Bilanzgleichungen werden Aussagen iiber die durch die Bewegung
verursachten Anderungen von Fliichen- und Volumenelementen benétigt, die im folgenden

untersucht werden.

Ein materielles Flidchenelement an einem Punkt P des Ausgangszustandes ist durch den
differentiellen Flichennormalenvektor dA

dA=dX xdX ,  dA, = epundXudXy (4.53)
gegeben. Durch die Bewegung geht dA in d@ am Punkt P’ des Momentanzustandes geméaf
di=di xdi ,  da = epmdsmda, (4.54)

iiber. Der Zusammenhang zwischen den differentiellen Linienelementen ergibt sich aus
(4.10), so daB

day = et Fnp Fog AXpd X0 = pmndrFnp Fuo dXpdXo (4.55)
folgt. Unter Beachtung von F;F;,' = &, und (4.12) erhiilt man damit
da) = ermn Py Fop Fop Fagd X pdX o = erpg J FrldXpdXo (4.56)
und schliellich den gesuchten Zusammenhang in der Form
di=JFT.dA |  day=JXr,dAr . (4.57)

Die Volumenelemente ergeben sich aus den Spatprodukten von drei differentiellen Lini-

enelementen zu

1 2 3
dV = [dX dX dX] = epor dXpdXgdX g

1 2 3 1 2 3 (458)
dv = [dZ dZ dZ] = ey dxy dxyy, dyy

wobei zwischen den differentiellen Linienelementen wieder die Umrechnung (4.10) gilt.
Damit geschieht die Umrechnung analog zu (4.56) in der Form
1 2 3 1 2 3
dv = €lmn FlPFmQFnR dXPdXQdXR = €PQR J prdXQdXR (459)
und man erhilt den Zusammenhang durch

dv=JdV . (4.60)
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4.3 Deformationsgeschwindigkeiten
4.3.1 Definition von Deformationsgeschwindigkeitstensoren

Fiir das inelastische Materialverhalten werden die Stoffgesetze in der Regel in differentiel-
ler Form, d.h. einem Zusammenhang zwischen Anderung der Deformation zur Anderung
der Spannung, angegeben. Deswegen wird im folgenden untersucht, wie in geeigneter Wei-
se die Deformationsgeschwindigkeit eines materiellen Teilchens beschrieben werden kann.
Dabei handelt es sich zunéichst um reine geometrische Zusammenhénge.

Es wird ein materielles Teilchen zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 in der Momentan-
konfiguration betrachtet. Seine gesamte Bewegung setzt sich aus drei Anteilen zusammen:
einer Translation, einer Rotation sowie einer Deformation, wobei die ersten beiden Anteile
eine reine Starrkorperbewegung beinhalten. Alle drei Anteile konnen aus dem Geschwin-
digkeitsfeld des gesamten Korpers abgeleitet werden. Die Translationsbewegung kann ele-
miniert werden, wenn nur die Relativbewegung benachbarter Punkte untersucht wird. Die

Verhiltnisse fiir zwei benachbarte materielle Punkte sind in Abbildung 4 dargestellt. Fiir

Q"  V(x+dx)

V(%) X,=konst.

X,=konst.

Abbildung 4: Geschwindigkeitszustand benachbarter materieller Punkte

die Geschwindigkeit am Punkt Q' gilt
(% + d¥) = (%) + dv(Z) . (4.61)

Der Geschwindigkeitszuwachs d# ist natiirlich abhéngig davon, welcher benachbarte Punkt
dz betrachtet wird. Allgemein gilt

dt=L-d7 ,  dvg = Lindo, (4.62)

wobeil der Tensor zweiter Stufe

o

L=
ox

= Lkm é}c (034 gm s Lkm = Uk,m (463)
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als Geschwindigkeitsgradient bezeichnet wird. Unter Beachtung von (4.3), (4.10) ergibt
sich folgende Umformung

di=di=(F-dX) =F-dX =F -F!.df (4.64)
und damit fiir die Berechnung von L die Formel
L=F.-F!. (4.65)

Nach den bisherigen Ausfiihrungen ist im Geschwindigkeitsgradienten L noch die Starrkor-
perrotation und Deformation des materiellen Teilchens enthalten. Um hier eine Trennung

vorzunehmen, wird L in einen symmetrischen und einen antimetrischen Tensor gemifl

L= Lsymm +Lanti =d+w

mit:
1 1
d=(L+17) dim = 5 (Ohgn + ) (4.66)
1 1
=—-(L- LT m— 5 m — Um
w 2( ) wy Q(Uk, V)

aufgeteilt. Dabei ist d der Deformationsgeschwindigkeitstensor und w der Winkelge-
schwindigkeitstensor. Zur mechanischen Interpretation dieser Aufteilung wird zunéchst
analog zu (4.18) die Anderung eines differentiellen Bogenléingenquadrates untersucht. Aus
der Umformung
(ds?)" = (di - dF) = di - dT + dZ - dT
= (L-dZ)-dZ + dZ - (L - dZ)
=di-L"-d¥+di-L-dZ
=di- (L+L")-d7

(4.67)

erhilt man die Aussage, dafl die Deformation des Teilchens im symmetrischen Anteil
von L enthalten ist. Wird dagegen eine Bewegung ohne Deformation betrachtet, d.h.
d = 0,L = w, so ergibt sich fiir den Geschwindigkeitszuwachs dv' eines benachbarten
Punktes

dv; = Wi dZy, = epdTnw, = —epmpWnde, = — (W x dZ), . (4.68)

Aus letzterer Darstellung ist erkennbar, daf es sich um eine Rotation des materiellen Teil-
chens mit dem Drehgeschwindigkeitsvektor @, dem der antimetrische Tensor w zugeordnet
ist, handelt.

Ausgehend von (4.67) und analog zu (4.20) lassen sich durch

(ds?) =2dX -D-dX =2di-d-dz (4.69)
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wieder zwei Deformationsgeschwindigkeitstensoren definieren. Dabei ist d der bereits
durch (4.66) eingefiihrte und auf den Momentanzustand bezogene EULER’sche Deformati-
onsgeschwindigkeitstensor und D der auf den Ausgangszustand bezogene LAGRANGE’sche

Deformationsgeschwindigkeitstensor. Die Umrechnung erfolgt analog zu (4.2.1) durch

D=F".d-F d=F7.D.-F!

Dy = 2,k Ak, T, Aem = Xk ke Dreavr Xarm - (4.70)

Im folgenden soll der Zusammenhang zwischen den eingefiihrten Deformationsgeschwin-
digkeitstensoren und den materiellen Zeitableitungen der Verzerrungstensoren untersucht
werden. Ausgangspunkt bildet wieder die Zeitableitung eines differentiellen Bogenléngen-
quadrates. Fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise ergibt sich aus (4.20)

(ds?) = (2dX -E-dX) =2dX -E-dX (4.71)
und durch Vergleich mit (4.69) der einfache Zusammenhang

Fiir die EULER’sche Betrachtungsweise mufl beachtet werden, dafl das Linienelement d7

selbst zeitabhéngig ist. In diesem Fall ergibt sich aus (4.20)

(ds®) = (2dZ - e - dZ)
=2(di-e-di+di-é-di+dZ-e - di)

(4.73)
=2(dz-L" -e-di+d7-é-di +d¥-e-L-d7)
=2di-(é+L"-e+e-L)di

und damit aus dem Vergleich mit (4.69)
d=eée+LT-e+e-L , Agm = €rm + Uik €im + €kl Vim - (474)

4.3.2 Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Deformationsgeschwin-
digkeit

Der Zusammenhang zwischen dem Deformationsgeschwindigkeitstensor und dem Ge-
schwindigkeitsvektor an einem Punkt ist fiir die EULER’sche Betrachtungsweise aus (4.66)
durch

1
dkm = i(vk,m + Um,k) (475)
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schon bekannt. Fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise kann der gesuchte Zusammen-
hang aus (4.72) und (4.42) unter Beachtung von

_ 0 8%[,1( . 0 6uK e . o

in der Form

Dy = Exm = B (Gr,vr + Unr, ke + U, kUL M + UL, KUL M)

(4.77)

=5 (vi,m + Vg + Vo, kUL, + VoMU k)

abgeleitet werden.

4.3.3 Zeitableitung von Flichen- und Volumenelementen

Fiir die materiellen Zeitableitungen von da und dv wird zunéchst die Ableitung der Funk-
tionaldeterminante J benétigt. Ausgangspunkt dafiir bildet die Entwicklung der Deter-

minante geméf

J = det(mk,M) = Z Tg,N Ak:N y (478)
N

wobei Agy die Adjunkte zu xj y ist. Damit kann auch fiir den inversen Deformationsgra-

dienten entsprechend den Regeln zur Invertierung einer Matrix die Beziehung

A
Xyp= 2N (4.79)
J
angegeben werden. Die Zeitableitung von J ergibt sich damit aus folgender Rechnung
. oJ . . .
J = 3 T = Akt T = J Tior Xap = J Vs X = J Ve - (4.80)
Tk,M

Die Zeitableitung des gerichteten Flichenelementes nach (4.57) berechnet sich aus

di=(JF T+ JFT).dA

= §JF—T-dA'+ JET (FT.F71).dA

= §dd’+ F-7.FT.dg (4.81)

= Vpmdd — LT - dad
bzw. in Koordinatenschreibweise:

dax = Vmm dag — Vp dapy, -
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Bei der letzten Umformung in (4.81) wurde die Beziehung
FT.Fl=—F7T.Fl =—(F.F )T =-L" (4.82)

eingesetzt, die sich aus der Zeitableitung der Identitiit F~7F? =1 und (4.65) ergibt. Die

Zeitableitung des Volumenelementes erhélt man aus (4.60) und (4.80) in der Form

dV = Vpym dv (4.83)

4.4 Beispiel Ebener Schub

(g
Y
Y

(g
T~
Y

P
2
[—

py

Abbildung 5: Ebener Schub

Am Beispiel der in Abbildung 5 dargestellten ebenen Verformung werden die in den
vorherigen Abschnitten herausgearbeiteten Beziehungen erldutert bzw. die eingefiihrten
Deformations-und Verzerrungstensoren berechnet. Die Bewegung wird entsprechend (3.3)
durch

I = X1 + 2a(t)X2
T9 = Xg

CC3:X3

beschrieben. Der Deformationsgradient und der Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor berech-
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nen sich gemif (4.2.1) bzw. (4.2.1) zu

1 2«
F=zx]=]10 1 0
| 0 0 1
(1 20 0
C:[CKL]: 200 1+4a? 0
| 0 0 1

Zur Ermittlung der Hauptwerte und Hauptrichtungen von C wird fiir die Hauptachsen-

vektoren beziiglich des Ausgangszustandes H der Ansatz
(Hp) = (cos ©,sin 0, 0)
eingefiihrt. Die Normierungsbedingung wurde bereits beachtet. Mit Hilfe von (4.29) be-

A
X X5

anil}
\/

Abbildung 6: Hauptachsenvektoren

rechnet man zunéchst
Ai—i = CKLHKHL
=1+ 4asin©cosO + 4a”sin’ O .
Uber die Forderung A% = Extr. entsprechend (4.45) erhdlt man dann

d . .
%(Aﬁ) = 4a(cos20 + asin20) = 0
und damit

1
tan20 = —— .

e
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Im Bereich 0 < © < 27 hat diese Gleichung genau 2 Losungen fiir ©, die sich um die
Winkeldifferenz von 90° unterscheiden. Dadurch sind in Abhéngigkeit von o die beiden
Hauptachsenrichtungen bestimmt.

Der Links-CAUCHY- GREEN-Tensor (4.2.1) wird zu

[ 1+402 20 0
B:[Bkl]: 2c 1 0
0 0 1

berechnet. Damit erhélt man fiir den inversen Tensor B!

1 —2a 0
B! = [Bk’ll] =| —2a 14+4a® 0
0 0 1

Fiir die Hauptachsenvektoren in der Momentankonfiguration h wird der normierte Ansatz
(h;) = (cos@,sin6,0)
eingefiihrt. Mit Hilfe von (4.29) berechnet man zunéchst

A2 = o
b Bythihy
_ 1
" 1—4asinfcosf + 4a2sin’ 6

Uber eine zu (4.45) analoge Forderung )\% — Extr. erhilt man

d%()\%) =0 = 4da(—cos26 + asin20) =0

und damit
tan 260 = 1 :
o
Auch hierdurch sind wieder die beiden senkrechten Hauptachsenrichtungen in Abhingig-
keit von der Verformung, d.h. von «, eindeutig bestimmt. In Abbildung 7 sind die beiden
berechneten Verzerrungshauptachsenrichtungen fiir einen vorgegebenen Verformungszu-

stand graphisch dargestellt. Mittels polarer Zerlegung berechnet man

1 1 o 0
R=[Rul=— | —a 1 0
1 2
VITY L 0 0 Vit
1 [ 1 Q 0
U:[UKL]:i (6] 1+2C¥2 0
1 2
A [V S g
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Diese Ergebnisse kénnen durch

Frr, = RemUnrr

CKL = UKMUML

kontrolliert werden. Fiir die Verzerrungstensoren nach (4.22) erhilt man

0 a 0 0 « 0
E=|a 222 0 , e=|a —2a% 0
0O 0 O 0 0 0

Fiir kleine Verformungen gilt o < 1 und damit o < o, so dafi dann beide Verzerrungs-

tensoren iibereinstimmen und die einzige von Null verschiedene Komponente
Eppy=En=ep=¢€y=cp2=a

haben.

Fiir den Geschwindigkeitsvektor berechnet man aus (4.4)

U:,U:le:QO.{XQ
vy:j:2=0

Uz:j)320.

Mit Hilfe von (4.63) und (4.66) erhélt man fiir den Geschwindigkeitsgradienten, die De-

Y

1771

Abbildung 7: Hauptachsenrichtungen fiir Ebenen Schub
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formationsgeschwindigkeit und den Winkelgeschwindigkeitstensor

010
L=[Ly=2&|0 0 0
000
[0 1 0
d=[dy=a|1 0 0
| 000
[0 1 0]
W:[’wkl]Zd -1 0 0 .
| 0 ooJ
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5 Kinetik

Die an einem Korper angreifenden dufleren Krifte bewirken Verformungen und rufen
innere Kréfte hervor. Diese Krifte konnen z.B. mechanischer, elektrischer oder chemischer
Natur sein.

Unter der Annahme, dafl die dufleren Krifte stetig bzw. stiickweise stetig sind, kann eine

Einteilung in
e Huflere Korperkrifte dF und
e duflere Oberflichenkrifte ds

erfolgen, wobei Korperkrifte auf ein Massen- oder Volumenelement des Korpers und Ober-
flichenkrifte auf ein Element der Kérperoberfliche bezogen werden.

Die resultierende duflere Kraft ﬁa und das resultierende duflere Moment Ma auf den Korper

F, = /d§+/dﬁ (5.1)

berechnet sich damit aus

A 1%
Ma:/fxd§'+/fxdﬁ (5.2)
A 14

Der differentielle Schnittkraftvektor ds kann sowohl auf das Flichenelement der Referenz-
als auch der Momentankonfiguration bezogen werden. Dies fithrt zur Definition unter-

schiedlicher Spannungsvektoren. Man erhélt:

—

d§=1tda = jdA . (5.3)

Der Bezug des Schnittkraftvektors dF auf das Massenelement anstatt auf das Volumenele-
ment besitzt den Vorzug, damit f wie auch dF invariant gegeniiber der Beschreibungsweise
ist.

dF = fdm = of dv = oo f dV . (5.4)

Dariiber hinaus erweist sich fiir die LAGRANGE’sche Beschreibung eine formale Umrech-
nung des Schnittkraftvektors ds gemafl

dS =F'.d3 (5.5)
sowie der Bezug auf das Fliachenelement in der Referenzkonfiguration mit

dS=TdA (5.6)
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Ausgangszustand
t=0

Momentanzustand
t>0

Abbildung 8: Schnittkraft- und Spannungsvektoren

als zweckméflig. Die Gleichungen (5.1) und (5.2) kénnen damit in Bezug auf die Momen-
tankonfiguration in der Form

ﬁaz/fda+/gfdv

(5.7)
Ma:/fxt_'da—i-/gfxfdv ,
sowie in Bezug auf die Referenzkonfiguration in der Form
Faz/F T’dA—i—/gode
v (5.8)

geschrieben werden.

Die Formulierung eines Zusammenhangs zwischen den inneren Kriften, deren Summe auf-
grund des NEWTON’schen Wechselwirkungsgesetzes gleich Null ist und den Oberflichen-
kriften d5 fiihrt auf die Definition von Spannungstensoren. ! Diese werden durch die

! Die willkiirliche Festlegung, dafl durch (5.9) der transponierte Spannungstensor definiert ist, héingt nur
mit der Tradition zusammen, den ersten Index auf die Schnittfliche, und den zweiten auf die Schnittkraft
zu beziehen.
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Beziehungen

dg=o0T -da=S"-dA  dsy = opdy
ds =TT .dA  dSk = TkrdA; (5.9)
definiert, wobei o den CAUCHY’schen oder wahren Spannungstensor, S den 1. P1OLA-

KIRCHHOFF Spannungstensor und T den 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor be-

zeichnet. Zwischen diesen Tensoren bestehen die Zusammenhénge:
S=det(F)F'-0 S=T-F' T=det(F)F'-0-F7T. (5.10)

Aus den unterschiedlichen Zerlegungen der differentiellen Schnittkraftvektoren ds'in (5.3)
und (5.9) sowie dS in (5.6) und (5.9) erhiilt man folgende Beziehungen zwischen den

Spannungsvektoren und Spannungstensoren:

- d—’
tZUT'd—a =0'T"l_7:=’l_7:'0' thO'lkan’leO'lk
a
— A’ — —
T:TT-Z—A:TT-N:N-T Tk = TrxgNp = N Tox (5.11)

Ersetzt man in den Gleichungen (5.7) und (5.8) die Spannungsvektoren durch die ent-
sprechenden Spannungstensoren, fithrt dies auf folgende Beziehungen fiir die resultierende

duflere Kraft und das resultierende duflere Moment:

¢ Y (5.12)
Ma:/a:«'x(aT ) da+/g(:i’xf)dv
bzw.
ﬁa:/F T7 NdA+/gode
4 v (5.13)
Ma:/a‘;'x(F TT . N) dA+/gO(§;'><f)dV
A 14
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6 Bilanzgleichungen

6.1 Allgemeine Formulierung von Bilanzgleichungen

Bilanzgleichungen beschreiben allgemeingiiltige Prinzipe bzw. Naturgesetze unabhéngig
von den speziellen Kontinuumseigenschaften. Sie werden zunéchst in integraler Form als
globale Aussagen fiir den Gesamtkorper angegeben. Fiir hinreichend glatte Felder der zu
bilanzierenden Gréfien kénnen aber auch lokale Formulierungen in der Form von Diffe-
rentialgleichungen, die sich auf einen beliebig kleinen Teil des Korpers beziehen, gewéhlt
werden. Bleibt bei einem zu bilanzierenden Prozefl die Bilanzgrofle unverdndert erhalten,
haben Bilanzgleichungen den Charakter von Erhaltungssitzen.

Den momentanen Zustand eines Korpers kann man mathematisch durch Volumenintegrale
iiber Dichteverteilungen ? der mechanischen und/oder der thermischen Griflen erfassen.
Die Wirkung der &dufleren Umgebung mufl dagegen durch Volumen- und Oberflichen-
integrale iiber die Volumen- und/oder Oberflichendichten von Belastungen ausgedriickt
werden. Dabei konnen die auftretenden Integrale sowohl auf die Referenz- als auch auf
die Momentankonfiguration bezogen werden.

Im folgenden soll ® eine den Zustand des Korpers beschreibende tensorielle physikali-
sche Grofle sein. Desweiteren sollen die Dichteverteilungen ¢, bzw. ¢, beziiglich der

Volumenelemente dv bzw. dV existieren, so daf} gilt

(1) = /cpv(f,t) dv :/%v()?,t) dv . (6.1)

v 14

Die materielle Zeitableitung der Funktion ®(t) entspricht der Anderungsgeschwindigkeit
und mufl mit der Wirkung der Umgebung auf den Kérper bilanziert werden.
Fiir die Momentankonfiguration gilt dann

D
Dt

v

(1) = (pvxtdv—/tb xtda+/¢ (6.2)
und fiir die Referenzkonfiguration

D
5 | Pou(X 1) aV = /%a (X,4) dA+/¢OU (X, 1) dV, (6.3)

14

o(t) =

wobei ¢, und v, Oberflichendichten der &duferen Einwirkungen auf den Kérper in der
Momentan- und in der Referenzkonfiguration und ), und %, die entsprechenden Volu-

mendichten bezeichnen. Die Oberflichendichtewirkungen sind mit Zu- oder Abfliissen der

2Diese Art der Dichteverteilungen bezeichnet man im Gegensatz zur Massendichte o auch als spezifi-
sche Dichteverteilungen der entsprechenden physikalischen Grofie pro Volumeneinheit. Weite Verbreitung
besitzen auch spezifische Dichteverteilungen pro Masseneinheit.
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entsprechenden Grofle durch die Oberfliche des Korpers verbunden. Die Volumendichten
repréisentieren eine duffere Volumendichtezufuhr oder die Erzeugung (Quellen) bzw. den
Verlust (Senken) der Bilanzgrofie innerhalb des Korpers.

Die Oberflichendichtefunktionen %, und %, sind nicht nur Funktionen des Ortes und der
Zeit, sondern hingen auch von der Orientierung des dem Materiepunktes zugeordneten

Oberflichenelementes
da = ii(Z,t)da, bzw. (6.4)
dA = N(X)dA (6.5)
d.h. von der Normalenrichtung ab. Diese Abhéngigkeit wird durch das CAUCHY’sche Lem-

ma fiir Tensoren beliebiger Stufe p

~ (p+1)

"pz(zp) (fa ﬁa t) :ﬁ(fa t) ) ’Pa (fa t) (66)
PB(X, N, 1) =N(X) - g (X,1) (6.7)

beschrieben, das eine lineare Abhéngigkeit beziiglich der Normalen festlegt.

Die Bilanzgleichungen nehmen damit in den beiden Darstellungen die Struktur

D ~
= [ e @t dv= / A7) - (7, ) da+ / $P (1) dv (6.8)
bzw.
D[ nav = [ M) 327 (%, 0aa+ [ @ (£, 0av
Ht ‘POv( at) - ( )"(»bOa ( at) + ’(»bOv( at) (69)
1% A 14
an.

Bei der Aufstellung spezieller Bilanzgleichungen ist es oft giinstiger, wie bei der Formulie-
rung der dufleren Kréfte statt mit Volumenkraftdichten mit Massendichten zu arbeiten.
Versteht man unter ¢,, und 4,, Massendichtefunktionen, kann man die Bilanzgleichungen

in folgender Form schreiben:

D

— — D — _

m v

/ M(E) - oo (X, 1) dA + / (X, 0)dV (6.11)

14
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Nach Anwendung des GAUSsS’schen Integralsatzes zur Umwandlung des Oberflicheninte-
grals in ein Volumenintegral in den Beziehungen (6.10) und (6.11) und mit dv — 0 bzw.

dV — 0 folgen daraus die lokale Formulierung der allgemeinen Bilanzgleichungen

D d 9, (7, 1)

Dp [0Pm (@ 1)) = =27 1 T+ 09, (7,1) (6.12)
D % _ d '(,Z a()z:t) . v
D [20#n(X0)] = TFULT T o (K1) (6.13)

Schlieft man zunéchst thermodynamische Aufgabenstellungen aus, miissen Bilanzen fiir

e die Masse
e den Impuls sowie fiir

e den Drehimpuls

erfiillt werden. Diese werden im folgenden sowohl in ihrer globalen als auch lokalen For-

mulierung abgeleitet.

6.2 Massenbilanz

Die Masse eines materiellen Volumens ist zu allen Zeiten konstant.

M:/dm:/g(f, t) dv :/go(f) dV = konst. (6.14)
m v |4
Geht man von der allgemeinen Form der Bilanzgleichungen (6.10) und (6.11) aus, ver-

schwinden in diesem Fall die rechten Seiten und man erhilt

. D . D ﬁ
M—E/Q(xat)dv—ﬁt/QO(X)dV—O- (6.15)
v 1%
Daraus ergibt sich die globale Massenbilanz in EULER’scher Darstellung zu

/(@+ o) dv =0 (6.16)

v

und in LAGRANGE’scher Darstellung zu

0o _
/ 5V =0. (6.17)

J
Die Forderung (dm)- = 0 fiihrt auf die entsprechenden lokalen Formulierungen der Mas-

senbilanz, die in der EULER’schen Darstellung durch die Differentialgleichung
0+ ouvy =0 (6.18)

angegeben werden kann. In der LAGRANGE’schen Darstellung ergibt sich die triviale Aus-
sage 0o = 0.
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6.3 Impulsbilanz

Die Anderungsgeschwindigkeit des Gesamtimpulses I(Z, 1) ist gleich der Summe aller auf

den Korper wirkenden Oberflichen- und Volumenkrifte
I=F,. (6.19)

Die allgemeine Form der Bilanzgleichung in EULER’scher Darstellung kann unter Beach-

tung der Definition fiir den Impulsvektor eines Kérpers

(7,1 = / 3(7, 1) dm = / o7, 1)i(7, ) dv = / wX)FE Hdv  (6.20)

m v Vv

sowie der Gleichung (5.12) mit ¢,, = 7, Tpa =ound Y, = f zur entsprechenden globalen
Impulsbilanz
I= Di o(Z,t)V(Z,t) dv = /O'T - i da +/gfdv (6.21)

v a v

umgeformt werden. Setzt man in (6.11) unter Beachtung von (5.13) ¢, = 7, 9, = T - F”
und v, = f, fiihrt dies auf die globale Impulsbilanz in LAGRANGE’scher Darstellung

~ D S\ ¥ 7
=2 [auEoa = [P0 Faas [wfar. (6.22)
1% A v

Die materiellen Zeitableitungen der Integrale ergeben sich unter Beachtung der Massen-

bilanz zu:
D ) )
oy | v dvz/vkgdv-i-vk(gdv)
v v (6.23)
= /gak dv
und
D .
Di / 0oV dV = /govk dV = / ooay dV . (6.24)
v v v

Die Oberflichenintegrale werden unter Verwendung des GAUSS’schen Integralsatzes in

Volumenintegrale umgeformt. Man erhilt

/Ulknl da:/alk,l dv

¢ ! (6.25)
/IL,KTMKNM dA = /(ﬂCL,KTMK),M av
A \%
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und somit als dquivalente Formulierung der globalen Impulsbilanz in EULER’scher Dar-
stellung die Beziehung

/ ok, + o(fi — )] dv =10 (6.26)

v

bzw. in LAGRANGE’scher Darstellung den Zusammenhang

/ [(2L,&Tmx) . + 0o(fr —ar)] dV = 0. (6.27)

Als lokale Konsequenz ergibt sich daraus die 1. CAUCHY’sche Bewegungsgleichung, die in
den beiden Darstellungen die Form

orkg+o(fi—a)=0 (6.28)
bzw. unter Einfiihrung des Verschiebungsvektors @ die Form

[0k + vr,x)Tvmi]m + 0o(fr —ar) =0 (6.29)

annimmt. Fiir quasistatische Vorgénge kénnen die Triagheitskrifte vernachléssigt werden,
so daf} die 1. CAUCHY sche Bewegungsgleichung in die lokalen Gleichgewichtsbedingungen
iibergeht.

6.4 Drehimpulsbilanz

Die Anderungsgeschwindigkeit des Gesamtdrehimpulses des Korpers Do (7, t) in bezug auf
einen gewihlten Punkt O ist gleich dem Gesamtmoment aller von auflen auf den Kérper
wirkenden Oberflichen- und Volumenkrifte beziiglich des gleichen Punktes O.

Unter Beachtung der Definition fiir den globalen Drehimpulsvektor

D= / o(Z,1)[Z x T(Z,t)] dv (6.30)

v

kann die Drehimpulsbilanz durch
D=M,. (6.31)

formuliert werden. Daraus ergibt sich unter Beachtung (5.12)

D

2 | ol )1 x o0z 1) dv:/fx (o7 - ) da—i—/g(fx Fydv. (6.32)

v a v



6 BILANZGLEICHUNGEN 45

Fiir die materielle Zeitableitung des Integrals erhdlt man

D

F‘t kavleklmé'm d’U = /xkvleklmé'm(gdv)' +/vkvleklmé'mgdv+/$kaleklmé'mgdv

v v v v

(6.33)

wobei die beiden ersten Volumenintegrale aufgrund der Massenerhaltung (odv)” = 0 sowie
wegen U X ¥ = 0 verschwinden.

Das Oberfldchenintegral kann unter Beachtung der Beziehung

/fxfda:/fx(O'T-ﬁ)da:—/(ﬁ-a)xa_:'da (6.34)

a a a

sowie des GAUSS’schen Integralsatzes in

/npoplxkeklmé'm da = /(Uplxkelkm),pgm dv (635)

a v

umgeformt werden. Fait man alle Zwischenergebnisse zusammen, fiihrt dies auf

/xkeklmgm [(U,l — f[) + Upl,p] dv + /aplékpelkmém dv =20 (636)

v v

Das erste Integral veschwindet infolge der Erfiillung der 1. CAUCHY schen Bewegungsglei-
chung. Aus dem zweiten Integral folgt

OklClkm = 0 (637)
woraus direkt die Symmetrie des CAUCHY schen Spannungstensors
Okl = Ok (638)

folgt.
In der LAGRANGE’schen Darstellung fiihrt die Drehimpulsbilanz auf die Symmetrie des
2.P10LA-KIRCHHOFF’schen Spannungstensors.

TKL == TLK (639)

Die Symmetrieeigenschaften des CAUCHY’schen sowie des 2.PIOLA-KIRCHHOFF schen
Spannungstensors geht bei sogenannten polaren Medien verloren. Polare Medien liegen
vor, wenn als elementare Schnittreaktionen nicht nur Krifte, sondern auch Momente zuge-
lassen werden. In diesem Fall wird Gleichung (6.37) bzw. (6.39) durch die 2. CAUCHY sche
Bewegungsgleichung ersetzt.
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7 Thermomechanik

7.1 Einfiihrende Bemerkungen

In den bisherigen Abschnitten stand das mechanische Verhalten von Korpern im Vor-
dergrund. Demnach waren die gesuchten Felder # = #(X,t) in der LAGRANGE’schen
Betrachtungsweise sowie #(Z,t), o(Z,t) in der EULER’schen Betrachtungsweise.

Interessiert man sich dariiber hinaus dafiir, wie warm der Korper ist bzw. will man thermo-
mechanische Wechselwirkungen untersuchen, sind Erweiterungen notwendig. Solche Wech-
selwirkungen konnen beispielsweise bei der Erwdrmung infolge plastischer Verformung
oder der Anderung des Elastizititsmoduls bei verinderlicher Temperatur beobachtet wer-
den.

Die Konsequenz fiir die mathemathische Modellierung im Rahmen der Kontinuumsther-
momechanik besteht darin, dafl zusitzliche Felder eingefiihrt werden miissen. Diese sind
in der LAGRANGE’schen Betrachtungsweise Funktionen von X ,t und in der EULER’schen
Betrachtungsweise Funktionen von &, . Eine wichtige Rolle spielt die Temperatur 1, weil
sie analog zu den o.g. als zusidtzliche gesuchte Feldgrofe auftritt. Andere Gréflen, wie
beispielsweise die Warmemenge oder der Wéarmestrom sind dagegen konstitutiver Natur.

Als zusitzliche, fiir die Losung des Feldproblems auswertbare Bilanzgleichung steht jetzt
der Energieerhaltungssatz (1. Hauptsatz der Thermodynamik) zur Verfiigung. Fiir rein
mechanische Probleme kann der Energiesatz aus dem Impulserhaltungssatz abgeleitet
werden und lieferte deswegen fiir die Losung des Feldproblems keine zusitzliche Infor-

mation.

Eine fiir die Kontinuumsthermomechanik wichtige Fragestellung ist die nach der Zulassig-
keit thermodynamischer Prozesse. Dabei versteht man allgemein unter einem thermody-
namischen Prozef} eine Losung der Feldgleichungen (Bilanz- und konstitutive Gleichungen)
unter bestimmten Anfangs- und Randbedingungen. Anders ausgedriickt ist ein thermody-
namischer Prozef} ein Vorgang, der so ablduft, daf} alle Feldgleichungen zu jedem Zeitpunkt
erfiillt sind.

Aus der Erfahrung weifl man, daf} es Prozesse gibt, die in einer Richtung ablaufen kénnen,
deren Umkehrung aber ohne, daf§ an der Umgebung Verdnderungen vollzogen werden,
nicht méglich sind. So kann beispielsweise Wiarme immer von einem wéirmeren auf einen
kélteren Korper iibergehen, die Umkehrung ist jedoch von selbst nicht méglich. Man nennt
solche nicht umkehrbaren Prozesse irreversible Prozesse. Bei genauer Betrachtung sind
aufgrund von Reibungsverlusten o.i. alle in der Makrowelt ablaufenden Vorginge, und
nur diese konnen von der Kontinuumsthermomechanik beschrieben werden, irreversibel.

Reversible Prozesse stellen dagegen eine Idealisierung dar.
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Mathematisch wird diese Beobachtung durch den 2. Hauptsatz der Thermodynamik be-
schrieben. Hierzu wurde von CLAUSIUS eine neue Grofle, die Entropie, eingefiihrt. In der
Thermodynamik wird gezeigt, dafl es sich dabei um eine sogenannte extensive Zustands-
grofle handelt, die proportional zur Masse anwéchst. Damit ist es moglich, auch fiir die
Entropie eine Bilanz zu formulieren. Die Kernaussage des 2. Hauptsatzes besteht nun dar-
in, daf in der Entropiebilanz eine spontane innere Entropieproduktion enthalten ist, die

nicht negativ sein darf und nur fiir den Idealfall reversibler Prozesse verschwindet.

Im Rahmen der gesamten Gleichungen nimmt damit der 2. Hauptsatz der Thermodyna-
mik eine gewisse Sonderstellung ein. Aus ihm kann keine zusétzliche Feldgleichung zur
Lésung des Randwertproblems abgeleitet werden. Dagegen liefert der 2. Hauptsatz Ein-
schriankungen fiir die noch aufzustellenden Materialgleichungen, die verhindern, daf} als
Lésung der Feldgleichungen unmogliche Prozesse erhalten werden. In diesem Sinn ist der
2. Hauptsatz der Thermodynamik eine wichtige Grundlage der Kontinuumsmechanik und

Materialtheorie.

7.2 Energieerhaltungssatz (1. Hauptsatz der Thermodynamik)
7.2.1 Globale Formulierung

Fiir einen abgeschlossenen Bereich des Kontinuums lautet der Satz von der Erhaltung der

Energie
U+K=W+Q (7.1)

Dabei sind
U - die innere Energie
K - die kinetische Energie
W - die mechanische Arbeit der dueren Kréfte
Q@ - die Warmemenge

des Korpers. In dieser Form besagt der Energieerhaltungssatz, daf die Anderung der
inneren und kinetischen Energie hervorgerufen wird durch die mechanische Leistung der
duBeren Krifte sowie durch zu- oder abgefiithrte Wiarme pro Zeiteinheit. Die Vorzeichen
werden aus der Sicht des Korpers so festgelegt, dal Energieerhéhung bzw. Zufiihrung von
Wirme oder mechanischer Arbeit als positive Anderungen betrachtet werden.

Die in (7.1) vorkommenden Energieanteile U, K, W, @ sind dem gesamten Kérper bzw.
dem betrachteten Teil des Korpers, fiir den die Energie bilanziert werden soll, zugeordnet.
Man bezeichnet sie deshalb auch als globale Gréflen, wobei es sich hier ausschlieflich

um additive (extensive) Groflen handelt. Das bedeutet, dafl bei einer Unterteilung des
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Korpers sich deren Gesamtenergie aus der Summe der Energien der einzelnen Teile ergibt.
Dadurch ist es moglich, zu Energiedichten iiberzugehen, d.h. zu lokalen Gréfien, die im
Volumen zumindestens stiickweise stetig sein sollen. Hierfiir gibt es analog zu Abschnitt 6.1
verschiedene Varianten, weil der Bezug sowohl zur Masse als auch zum Volumen méglich
und dariiberhinaus zwischen Ausgangs- und Momentankonfiguration zu unterscheiden ist.

Sei A eine beliebige globale Grofle, dann sind folgende Darstellungen

AZ/AdUZ/AdV:/gA*dUZ/Q()A*dv (7.2)
v

v 14 v
moglich. Dabei sind:
A=dA/dv - Dichte von A bezogen auf das momentane Volumen
A=dA /dV - Dichte von A bezogen auf das Ausgangsvolumen
A*=dA/dm - Dichte von A bezogen auf die Masse

Wegen dm = pdv = gy dV andert sich A* bei Wechsel der Bezugskonfiguration nicht.
Deswegen wird im folgenden die massenbezogene Dichte verwendet. Fiir die materielle

Zeitableitung von A ergibt sich damit

D

A:Ht gA*dv:/gA*dv:/goA*dV. (7.3)

v v 14

Damit erhélt man fiir die einzelnen Anteile in (7.1):
Innere Energie:

U:/QU*dU:/QOU*dV (7.4)

v 14

Kinetische Energie:

1 1
K=§/g17 Udvzi/goﬁ vdV (7.5)
v \%4
Mechanische Leistung der dufieren Kréfte:
W:/gf-ﬁdw/“-ada:/gof-adv+/ﬁ-ﬁd,4 (7.6)
v a 14 A

Wérmezufuhr:

Q:/grdu—/q’-da:V/gordV—A/Q-dfT (7.7)
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Hierbei kennzeichnen r Wirmequellen pro Masseneinheit im Inneren des Korpers und ¢
bzw. Cj den Wirmestrom durch die Oberfliche, wobei die Umrechnung

Q=JF' ¢ , Qu=JXimm (7.8)

aus (4.57) abgeleitet werden kann. Zu den unterschiedlichen Darstellungen der Gleichun-
gen (7.4) - (7.7) ist noch zu bemerken, dafi die globalen Grofien auf der linken Seite der
Gleichungen jeweils dem aktuellen Zustand zur Zeit ¢ zugeordnet sind. Die Umrechnung
auf die Ausgangskonfiguration ist analog zur Definition des 2.P10LA-KIRCHHOFF’schen
Spannungstensor formaler Natur und fiir die LAGRANGE’sche Darstellung notwendig, weil
die unabhéngigen Koordinaten X und damit das Integrationsgebiet den Ausgangszustand
darstellen.

7.2.2 Lokale Formulierung

Zunichst soll die lokale Form des Energieerhaltungssatzes durch die Bilanz beziiglich der

aktuellen Konfiguration abgeleitet werden. Einsetzen der entsprechenden Integrale aus
(7.4) - (7.7) in (7.1) ergibt unter Beachtung von (7.3)

/g (U* + V) dv = /g (fnVm +7)dv+ /(tmvm — QN da . (7.9)

v v a

Wird der Spannungsvektor nach (5) durch den Spannungstensor ausgedriickt, kann das
Oberflachenintegral in (7.9) analog zu (6.25) mit dem GAuUSS’schen Integralsatz in ein

Volumenintegral umgeformt werden. Unter Beachtung von (6.28) erhélt man damit

/QU* dv = /[gr + OlmUmt — Gmm] dv (7.10)

v v
Aufgrund der Symmetrie des Wahren Spannungstensors gilt

OlmUm,l = Ulmdlm ; (711)

so daf aus (7.10) die lokale Formulierung des Energieerhaltungssatzes in der EULER ’schen

Betrachtungsweise
oU* = Oimdim + 07 = Gmm (7.12)

abgeleitet werden kann.

Die fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise alternative Form des Energieerhaltungssat-
zes wird unter Einbeziehung des symmetrischen 2.P1IOLA-KIRCHHOFF’schen Spannungs-

tensors abgeleitet. Die mechanische Leistung der dufleren Krifte (7.6) ergibt sich unter
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Beachtung von (5.10) zu

W:/QO fMUM dV+/TML.’Em7LUm dAM (713)
1% A

Einsetzen der auf den Ausgangszustand bezogenen Leistungsanteile in (7.1) ergibt wieder

den Energiesatz in der zu (7.9) analogen integralen Form zu

/QO (U* + vMaM) dV = / Qo (T’ + fM’UM) dVv + /(TML-Z'm,LUm — QM)NM dA . (714)
\%4 \%4 A

Auch hier erfolgt die Umwandlung des Oberflichenintegrals wieder mit dem G AUSS’schen
Integralsatz durch

/(TMLCUm,LUm - QM)NM dA = /(TMLIUm,LUm - QM),M av

A v
= / [Tvr (0L + uk,L) vk — Qul 5y AV (7.15)
v
= / {[TML(5KL + UK,L)],M vi + T Ok + uk,r) Vem — QM,M} av .
v

Weiterhin gilt folgende Umformung

T (Okr + UK,L) VKM = TML(UL,M + UK,LUK,M)

1
=Tur, E[UL,M + vm, + Uk, LVKM + Uk, MUK, L (7.16)
=Ty Dy,
womit (7.14) in
/QO U* dV = /[Qo r—+ TMLDML — QM,M] dV (717)
v v

iibergeht. Damit erhilt man als lokale Formulierung des Energieerhaltungssatzes fiir die
LAGRANGE’sche Betrachtungsweise die Beziehung

Qo U* = Ty Dy + 007 — Qunr (7.18)

die einen analogen Aufbau wie (7.12) aufweist.
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7.3 Entropieprinzip (2. Hauptsatz der Thermodynamik)
7.3.1 Entropie und Entropiebilanz

In der Thermodynamik wird die Entropie als eine Zustandsgréfle eingefiihrt, die den
Wirmeaustausch zwischen einem System und seiner Umwelt kontrolliert. Diese Eigen-
schaft besitzt die Temperatur nicht, da ein Kérper Wéarme aufnehmen kann, ohne daf
sich die Temperatur éndert.

Die Entropie besitzt zwei wesentliche Eigenschaften: a) sie ist im Rahmen der Kontinu-
umsthermodynamik eine materialabhéngige Gréfle, und b) sie ist eine additive (extensive)
Grofle, d.h. die Entropie von mehreren Teilen des Korpers ergibt sich aus der Summe der
Entropien der einzelnen Teile des Korpers. Ohne bereits an dieser Stelle auf die konsti-
tutiven Beziehungen zur Berechnung der Entropie einzugehen, ist es damit moglich, eine

Entropiedichte einzufiihren sowie eine Entropiebilanz aufzustellen.

Die Gesamtentropie eines materiellen Kérpers ergibt sich aus

S:/QS*dv:/goS*dV (7.19)

%
wobei S* die massenbezogene Entropiedichte darstellt.

Fiir die Aufstellung der Entropiebilanz muf die Anderung der Gesamtentropie des mate-

riellen Korpers betrachtet werden. Hierfiir gibt es drei Anteile.

a) einen Entropiestrom h durch die aktuelle Oberfliche des materiellen Korpers bzw.
des zu bilanzierenden Bereiches. Dieser kann analog dem Wiarmestrom formal auf

die Ausgangsoberfliche umgerechnet werden.
b) eine auf die Masse bezogene kontrollierbare Entropieproduktion s im Inneren des
materiellen Korpers. Diese kann beispielsweise durch Strahlung hervorgerufen sein.
c) durch eine nichtkontrollierbare spontane Entropiezunahme ¢ im Inneren des mate-
riellen Ko6rpers. Dieser Anteil ist eine Besonderheit der Entropiebilanz und tritt in

den bisherigen Bilanzgleichungen nicht auf.

Bezogen auf die Momentankonfiguration (EULER’sche Betrachtungsweise) lautet damit

die Entropiebilanz

D .
D1 gS*dU:—/h-d&'+/gsdv+/g¢dv. (7.20)

v a v v

Die Vorzeichenfestlegung beziiglich des Entropiestroms ist analog zum Wérmestrom.

Fiir die alternative, auf den Ausgangszustand bezogene Formulierung der Entropiebilanz
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wird der Entropiestrom analog zu (7.8) durch
H=JF'h | H,=JXimhn (7.21)

umgerechnet. Damit erhilt man die Entropiebilanz fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungs-

weise in der Form

D
Di /QOS*dV— /H dA—l—/Qost+/go<pdV (7.22)
1%

v

7.3.2 Globale Formulierung des 2. Hauptsatzes

Ausgehend von der Entropiebilanz (7.20) bzw. (7.22) 148t sich der 2. Hauptsatz der Ther-

modynamik folgendermaflen formulieren.

Fiir alle Losungen der Feldgleichungen, d.h. fiir alle thermodynamischen Prozesse, muf}
>0 (7.23)

gelten, wobei S*, h bzw. H konstitutive GroBen sind.
Hierzu sind einige Bemerkungen anzubringen:

1) Die Entropiequelle s ist analog der Massenkraft eine dufilere Belastung und damit
keine konstitutive Grofe.

2) Das Gleichheitszeichen in (7.23) gilt fiir den Idealfall reversibler Prozesse.

3) S* und h bzw. H miissen zwar zunichst durch konstitutive Gleichungen festgelegt
werden, werden aber bei der Auswertung des 2. Hauptsatzes wieder eliminiert. In
den Stoffgleichungen, die als zusétzliche Feldgleichungen fiir die Lésung des Rand-
wertproblems erforderlich sind und fiir die der 2. Hauptsatz Einschréankungen liefert,
kommen S* und A bzw. H nicht mehr vor.

Fiir die weiteren Ausfiihrungen sollen die Entropiestrome und -quellen allein durch
Wirmezufuhr verursacht sein, was in vielen Fillen gegeben ist. Damit gelten die Be-
ziehungen:

1
19

r I

= _ H="- h= 7.24
S 19 ) 19 Q ) ( )
Unter Anwendung von (7.23) ergibt sich der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in der

globalen Form fiir die EULER’sche Betrachtungsweise zu

/gS’*de—/%-d&'—l—/g%dv (7.25)

v a v
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und fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise zu
/go S*dv > — /% +/gong (7.26)
v A v

7.3.3 Lokale Formulierung des 2. Hauptsatzes

Die Oberflichenintegrale in (7.25) und (7.26) werden wieder mit dem GAuUsS’schen Inte-

ralsatz entsprechend
dm _ dm Nm _ am
/’Lgdam_/ Y da_/(ﬁ>,mdv

v

1 m
= / (5 qm’m — W ﬁ’m> d/U

. (7.27)

/%TMdAM /( Quiv — ?9];[19, >dV
A

14

analog:

umgeformt. Damit erhélt man die erste Moglichkeit einer lokalen Formulierung des 2.
Hauptsatzes fiir die EULER’sche Betrachtungsweise durch

- m19m
9(798*_7")+Qm,m_q ,19’ 20 (728)

und fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise durch

. v
Qo(ﬁs*—T)+QM,M—QM19 M >0. (729)

Durch Einfiihrung der freien HELMHOLZ schen Energie
F*=U"-95" (7.30)

konnen (7.28) und (7.29) in eine fiir manche Anwendungen giinstigere Form iiberfiihrt
werden. Unter Einbeziehung von (7.12) und (7.18) erhiilt man damit als zweite Moglichkeit
einer lokalen Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik fiir die EULER’sche

Betrachtungsweise die Beziehung

Im VOm

—0(F* 4+ 95") + 0 dymy — 20 (7.31)
und fiir die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise die analoge Beziehung
Qum VM
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8 Materialtheorie

8.1 Einfiihrung

Die in dem vorherigen Abschnitt behandelten Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik
sind von den konkreten stofflichen Eigenschaften unabhéngig. Die Erfahrung zeigt jedoch,
dafl diese stofflichen Eigenschaften einen entscheidenden Einflufl auf das Verhalten des
Kontinuums haben. Gase, Fliissigkeiten oder Festkorper aus Holz bzw. Metall bringen
einer auf sie wirkenden Kraft unterschiedliche Widerstinde entgegen. In der mathema-
tischen Beschreibung des Kontinuums spiegelt sich diese Beobachtung dadurch wieder,
daB die Anzahl der Bilanzgleichungen kleiner als die der darin enthaltenen Unbekannten
ist. Es sind somit weitere Gleichungen notwendig, um die unbekannten Feldgroflen zu
ermitteln. Diese Beziehungen werden als Stoffgesetze, Materialgleichungen oder konstitu-
tive Gleichungen bezeichnet. Der Teil des Stoffgesetzes, der den Zusammenhang zwischen
der Bewegung der materiellen Teilchen und dem Spannungstensor vermittelt, heifit De-
formationsgesetz. Im allgemeinen sind mechanische Vorginge aufgrund der vorhandenen
Dissipation stets mit einer Temperaturdnderung verbunden.

Die genaue Anzahl der zusétzlichen Gleichungen 148t sich aus einer entsprechenden Ge-
geniiberstellung der vorhandenen Bilanzen und der enthaltenen Unbekannten bestimmen.
In den folgenden Tabellen sind fiir das thermo-mechanische Gesamtfeldproblem die ent-

sprechenden abhingigen Variablen bzw. Gleichungen enthalten.

Variable Symbol | Anzahl
Verschiebung U (T, T) 3
Spannung Ok (Tm, t) 6
Dichte 0(Tm, ) 1
Temperatur Wz, t) 1
Wiérmestrom Gk (Tm, t) 3
spezifische innere Energie | U* (2, t) 1
spezifische Entropie S*(zm, t) 1

Tabelle 1: Liste der abhéngigen Variablen fiir das thermo-mechanische Feldproblem

Bei diesem Problem stehen den 5 Bilanzgleichungen 16 abhéngige Variable gegeniiber, so



8 MATERIALTHEORIE 95

Bilanz Gleichung Anzahl
Masse 0+ ovgr =0 1
Impuls | opr+o(fi—a)=0 3
Energie | oU* = oydy — s, + oF 1

Tabelle 2: Liste der erarbeiteten Bilanzgleichungen

dal 11 Zusammenhénge durch das Stoffgesetz bereitzustellen sind, um das Feldproblem
16sen zu koénnen. Dies sind im einzelnen das Deformationsgesetz oy (um, ) (6), eine Glei-
chung fiir die spezifische innere Energie U*(u,,?) (1), eine fiir die spezifische Entropie
S*(tm, ) (1) und die Beziehungen fiir den Warmestrom g (t,, 9) (3).

8.2 Prinzipien der Materialtheorie

Die Prinzipien zur Aufstellung von Stoffgesetzen sind in den letzten Jahrzehnten syste-
matisch herausgearbeitet worden (NOLL, TRUESDELL, ERINGEN). Es handelt sich dabei
nicht um Gesetzméfigkeiten, sondern um festgeschriebene verallgemeinerte Erfahrungen
mit iiberwiegend axiomatischen Charakter. Diese Prinzipien dienen als Unterstiitzung bei
der Formulierung von Stoffgesetzen und kénnen somit Fehler bei deren mathematischen
Beschreibung verhindern. Fiir konkrete Berechnungen sind weitere Einschrinkungen, so-
genannte konstitutive Annahmen, notwendig.

Im folgenden werden die wichtigsten Prinzipien in einer Kurzfassung wiedergegeben.

Prinzip des Determinismus

Alle abhéingigen konstitutiven Variablen (o, gx, U*, S*) in einem materiellen
Teilchen sind durch die Geschichte der unabhéngigen Variablen (u,,, ¥) im

Kérper bestimmt.
Interpretation:

Die Zukunft hat auf das Verhalten des Kontinuums zum aktuellen Zeitpunkt keinen
Einflul (AusschlieBungsprinzip). Die Ursachen fiir Verdnderungen im Kontinuum

liegen immer in diesem selbst.

Von den 15 konstitutiven Variablen (o, gg, U*, S*, U, 9), die Dichte p ist mit der
Massenbilanz festgelegt, werden 11 durch das Stoffgesetz bestimmt und es ergibt
sich die oben angegebene Einteilung in abhingige und unabhingige konstitutive
Variable.
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Prinzip der lokalen Wirkung

Die abhéngigen konstitutiven Variablen in einem materiellen Teilchen werden
nur durch die Werte der unabhéingigen konstitutiven Variablen in der ndheren
Umgebung des Teilchens bestimmt. Ist dies ausschliefilich die differentiell nahe

Umgebung, so heifit das Material ,,einfach*.
Schluf3folgerung:

Bei einfachem Material wird der Einflul der Umgebung durch die unabhingigen kon-
stitutiven Variablen Deformationsgradient Fyx = 0z /0X i bzw. Verschiebungsgra-
dient up g = O0ry/0XK — 1 und Temperaturgradient py = 9, = 09/0x;, beschrie-

ben.

Prinzip der materiellen Objektivitit

Die Stoffgesetze dndern sich nicht, wenn sich das Bezugssystem des lokalen
Beobachters durch eine beliebige Starrkérperbewegung von einem zweiten un-
terscheidet bzw. wenn der Bewegung des materiellen Teilchens eine beliebige

Starrkorperbewegung iiberlagert wird.
Bemerkung:

Bei der Herleitung von Stoffgesetzen ist es zweckmifBig, objektive Tensoren zu ver-
wenden, die sich bei den genannten Starrkérperbewegungen nach bestimmten Regeln

transformieren.

Prinzip der Aquiprisenz
In allen Stoffgesetzen wird zuniichst der gleiche Satz unabhéngiger konstituti-
ver Variabler zugelassen.

Prinzip der thermodynamischen Zulissigkeit

Die Stoffgesetze miissen dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik geniigen.

8.3 Objektive Variablen in der Theorie einfacher Materialien

Die Bewegung eines Korpers wird relativ zu einem Bezugssystem gemessen. Die in der
Kontinuumsmechanik auftretenden physikalischen Gréfien sind in einer definierten Weise

von dem starren Anteil dieser Bewegung unabhéngig.

Transformationen
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t>0

Abbildung 9: Zur Beschreibung einer dquivalenten Bewegung

Gegeben seien zwei Ortsvektoren 7 und 7 zwischen denen der Zusammenhang

=Q-7+¢ (8.33)

=y

gilt. In dieser Beziehung beschreibt der Vektor ¢(t) eine reine Translation und Q(¢) ist ein

eigentlich orthogonaler Tensor mit den Eigenschaften

Q- Q"'=Q"- Q=1 und det(Q)=1 . (8.34)

Die Transformation (8.33) kann entweder eine Starrkirperbewegung definieren, um die
sich zwei Bezugssysteme unterscheiden. D.h. 7 und 7 beschreiben die gleiche Bewegung
beziiglich zwei unterschiedlicher Systeme.

Oder die Gleichung (8.33) charakterisiert eine Starrkérperbewegung, um die sich zwei Kor-
perbewegungen 7 und 7 unterscheiden. Die Messung dieser beiden Bewegungen erfolgt in

ein und demselben Bezugssystem.

Unabhingig von der jeweiligen Interpretation werden Bewegungen, die die Gleichung
(8.33) erfiillen, als dquivalent bezeichnet. Ein objektiver Tensor zeichnet sich durch ein
bestimmtes Transformationsverhalten beim Ubergang zu einer fquivalenten Bewegung

aus.

Definition der Objektivitit

Ein LAGRANGEscher Skalar ¢, Vektor V und Tensor zweiter Stufe T bzw. ein EULERscher

Skalar ¢, Vektor ¥ und Tensor zweiter Stufe t heiflen objektiv, wenn fiir sie unter Anwen-
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dung der Gleichung (8.33) gilt:

(8.35)

Untersuchung der Objektivitit
e FULERsche Tensoren

1. Geschwindigkeit o

v="7
I=r=Q-7+Q-7+¢

=Q-7+Q-7+¢

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Beziehung (8.35) zeigt, dafi die Geschwin-
digkeit ¢’ nicht objektiv ist.

2. Geschwindigkeitsgradient L

Mit dem Zusammenhang

dFi=Q-di=Q-F-dR=F -dR

ergibt sich
L=(Q F+Q-F)-F'-Q
=Q-F-F1.Q"+Q Q7
= QLQ+Q-qQ"

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Beziehung (8.35) zeigt, dal der Geschwin-
digkeitsgradient L nicht objektiv ist.
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3. Deformationsgeschwindigkeit d

1

U P

=L@ L-Q +Q-Q"+Q L7 Q"+Q Q")
Mit den Zusammenhingen
Q:Q"=I Q-Q'+QQ"=0 Q- Q"=-Q-Q

ergibt sich

i=Q J(L+17)-Q"=Q d-Q"

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Beziehung (8.35) zeigt, daf die Deformati-
onsgeschwindigkeit d objektiv ist.

4. Winkelgeschwindigkeit w

w= (L~ 17)
W = %( — L7

=@ L-Q"+Q-Q"-Q L7 Q" ~Q-Q")
=Q ,(L-17)-Q"+Q-Q7
=Q-w-Q"+Q-Q”

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Beziehung (8.35) zeigt, dafi die Winkelge-
schwindigkeit w nicht objektiv ist.

5. Spannungstensor — wahre Spannung o
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Mit den Zusammenhingen
iS=Q-d§ dAi=Q-dA
ergibt sich
Q- dS=6"-Q-d4
dS=Q"-67-Q-dA .
Es gilt somit
5=Q-o-Q7

und der Vergleich mit der Beziehung (8.35) zeigt, dafl die wahre Spannung o objektiv
ist.

. Spannungsgeschwindigkeit — mittels materieller Zeitableitung der wahren

Spannung &

Da'_d_

Dt

Do

5 ==(Q--Q7)

=Q-¢-Q"+Q-(Q"-Q-0+0-Q"-Q)-Q"
Der Vergleich dieser Gleichung mit der Beziehung (8.35) zeigt, da8 die materielle
Zeitableitung der wahren Spannung & nicht objektiv ist.

Es gilt allgemein: Die materielle Zeitableitung eines objektiven EULERschen Tensors
ist nicht objektiv.

e LAGRANGEsche Tensoren

1. Spannungstensor — 2. PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannung T

Die Uberpriifung erfolgt auf der Grundlage des o- T Zusammenhanges.

T=2p1.5.F7
Y
2

0
2@ F)(QeQ) (@ F)T

Q_QOFI.QT.Q.O-.QT.Q.FT

T=2F1.6.F7T

= Xp-1. 5. FT =T
0
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Der Vergleich dieser Gleichung mit der Beziehung (8.35) zeigt, dafl der 2. PIOLA-
KircHHOFFsche Spannungstensor T objektiv ist.

Es gilt allgemein: Ein LAGRANGEscher Tensor ist stets objektiv.
e Moglichkeiten zur Definition von objektiven Spannungsgeschwindigkeiten
Aus dem Umstand, dafl die materielle Zeitableitung der wahren Spannung nicht objektiv
ist, 148t sich die Notwendigkeit zu der Suche nach objektiven Spannungsgeschwindigkeiten
ableiten.
1. JAUMANNsche Spannungsgeschwindigkeit

In der Winkelgeschwindigkeit 1 und der materiellen Zeitableitung des wahren Span-
nungstensors sind die gleichen Zusatzterme enthalten, die die Objektivitdt stéren.
Auf dieser Grundlage kann mit

Q- Q' =%w-Q-w-Q"
eine neue Spannungsgeschwindigkeit

c=Q¢-Q"+Q-[(Q"-% - Q-w)-o+0o-(w-Q"-w-Q)]-Q7

O—W-0+0 W=

(6—-w-og+o0-w)-Q7

Q.
Q-c-Q"

sh

*
g

eingefiihrt werden.

Mit dem Symbol ( ) wird die oben definierte Ableitungsvorschrift eingefiihrt, deren
Anwendung auf den wahren Spannungstensor die zeitliche Anderung des Spannungs-
tensors in dem bewegten System Z angibt.

2. TRUESDELLsche Spannungsgeschwindigkeit

Mit der Aussage, dal LAGRANGEsche Tensoren stets objektiv sind, lassen sich wei-

tere objektive Spannungsgeschwindigkeiten definieren:

T=2p-1.5.FT
0

- <@) Flig P74 2. 6. F T4 250 . 6. 774 Xp1. 6. 07
0 0 0 0

F! <&+F-F1-U+U-FT-FT+Q )-FT
0

_ &
0
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Mit der Massenbilanz g+ gtr(L) = 0 ergibt sich fiir die TRUESDELLsche Spannungs-
v
geschwindigkeit die mit ( ) gekennzeichnete Ableitungsvorschrift

c;'zc'r—L-a'—a'-LT—i-a'tr(L)

3. OLDROYDsche Spannungsgeschwindigkeit

Basierend auf der JAUMANNschen Spannungsgeschwindigkeit kénnen durch Additi-

on dquivalenter symmetrischer Terme
d-o+o-d und otr(d) = otr(L)

weitere objektive Geschwindigkeiten erzeugt werden. Mit diesen Summanden 1483t
sich auch der Unterschied zwischen der JAUMANNschen und der TRUESDELLschen
Spannungsgeschwindigkeit beschreiben. Die (lower convected) OLDROYDsche Span-
nungsgeschwindigkeit ist mit
A *
c=0+d-0c+0-d
=oc—-w-c+o-w+d-o+0o-d
=oc+o-(d+w)+(d-—w)-o

=6+o-L+L" .0

definiert. Durch die Subtraktion der gleichen Terme ergibt sich die (upper convected)
OLDROYDsche Spannungsgeschwindigkeit

\ .
c=6-oc-L"T-L-o

Diese unterscheidet sich von der TRUESDELLschen Geschwindigkeit durch die Mul-
tiplikation mit dem Volumenverhéltnis gq/ 0.

e Analytisches Beispiel zu Objektivitét

Ein Stab mit einer konstanten Beanspruchung oy wird als starrer Korper gedreht.

Der Spannungstensor o = og€x ® €r, sollte vor und nach der ebenen Drehung um den
Winkel ¢ = 90° die Koordinaten

Ok, 1st vorhanden

oo 0 0 0 0 O

=10 0O =10 0
IKL Material erfahrt keine OKL 70

0 00 0 0 O

Anderung der Beanspruchung
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X2 Aﬁ“ 00

rotiert als starrer Kérper

>>

>

mit konst. Beanspruchung
i

ik s
iy S

-
Xl

Abbildung 10: Analytische Beschreibung der starren Drehung eines Stabes

besitzen. In Abhéngigkeit von dem Winkel ¢ ergeben sich mit dem Ortsvektor

T = Ty + scos pe] + ssin péy

die Koordinaten des Spannungstensors

cos’p  cospsing 0

OKL = 00 |[cospsinp sin? ¢ 0
0 0 0

Die materielle Zeitableitung dieses Spannungstensors liefert

—2cospsing cos®p —siny 0
Orr, = 0op |cos’ o —sin¢  2cospsing 0
0 0 0

Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich mit der materiellen Zeitableitung des Ortsvektors und

den Zusammenhéngen x; = scos ¢ und z, = ssin ¢

U= gbs(— sin ey + cos @52) = ¢(—$251 + $1€2)
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Somit besitzt der Geschwindigkeitsgradient die Form

V1,1 V12 V13 0 -1 0
Lxr = |[va1 w22 23| =@ |1 0 0
U371 ’U3,2 ’U373 0 0 0

Mit diesen Koordinaten bestimmen sich die Deformations- und Winkelgeschwindigkeit zu

0 -1 0

1 1 .
dxr = §(LKL+LLK)=0 wKL=§(LKL—LLK):§0 100
0 0 0

Da dgr = 0 gilt, sind fiir die angenommene starre Bewegung alle eingefiihrten objek-
tiven Spannungsgeschwindigkeiten (JAUMANN, TRUESDELL, OLDROYD) identisch. Die
Koordinaten der JAUMANNschen Geschwindigkeit berechnen sich zu

*

OKL = OKL — WKM OML + OKM WML
—2cospsing cos®p —sin?p 0
= oop | |cos’p —sin®p 2cospsing 0| —
0 0 0

0 -1 0 cos’p  cospsing 0
— |1 0 Of |cospsing sin? ¢ 0] +
0 0 O 0 0 0
cos’p  cospsing 0| [0 =1 0
+ |cosgsing sinp 0| |1 0 O ]|= 0.
0 0 0o {0 0 O

Im Gegensatz zur materiellen Zeitableitung des Spannungstensors ist diese Geschwindig-

keit fiir die untersuchte Bewegung gleich null.

8.4 Elastisches Material

Ein elastischer Festkorper ist dadurch gekennzeichnet, dafi die abhingigen konstitutiven
Variablen eindeutig, d.h. mit Funktionen, den unabhéngigen konstitutiven Variablen des
aktuellen Zeitpunktes zugeordnet sind.

Die nachfolgenden Betrachtungen werden auf der Grundlage der LAGRANGEschen Be-
schreibungsweise erarbeitet, da somit die Objektivitdt der entsprechenden Funktionen
gewihrleistet wird. Unabhéngige Koordinaten sind die Koordinaten der materiellen Teil-
chen in der unverformten Referenzkonfiguration X und die Zeit t. Es werden LAGRAN-

GEsche Tensoren als konstitutive Variable verwendet. Das Material soll homogen und ohne
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Alterung sein, so dafl der Ort z; bzw. die Verschiebung ux und die Zeit ¢ nicht als un-
abhéngige Variable auftreten. Der Satz der unabhéngigen konstitutiven Variablen besteht
somit aus dem Deformationsgradient Fjx bzw. Verschiebungsgradient ug 1, der Tempe-
ratur ¥ und dem Temperaturgradient pux = 9,x, wobei ersterer durch den objektiven

LAGRANGEschen Verzerrungstensor Er; ersetzt wird.

Das Stoffgesetz setzt sich aus den Funktionen fiir den 2. P1oLA- KIRCHHOFFschen Span-
nungstensor 7T7;, die spezifische freie Energie F™, die spezifische Entropie S* und den

Wairmestrom ()7 in der Form

Trr = pr7(Exr, 9, pix)
F*= ¢ (B, ) (8.36)
S* = s (Exr,9, pux)
Qr = w1 (Ekr,Y, k)

zusammen. Fiir diesen Gleichungssatz ist das Prinzip des Determinismus mit der
Wahl des LAGRANGEschen Referenzsystems erfiillt. Das Prinzip der lokalen Wirkung
wird in seiner stiarksten Spezialisierung, dem einfachen Material, beriicksichtigt. Die Wir-
kung der unmittelbaren Nachbarschaft ist nur iiber den Verschiebungsgradienten in E;,
und den Temperaturgradienten pg enthalten. Mit der Verwendung der LAGRANGEschen
Beschreibungsweise und den eingefiihrten Tensoren ist die Einhaltung des Prinzips der
Objektivitit gesichert. In den Gleichungen (8.36) ist die Erfiillung des Prinzips der
Aquiprisenz offensichtlich. Letztlich muf noch das Prinzip der thermodynamischen
Zuldssigkeit iiberpriift und eventuelle Schlufifolgerungen daraus gezogen werden. Das
Einsetzen des Stoffgesetzes in den 2. Hauptsatz der Thermodynamik in seiner lokalen

Form
. . 1
—00(F" +95") + Ticr Dicr, = 5 Qe e > 0 (8.37)
liefert,
0p | - 99, . 0o . 1
— 005 Bxr — ool + 50) 0 — oo fixc — 5 >0 .
(prL QanKL) kL — 0o(s + 819) QO(?,uK fik — 5 TK K 2 0 (8.38)

Da die Geschwindigkeiten EKL, 9 und [tk unabhingig vom Wert der Variablen Ex, ¢
und pg sind und unabhingig voneinander gewéhlt werden konnen, ist die Ungleichung

(8.38) fiir alle aktuellen Werte des Deformations- und Temperaturzustandes nur dann zu
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erfiillen, wenn die Faktoren

0¢

YKL= Logp— = 0
9  _ (8.39)
s+ 99 =0
0¢
2 =
Ok

verschwinden. In der Beziehung (8.39.1) ist zu sehen, dafi der gew#hlte Ansatz fiir das
Stoffgesetz (8.36) das Verschwinden der Dissipation gewéhrleistet. Geméfl der Gleichung
(8.39.3) darf der Temperaturgradient j nicht zu der Argumentliste von ¢ gehéren. Damit

gelten fiir die spezifische Entropie und den Spannungstensor die Beziehungen

_ a¢(EMN:19)
—_g = VR
0 (8.40)
_ 09(Emn,9)
YKL = QOW

Mit diesen Gleichungen ist die allgemeinste Form eines thermo-elastischen Stoffgesetzes
festgeschrieben, wobei die Beziehung (8.40.2) das darin enthaltene Deformationsgesetz
darstellt. Von der Beziehung (8.38) bleibt nun noch die Restungleichung

1
—3 Tx (Eymn, Y, i) i > 0 (8.41)

tibrig, die der Ansatz (8.36.4) fiir 7 erfiillen mufl. Der einfachste lineare Ansatz

TK = _AKL(EMN719) ML (842)

mit dem positiv semidefiniten Wirmeleitfihigkeitstensor A, erfiillt stets die Ungleichung
(8.41) und es gelten fiir das elastische Stoffgesetz die zwei Grundansitze fiir die spezifische

freie Energie und den Wéarmeleitfahigkeitstensor

Fr = ¢ (EMN’ﬁ)

AKL = AKL(EMNa 79)

(8.43)

Aufbauend auf den bisherigen Herleitungen zum elastischen Materialverhalten werden im

weiteren Moglichkeiten zur Formulierung des Deformationsgesetzes untersucht.
Bemerkungen zum Deformationsgesetz

Hyperelastizitit
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Als hyperelastisch wird ein Material bezeichnet, fiir das ein Potential in der Form existiert,
so dafl dessen partielle Ableitung nach dem Verzerrungstensor gleich dem Spannungstensor
entspricht. In der LAGRANGEschen Beschreibungsweise definiert die Gleichung

8¢(EMN: 19)

= 8.44
OF kL YKL ( )

Tkr = 00

einen solchen Zusammenhang in der Zustandsformulierung. Die Geschwindigkeitsformu-
lierung besitzt in der nichtlinearen Festkdrpermechanik eine besondere Bedeutung, da das
Deformationsgesetz in der Regel nur in dieser Art formuliert werden kann. In der LAGRAN-
GEschen Beschreibungsweise ergibt sich mit der materiellen Zeitableitung der Gleichung
(8.44) der Zusammenhang

82¢(Eyn, V) - B2 G(Epw. ) -
To(Bun.9) pp -, OO EMN. D)

@ 8EKL8EU 8EKL879 (845)
= Ckris Ery + Skt ¥

TKL =

Die Hyperelastizitdat kann auch dadurch charakterisiert werden, dafl die materielle Zeit-
ableitung des als Deformationsenergie interpretierbaren Potentials gleich der Leistung der

Spannung je Volumeneinheit ist

36(Enn,9)  06(Eun,9) - 1 :

Die entsprechende Darstellung der Zustandsformulierung in der EULERschen Beschrei-

bungsweise liefert die Anwendung der Transformationen

Exr = FrxFiren

Exp = FigFipdy

I 8.47
Tk = %F I%FILIUM ( )
Tk, = Q—QOFI%FIL%M

zu

Or = Pri(FunEmmenm, V) = Gri(Fun, €nm, V) = 0Fvx Fir o xn(Fun, €nm, V) . (8.48)

In der EULERschen Darstellung wird zu der Argumentliste der LAGRANGEschen Beschrei-
bung, bestehend aus dem Verzerrungstensor und der Temperatur, noch der Deformations-
gradient Fix hinzugefiigt. Somit ist in dieser Formulierung stets der Bezug zu einer Refe-
renz enthalten. Fiir den Fall eines isotropen, d.h. richtungsunabhéngigen, Materialverhal-

tens besitzt der Deformationsgradient keinen Einflul. Die Geschwindigkeitsformulierung
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der EULERschen Beschreibung lautet

v

Okl = Cklmndmn + Ekﬂé (849)
mit

Crimn = £FkKELFmMFnNCKLMN(EleJeija 9) = Crimn(Fir, €35, 9)
2 , (8.50)
S = Q—FkKﬂLSKL(ElﬂJeij, V) = 5u(Fir, €5, 9)
0
Bei den weiteren Ausfithrungen zu dem Deformationsgesetz wird der isotherme Festkorper

betrachtet. In diesem Fall besteht das Stoffgesetz nur noch aus dem Deformationsgesetz.

CAucnuy- Elastizitét
Bei dieser Elastizitit wird der Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor und dem

Verzerrungstensor mit 6 voneinander unabhéngigen Funktionen beschrieben

Try = ¢r(EkL) - (8.51)

Das oben aufgefiihrte Potential ¢ als Grundlage fiir diesen Zusammenhang existiert nicht
mehr und somit ist im allgemeinen auch die Erfiillung des 2. Hauptsatzes der Thermo-
dynamik nicht mehr gegeben. Be- und Entlastungsvorgénge miissen bei einem CAUCHY-

elastischen Material nicht den gleichen Weg beschreiben.

Hypoelastizitit
Fiir die Beschreibung eines hypoelastischen Kérpers wird zunéchst die Geschwindigkeits-

formulierung der EULERschen Beschreibungsweise
' —
Okl = Cklmndmn (852)

genutzt. Der Steifigkeitstensor Ciimyn soll nun aber nur noch von dem EULERschen Ver-

zerrungstensor abhédngen
C_'Iclmn = C_'lclmn(ez'j) . (853)

Damit wird das Materialverhalten durch den erreichten Verformungszustand charakteri-
siert. Aufgrund des Prinzips der Objektivitit ist Ciimn eine isotrope Tensorfunktion und
das zu beschreibende Material isotrop.

Kleine Verzerrungen
AbschlieBend soll der Ubergang zu kleinen Verzerrungen mit Beriicksichtigung des Tem-

peratureinflusses betrachtet werden. Fiir diesen Fall verschmelzen die Beziehungen der
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Variable LAGRANGE = kleine Verzerrungen < EULER
Verzerrung Eun = Emn < emn
Deformationsgeschwindigkeit D = Emn < dym
Spannung Tkr = Okl <= o
Spannungsgeschwindigkeit TK I = Okl < O

Tabelle 3: Bezeichnung der konstitutiven Variablen bei kleinen Verzerrungen

LAGRANGEschen und der EULERschen Beschreibungsweise zu einem Gleichungssatz. Das
hyperelastische Materialverhalten soll durch die Gleichung

0b(Emm, )

.54
o (8.54)

Oij =0
beschrieben werden. Fiir das Produkt 9¢(¢,,n, ) wird eine Potenzreihe in der Form

00(Emn, ) =ag + a1 + ax?? + - - - +
+ Eo + Eren + %Eklmngklgmn +---+ (8.55)
+ g + -+
angesetzt. Das Einsetzen dieses Ansatzes in die Gleichung (8.54) liefert
0ij = Eij + Eijmnemn + -+ cij0 +--- . (8.56)
Mit der Beschréinkung auf ein lineares Materialverhalten
0ij = Eij + Eijmn€mn + ¢ij0 (8.57)
und der Einfiihrung einer Bezugstemperatur 9 fiir €,,,, = 0 und o;; = 0 gilt
Eij = —cijy (8.58)
und das gesuchte Deformationsgesetz lautet
0ij = BijmnEmn + ¢ij(0 — ) . (8.59)

Fiir linear-elastisches Materialverhalten beschreibt diese Gleichung die allgemeine Form

des Deformationsgesetzes bei kleinen Verzerrungen.
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Soll das Deformationsgesetz ein isotropes Material beschreiben, so darf die spezifische freie

Energie aufler von der Temperatur nur von den Invarianten der Verzerrung

If = Ekk = 5k:l5kl
1 1
I5 = 5 (ekksll - €kl€kl) = 5 (1162 - 5kl<€kl) (8'60)
e 1 €Je €3
15 = det(ex) = 3 (5kl5lm5mk + 31715 — I )
abhéngen. Es gilt
¢(Emna79) = d)(IlgalgﬂI?fvﬁ) . (8'61)
Mit dem Zusammenhang (8.54) ergibt sich die Spannung zu
s d¢ 0If | 0¢ 0I5  0¢ OI3
=0 8116 5%‘ 815' 58,-]- 8I§ 881']' (862)
= 0l@18ij + pa(errliy — i5) + ps(eirese — Iiei; + 150i5)]
worin
3 3 3 8¢
oi(I7, 15, I5,0) = I (8.63)
gilt. In der Gleichung (8.62) wurden die Identititen
oIt 015
?jj = 6ij 88; = 5kk(5z’j — & = Ilsfsz'j — &5
(8.64)
ors 1 or; . 0I5 o0 OIF c e
86:; "3 [&Eikgjk 3 (c‘)silj i 86;-) - 312285;] = eirgjk — Iieyj + 1305

benutzt. Fiir ein linear-isotropes Materialverhalten lautet ein entsprechender, in € qua-

dratischer Ansatz der spezifischen freien Energie
06 = ag(I)? + a1 I§ + apI5 (9 — 9g) - (8.65)

Mit der Gleichung (8.54) ergibt sich somit fiir die Spannung

oij = 2a0€kk(5i]‘ + a; (gkk(sij - Eij) + G’Q(SU (19 o 190) (866)

= (2@0 + al)skkézj — A1E45 + agéi]‘Aﬁ
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Um das so erhaltene Deformationsgesetz in die bekannte technische Schreibweise zu iiber-

fithren, werden die Koeffizienten ag, a; und as durch die Terme

Ev E E
1+v)1—v) “ @2

2&0 +a = (0% (867)

T 14w Y
ersetzt, worin die Materialkennwerte Elastizitdtsmodul E, Querkontraktionszahl v und
Wirmeausdehnungskoeffizient o enthalten sind. Somit kann die Gleichung (8.66) in der

Form des verallgemeinerten HOOKEschen Gesetzes

1+v

E v
% =1, <5ij + Eéijgkk - EQA%ij) (868)

angeben werden. Das HOOKEsche Gesetz ist dadurch gekennzeichnet, dafl es stabil bzw.
eindeutig ist. Es ist moglich, mit der Gleichung (8.68) iiber die erste Invariante des Span-

nungstensors
E 1
Ok = — Ek]c-l-L?)Ekk— tv aA93
1+v 1—-2v 1—-2v
(8.69)
FE
= — 3aA
1- 92, (5]919 3 19)
die erste Invariante des Verzerrungstensors
1-2
Ekk = Okk E v + 30[A19 (870)

zu bestimmen. Das Einsetzen dieser Invariante in die Gleichung (8.68) und anschlielendes
Umstellen des so gewonnenen Zusammenhanges liefert die entsprechende Umkehrfunktion
in der Form
14+v v
Eij = T <0ij — H—Vo-kkéij) + CkAﬁéij . (871)
Inkompressibles Materialverhalten ist durch ein iiber den Deformationsprozef konstantes

Volumen gekennzeichnet. Mathematisch 148t sich diese Aussage fiir den allgemeinen Fall

in der Bedingung

dVv
— =det Fi.xr =1 8.72
av, = det Pl (8.72)

formulieren. Der Ubergang zu kleinen Deformationen, wo die Referenz- gleich der Mo-

mentankonfiguration ist €x = €y, ergibt die Ndherung

dVv
W P~ det(dkl + uk,l) =1+u +ugp+uss - (8.73)
0
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Der Verzerrungs- Verschiebungszusammenhang g = (ug; + w; x)/2 liefert fiir kleine Ver-
zerrungen die Identitét ex, = ug k. Und somit folgt aus den Gleichungen (8.72) und (8.73)

fiir ein inkompressibles Material bei kleinen Verzerrungen die Aussage
e, =0 . (874)

Das Einsetzen dieser Bedingung in die Gleichung (8.70) fiihrt zu den Aussagen, daf} die
Querkontraktionszahl gleich 1/2, der Warmeausdehnungskoeffizient gleich 0 und die erste
Invariante des Spannungstensors oy beliebig ist. Oft wird fiir letztere oxr, = —p gewihlt,
worin p der hydrostatische Druck ist. Damit besitzt das Deformationsgesetz fiir ein in-

kompressibles linear-elastisches Material und kleine Verzerrungen die Form

1+v
6,']' = T(O'ij +p5ij) . (875)
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