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01 Zahlendarstellung

 Darstellung von Zahlen als Tupel von Resten in Bezug auf
eine vorher definierte Menge teilerfremder Moduli

Gewichtete Zahl:  Z=(z_,),Z_y),-»Z0)

Moduli Menge: (m(n_l),m<n_2),...,m0)

RNS-Darstellung: (X(n—1)> X(n—2)» -5 Xo)
x;=Zmodm.=|Z| ., 0=<x.<m,
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Vorzeichenlose RNS Darstellung (5,3,2)

Residue to base Residue to base Residue to base
N[5 3 2 N[5 3 2 N[5 3 2
01010 0 10701 0 20102 0
11111 1 11112 1 21 (1[0 1
21212 0 121210 0 22121 0
31310 1 13131 1 23 3|2 1
4 1411 0 14142 0 24 1410 0
5102 1 510700 1 25 (0|1 1
6 |10 0 16 |11 0 26 | 1|2 0
7121 1 17122 1 271210 1
81312 0 181310 0 28 |3 |1 0
91410 1 19141 1 29 |4 |2 1

TU Dresden, 18.06.15

R.=13mod 5=3
R,=13mod3=1
R,=13mod2=1
=[3,11]
R.=8mod5=3
R;=8mod 3=2
R,=8mod2=0

=(3,2,0]

Folie 4 von 30



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DRESDEN

Vorzeichenbehaftete RNS Darstellung (5,3,2)

Residue to base Residue to base Residue to base
N|5 3 2 N |5 3 2 N |5 3 2
01010 0 10 101 0 -10 10| 2 0
111 1 11 |12 1 91110 1
21212 0 12 1210 0 8121 0
31310 1 13 131 1 T 132 1
41411 0 14 | 4|2 0 -6 |40 0
5102 1 150010 1 501 1
6|10 0 14711 0 4 112 0
7121 1 -13 12| 2 1 31210 1
81312 0 -12 1310 0 2131 0
91410 1 11141 1 -1 1412 1

TU Dresden, 18.06.15

R.=—13mod 5=2
R,=—13mod3=2
R,=—13mod2=1
=[2,2,1]
R.=—8mod 5=2
R,=—8mod3=1
R,=—8mod2=0

=[2,1,0]
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Chinese Remainder Theorem (CRT)

« Bei einer gegebenen teilerfremden Menge an Moduli ist die
Menge an Resten fur jede Zahl X < M einzigartig, wobei:

M:H m,
i=0

Beweis:
X —Y Vielfaches vonm,

(m(n—l)’m(n—2)"”’m0) X, =Y,
X=(X(, 1) X(n_2)»-»X0) => x.=Xmodm, => X—Y Vielfachesvon M
Y=(Y (a1 Yin-2)s o005 Yo) y;=Y modm, X oderY=M
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Warum RNS?

« ,Carry-freie” Addition, Subtraktion und Multiplikation durch
parallele Abarbeitung einzelner Ziffern

« Reduzierung der Laufzeit der Operation auf die Laufzeit des
langsamsten Modulus

Binar (7-Bit) RNS (7,5,3,2)
0101101, 3,0,0,1] [011,000,00,1
+0110000, +(6,3,0,0] +[110,011,00,0]
1011101 2,3,0,1 [010,011,00,1
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Schwachen

« Keine einfachen Losungen fur Divisionen, Vergleiche,

Uberlauferkennung und Vorzeichenerkennung

e Hoher zeitlicher und raumlicher Overhead durch Konverter

und modular rechnende Einheiten

RNS (7,5,3,2)

3,0,0,1]
+/6,3,0,0

: ~_ Negativ? Uberlauf?
12,3,0,1]
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02 RNS Systeme

TU Dresden, 18.06.15

X

!

Forward Converter

l ¥ (n-2)

x_(n-1)
Modulo Modulo
m_(n-1}) m_{n-2)
Arithmetil Arithmetik

l‘f-in-ﬂ

l y_(n-2)

Modulo
m_Q

Arithmetik

[

Rewverse Converter

!

Y
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Forward Converter

 Konvertierung in RNS Darstellung
 Losung durch Zerlegen der Eingabezahlen

« Parallele oder serielle Implementierung

n—1 k-1
X1, = 20 1%,27 )= 22 127 Byl
j=0 J=0
1101 [0 |1] =||1] +|4]|,+16],+32],]|,
5 0
— {9 4
11 0[1 0 1| =[|2°5],+|2*6]],
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Forward Converter - seriell & bitweise

Counter

¢{] . A1

Look-up
Table

X 12" fem

—

Mod-m
Adder

v

[ Accumulator |
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Forward Converter - parallel & blockweise

TU Dresden, 18.06.15

X
I I I
| -e | I
| I I
‘" v i
Look-up . Look-up Look-up
Table Table Table

m
| 222%B, |,

m
[ 2F:.B‘I Em

m
[BD tm

Multi-operand Mod-m Adder

| X |m

[6]
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Modulo Addition

A B

~ Adder
m

Gt Adder A+B| = A+B if A+ B<m
= S " |A+B—m otherwise

[6]
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Modulo Multiplikation

 Reduktion des Produkts
 Reduktion der partiellen Produkte

 Look-Up-Tables

1011%1110

0000
1011
1011
1011

10011010

TU Dresden, 18.06.15 Folie 15 von 30



TECHNISCHE
@ UNIVERSITAT
DRESDEN

Modulo Multiplikation - partielle Reduktion

A B
AND gates Array of n AND gates

1 ,1/2 ............ {M,i/nf[m] ............... ,l’z ,i’.l 1011% 1110
— —
LIl ]

Encoders S — t] 0000

I~ /f // n ,/ nl e ]-O ]- ]-
1142 T[log}TnTnog] {2 [ 1011

ROMs |—L| ’_L| ............... 111 |‘|_| r‘_l 1011
o 1o A5 A5 7 weee q e A0 10011010
L A | Y Y v Y |

MOMA Multi-operand Modular Adder

| AB |m
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Reverse Converter

« Konvertierung von RNS in konventionelle Darstellung

 Losung durch Ausnutzen des Chinese-Remainder-Theorem

X=

M

n—1
Z (Wi X |y
i=0

X=(X(po1)s X(na)seee5 Xo)
=[(X(,_1),0,...,0)+(0, X(,_5},0,...,0)+...+(0,...,0, X)) | 4
=[1X(,_1)*(1,0,. .., 0) [+ X *(0,1,...,0) [y #oo# | xo%(0,.., 0,1 ) |
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Reverse Converter (CRT)

ROM

|K1X1|M

X2

ROM

|K2X2|M

ROM

Multi-operand Modular Adder
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X

[6]

|KNXN|M
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Wahl der Moduli Menge

 Teilerfremde Moduli zur Vermeidung von Redundanz

« Effiziente binare Darstellung der Ziffern
13: Effizienz 13/16, 17: Effizienz: 17/32

» Ausbalanciert: geringe Differenzen zwischen einzelner

Moduli verhindern eine Dominanz des grofSten Modulus

 Vereinfachung der Implementierung
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Moduli Mengen

Moduli Set Moduli-
(21,2, 2"+ 1} [4] 3
{2”—'. _ 1,2”_ 1,2”} [5] 3
{2” _ 1’ 2”’ 2”_1 _ 1 } [6] 3

Moduli Set M"n"“"
{2J:'_ 1, 21?, 221?—[ _ 1 } [?] 3
(2 1,2"+ 1,2+ 1} [8] 3
{21?_1,21?,21F+ 1,2J:'—|._1} 4
[10-1]
{21?_1,2J?,2J?+1>21?—l+ 1} 4

[10-11]

TU Dresden, 18.06.15

Modular Adders

[5]

RC Critical
Delay Complexity Channel Delay Complexity
16n + 8 31n+ 13 (2"+1) En+11 38 + 18
24n -2 54n-45 (2"-1) 8n 2In -7
8n+30  110n+ 159 (271 -1) 8n +8 2ln+7
[5]
RC Critical Modular Adders _
Delay Complexity Channel Delay Complexity
40n +20 69 + 20 (R 16n+ 8 38n +25
32n+8 62n+8§ (27 +1) 16n + 11 58n+ 36
' g2
d6n+28 | 1MF3HT2An 27+ 1) 8n +11 45n+ 25
-3n-4) —
48n +62 | Tn’ +102n + 108 2"+ 1) gn+19 55n+ 53

Modular Multipliers

Delay Complexity

16n+12 24n*+ Tn + 15
167 ' 24n’-35n+12
l6n+9 | 24n—27n+4

Modular Multipliers

Delay Complexity
32 +9 481+ 9n + 4
2+ 12 48n° +62n + 15
16n +12 320 + 190 + 19
16n + 28 32n% + 45n +60
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04 Anwendungsbeispiele

« Anwendungungen dessen vorherrschenden Operationen

Additionen, Subtraktionen und Muliplikationen sind
« High-Speed und Low-Power Systeme

 Fehlererkennung und -korrektur
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RNS Speedup (32-Bit Ripple-Carry-Adder)

Measured Delay (ns) | Measured Area (10~3mm?)
32-bit adder 28.67 31.179
Mod 211 adder 8.4 9.949
Mod 2 4 1 adder 10.77 20.206
Mod 2 — 1 adder 9.83 18.12
Reverse Converter 11.5 96.892
Mod 2" + 1 forward conv. 13.8 30.544
Mod 2* — 1 forward conv. 10.4 26.758

[3]

=> Speedup von 28.67/10.77 = 2.66
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FIR-Filter

x(t)

a_(n-1) a_(n-2) a_0—m»

Delay —»| Delay yit)

y<n>:§ak*x<n—k>
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RNS FIR-Filter

X1 —— -]

Forward

Converter

FIR Filtermod m_0

FIR Filter mod m_1

FIR Filter mod m_2

—

FIR Filter mod m_(n-1)

Reverse

Converter

— Y(t)
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Low-Power RNS FIR-Filter

Filter | Cycle | Latency Area Power
ns] | (cycles) | (gate equiv.) (mW)|

Trad. | 5.0 | N+1 | 230 +1250N | 14.9 + 135N | « Kleinere Betriebsspannung

RNS | 5.0 N+ 3 | 2910 + 745N | 51.0 + 6.9N

[1] « Dual-Voltage Technik
Modulus | Delay Area Power
[ns] | (gate equiv.) | (mW] . Speedup = 1

3 L 2016 0.25 :

= 34 1176 0.62 kein Performance-verlust

7 3.8 5004 0.84

11 5.0 9450 1.75

1y 5.0 9450 1.76

64 32 10134 1.66

[1]
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One-Hot RNS

« Darstellung einzelner Ziffern im One-Hot-Code

Wertebereich | Bitbreite (OHC) | #FF (OHC)
Binaercode (8 Bit) 0,256) 256 256
RNS (5,7,8) 0,280) 5,7,8] 5+7+8 = 20

« Einfache und schnelle Implementierung der Arithmetik

- Anderungen reduziert auf Invertieren von maximal zwei Bits

TU Dresden, 18.06.15
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Redundant RNS

« Zusatzliche redundante Moduli ermoglichen die Erkennung
und eventuelle Korrektur von fehlerhaften Ziffern

« Unabhangige und ungewichtete Ziffern

Dezimal RRNS (7,5,3,2)
15 3,0,0,1]
+ 3 +(6,3,0,1]
18 2,3,1,0] = 58>30 =>Fehler
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