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01 Zahlendarstellung

● Darstellung von Zahlen als Tupel von Resten in Bezug auf 

eine vorher definierte Menge teilerfremder Moduli

Gewichtete Zahl:

Moduli Menge:

RNS-Darstellung:

(m(n−1) ,m(n−2) , ... ,m0)

Z=(z(k−1) , z(k−2) , ... , z0)

(x(n−1) , x(n−2) , ... , x0)

x i=Zmod mi=|Z|mi , 0≤x i<mi
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Vorzeichenlose RNS Darstellung (5,3,2)

R5=13mod 5=3
R3=13mod 3=1
R2=13mod 2=1

⇒[3,1,1]

R5=8mod 5=3
R3=8mod 3=2
R2=8mod 2=0

⇒[3,2,0]
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Vorzeichenbehaftete RNS Darstellung (5,3,2) 

R5=−13mod 5=2
R3=−13mod 3=2
R2=−13mod 2=1

⇒[2,2,1]

R5=−8mod 5=2
R3=−8mod 3=1
R2=−8mod 2=0

⇒[2,1,0]
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Chinese Remainder Theorem (CRT)

M=∏
i=0

n

mi

● Bei einer gegebenen teilerfremden Menge an Moduli ist die 

Menge an Resten für jede Zahl X < M einzigartig, wobei:

Beweis: 

Y=( y(n−1 ) , y(n−2) , ... , y0)

X=(x(n−1) , x(n−2) ,... , x0)

(m(n−1) ,m(n−2) , ... ,m0)

=>

y i=Y mod mi

x i=X modmi

x i= y i

=>

X−Y Vielfaches vonmi

X−Y Vielfaches vonM

X oder Y≥M
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Warum RNS?

● „Carry-freie“ Addition, Subtraktion und Multiplikation durch 

parallele Abarbeitung einzelner Ziffern

● Reduzierung der Laufzeit der Operation auf die Laufzeit des 

langsamsten Modulus

           Binär (7-Bit)                     RNS (7,5,3,2)

01011012

+01100002________
1011101

+[6,3,0,0]________
[2,3,0,1]

[3,0,0,1 ]
+[110,011,00,0]____________
[010,011,00,1 ]

[011,000,00,1]
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Schwächen

● Keine einfachen Lösungen für Divisionen, Vergleiche,  

Überlauferkennung und Vorzeichenerkennung

● Hoher zeitlicher und räumlicher Overhead durch Konverter 

und modular rechnende Einheiten

                         RNS (7,5,3,2)

  

                                            Negativ? Überlauf?
+[6,3,0,0]________
[2,3,0,1]

[3,0,0,1 ]
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02 RNS Systeme
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Forward Converter

● Konvertierung in RNS Darstellung

● Lösung durch Zerlegen der Eingabezahlen

● Parallele oder serielle Implementierung

| X |m=∣∑
j=0

n−1

| x j2
j |m∣m=∣∑

j=0

k−1

| 2 jpB j |m∣m

=∣|1 |m+| 4 |m+| 16 |m+ | 32 |m∣m

=∣|20
∗5 |m+| 24

∗6 |m∣m
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Forward Converter – seriell & bitweise

[6]
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Forward Converter – parallel & blockweise

[6]
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Modulo Addition

| A+B |m={A+B if A+B<m
A+B−m otherwise

[6]
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Modulo Multiplikation

● Reduktion des Produkts

● Reduktion der partiellen Produkte

● Look-Up-Tables

1011∗1110
0000

1011

___________
10011010

___________

1011
1011
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Modulo Multiplikation – partielle Reduktion

1011∗1110
0000

1011

___________
10011010

___________

1011
1011

[6]
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Reverse Converter

● Konvertierung von RNS in konventionelle Darstellung

● Lösung durch Ausnutzen des Chinese-Remainder-Theorem

X=∣∑
i=0

n−1

|wi∗x i |M∣M
X=(x(n−1) , x(n−2) ,... , x0)

=|(x(n−1) ,0,. .. ,0)+(0, x(n−2) ,0,. .. ,0)+...+(0,. .. ,0, x0)|M

=| | x(n−1)∗(1,0,. .. ,0) |M+| x(n−2)∗(0,1,. .. ,0) |M+...+| x0∗(0,. .. ,0,1)|M |M
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Reverse Converter (CRT)

[6]
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Wahl der Moduli Menge

● Teilerfremde Moduli zur Vermeidung von Redundanz

● Effiziente binäre Darstellung der Ziffern                                  

13: Effizienz 13/16, 17: Effizienz: 17/32

● Ausbalanciert: geringe Differenzen zwischen einzelner 

Moduli verhindern eine Dominanz des größten Modulus

● Vereinfachung der Implementierung
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Moduli Mengen

[5]

[5]
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04 Anwendungsbeispiele

● Anwendungungen dessen vorherrschenden Operationen 

Additionen, Subtraktionen und Muliplikationen sind

● High-Speed und Low-Power Systeme

● Fehlererkennung und -korrektur
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RNS Speedup (32-Bit Ripple-Carry-Adder)

[3]

=> Speedup von 28.67/10.77 = 2.66
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FIR-Filter

y(n)=∑
k=0

n−1

ak∗x (n−k)
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RNS FIR-Filter
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Low-Power RNS FIR-Filter

● Kleinere Betriebsspannung

● Dual-Voltage Technik

● Speedup = 1                          
kein Performance-verlust

[1]

[1]
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One-Hot RNS

● Darstellung einzelner Ziffern im One-Hot-Code

● Einfache und schnelle Implementierung der Arithmetik

● Änderungen reduziert auf Invertieren von maximal zwei Bits
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Redundant RNS

● Zusätzliche redundante Moduli ermöglichen die Erkennung 

und eventuelle Korrektur von fehlerhaften Ziffern

● Unabhängige und ungewichtete Ziffern

               Dezimal     RRNS (7,5,3,2)

+[6,3,0,1]________
[2,3,1,0]

[3,0,0,1 ]
+ 3___
18

15

= 58≥30 =>Fehler
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