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Kapitel �

Einleitung

��� Problemstellung

Ein Ausgangspunkt f�r diese Arbeit war die Besch�ftigung mit Spielzeug und der
Wunsch dessen physikalischen Vorg�nge richtig beschreiben und vorhersagen zu k
n�
nen� Sogenannte �Flummies� oder �Superb�lle� zeigen h
chst eigenartige Verhaltens�
weisen� insbesondere wenn sie St
�e mit einer Relativgeschwindigkeit im Kontakt�
punkt ausf�hren� Scheinbar fast ohne Energieverlust springen sie in unvorhersehbare

Richtungen davon� wobei die Kontaktreibung eine gro�e Rolle spielt� Das Schl�ssel�
experiment ist der �Wurf unter den Tisch�� bei dem der Ball nach drei St
�en � zwei
am Boden und einer an der Tischunterseite � wieder zum Werfer zur�ckspringt� Man
kann zeigen� da� dieser Bewegungsablauf nur m
glich ist� wenn bei den St
�en nicht
nur in normaler� sondern auch in tangentialer Sto�richtung Energie beim Sto� ge�
und entspeichert wird�

Bei der Simulation technischer Mehrk
rpersysteme ist es zunehmend wichtig� Kon�
taktprozesse wie Sto�en und Wiederabheben� sowie die zugeh
rigen Reib�berg�nge
Haften�Gleiten und umgekehrt zu ber�cksichtigen� Typische Orte� an denen derar�
tige Ph�nomene auftreten� sind die Ber�hrstellen spielbehafteter Teile� Die Berech�
nungsmethode� mit der man das Zeitverhalten derartiger Systeme erfassen kann� ist
die numerische Simulation� Die entsprechenden Bewegungsgleichungen werden mit
den etablierten Methoden der Mehrk
rpersystemdynamik gewonnen� Die Kontakt�
und Reibungsph�nomene werden durch sogenannte �einseitige Bindungen� in das
Modell eingebracht�

Findet w�hrend der zeitlichen Berechnung des Systems an einem Punkt ein Bin�
dungs�bergang statt� mu� man die m
glichen Konsequenzen dieses �bergangs auf
alle anderen Kontakte untersuchen�

In dieser Arbeit wird ein mathematischer Formalismus auf der Ebene von Impul�
sen und Geschwindigkeits�nderungen vorgestellt� mit dem man den �bergang von
Separation zu Kontakt mit allen Konsequenzen und Ph�nomenen erfassen kann�
Insbesondere soll er auch das im ersten Absatz beschriebene Ph�nomen der Spei�
cherung von Energie in tangentialer Richtung m
glichst gut beschreiben k
nnen�



	 � Einleitung

F�r St
�e dieses Typs wird der Begri� tangentialreversibler Sto� eingef�hrt� Der
Terminus reversibel wird dabei in zweifacher Hinsicht gebraucht� Einerseits f�r die
Umkehrung der tangentialen Relativgeschwindigkeit im Kontakt und andererseits
im energetischen Sinne� Ist ein Sto� sowohl normal als auch tangential vollst�ndig
reversibel� wird keine Energie dissipiert� und auch ein schiefer� rauher Sto� kann
vollst�ndig umkehrbar sein�

Theoretische Ergebnisse bed�rfen immer einer Veri�kation durch Experimente� Des�
halb liegt ein Schwerpunkt dieser Arbeit darauf� die dargestellten theoretischen An�
s�tze durch Versuche zu untermauern� Es wurde daher eine Sto�maschine konstru�
iert� die in dieser Arbeit beschrieben wird� Die Darstellung der Ergebnisse der ins�
gesamt ��� durchgef�hrten Sto�experimente mit K
rpern verschiedener Geometrie
und Materialien nimmt breiten Raum in der Arbeit ein�

Reduziert man das Mehrk
rpersystem� dessen St
�e mit dem in dieser Arbeit vor�
gestellten Sto�gesetz beschrieben werden sollen� auf einen Ball in der Ebene� so ist
man wieder beim Spielzeug angelangt� Im Experiment konnte gezeigt werden� da�
mit Hilfe der Theorie das im ersten Absatz kursiv gesetzte Wort �unvorhersehbare�
durch �berechenbare� ersetzt werden mu��

Diese Behauptung klingt zun�chst anma�end und sehr deterministisch� Wie bei allen
derartigen Dingen kommt es auch hier auf die Anfangsbedingungen an� welche ins�
besondere beim Wurf eines Balles� ausgef�hrt von einem Menschen� in erheblichem
Ma�e undeterministisch sind� Somit ist der Charakter des Spielzeugs gerettet�

��� Literatur�berblick

����� Mehrk�rpersysteme und Kontaktkinematik

Grundlage f�r die Sto�beschreibung ist das Modell des Mehrk
rpersystems� in dem
die St
�e statt�nden� �ber die allgemeine Modellierung solcher Systeme gibt es ei�
ne Zahl von Standardwerken� Stellvertretend sollen hier die B�cher von Shabana

���� und Bremer ��	� erw�hnt werden� in denen das Aufstellen der Bewegungs�
gleichungen dargestellt ist� Wittenburg behandelt dar�berhinaus auch St
�e auf
Impulsebene ��� Im Buch von Pfeiffer ���� und besonders im Werk von Bre�

mer und Pfeiffer ���� wird die Modellierung von elastischen Mehrk
rpersystemen
geschildert� Die Anwendung der Mehrk
rpertheorie speziell auf Systeme mit einsei�
tigen Bindungen wird von Pfeiffer und Glocker in ���� ausf�hrlich mit vielen
technischen Anwendungsbeispielen dargestellt�

Ein wichtiger Aspekt bei der Beschreibung von Kontaktvorg�ngen ist die kinema�
tische Beschreibung der Relativgeschwindigkeiten� �lagen und �beschleunigungen an
den Ber�hrungsstellen der K
rper� F�r den zweidimensionalen Fall ist dies von
Glocker �		� hervorragend dargestellt worden� Die Erweiterung auf den dreidi�
mensionalen Fall wurde von Meitinger ����� Wolfsteiner ��	� und W�sle ����
durchgef�hrt�



��� Literatur�berblick �

Das Lineare Komplementarit�tsproblem �LCP� wird ben
tigt� um die Kon�guration
der einseitigen Bindungen im System zu ermitteln� Die L
sbarkeit und die numeri�
sche Implementatierung ist in der Arbeit von Cottle und Dantzig ��� und im
Buch von Murty ��� beschrieben�

����� St��e

Die Literatur zum Thema St
�e l��t sich� abgesehen von einigen zum Teil schon �lte�
ren Standardwerken� in drei Gruppen einteilen� welche in den folgenden Abschnitten
erl�utert werden� Die ersten wichtigen Arbeiten zur Sto�theorie� die nach heutigen
Ma�st�ben noch von Interesse sind� pr�sentierten Huygens �	�� und Newton �����
die eine kinematische Beziehung der Geschwindigkeiten vor und nach dem Sto� an�
geben� Newton f�hrt dabei bereits eine Sto�zahl ein und schuf damit das Gesetz�
das noch heute als Newton sches Sto�gesetz bekannt ist�

Als weitere Forscherpers
nlichkeit ist Poisson zu nennen� dessen Name auch mit
einem Sto�gesetz verbunden ist� Er beschreibt in ���� die Behandlung von St
�en auf
der Ebene von Impulsen und damit den Weg vom rein kinematischen Zusammenhang
hin zu einer den Tr�gheitsgesetzen unterworfenen Darstellung� Dieses Vorgehen wird
von Routh in ��� mit einem graphischen Verfahren auf schiefe St
�e mit Reibung
erweitert� J�ngere �bersichtswerke �ber St
�e stammen von Goldsmith �	�� und
Brogliatto �����

St��e auf Impulsebene

Eine gro�e Gruppe von Arbeiten behandelt St
�e auf Impulsebene� Dabei kommen
verschiedene Sto�gesetze zum Einsatz� Keller ���� beschreibt den Einfachsto� mit
Reibung� Batlle und Condomines behandeln in ihren Arbeiten ���� ��� und ���
Einfachst
�e und vergleichen speziell in ��� das Newton sche und das Poisson sche
Gesetz� In ��� wird der Begri� �balanced collision� eingef�hrt� der identisch mit dem
�verallgemeinerten zentralen Sto�� aus �		� ist� In ��� stellen Adams und Tran den
Ein�u� des exzentrischen Sto�es auf den e�ektiven Sto�koe�zienten fest� Prereira
und Nikravesh untersuchen in ���� dreidimensionale Reibst
�e� verwenden aber das
Newton sche Sto�gesetz� w�hrend Smith in ���� auf eine m
gliche Energiezunahme
beim Newton schen Gesetz hinweist und in ��� verschiedene Sto�gesetze mit Hilfe
einer FE�Modellierung der Kontaktzone vergleicht�

Shakil� Lankarani und Pereira benutzen in ���� die graphische Methode von
Routh und klassi�zieren den schiefen Einfachsto� �hnlich wie es auch in Abschnitt
�� durchgef�hrt wird� Wang und Mason bearbeiten in ����� ��� und ��� Reibst
�e
mit dem Poisson schen Gesetz und zeigen speziell in ���� bei welchen Bedingungen
das Newton sche Gesetz keine g�ltigen Aussagen mehr liefern kann�

Eine Gruppe von Arbeiten von Brach ��� ���� ����� ����� Stronge ���� �	�� ���
und Ivanov �	�� behandeln St
�e mit einem Energieverlustmodell� das zwangsl�u�g
auf Einfachst
�e beschr�nkt bleibt�



� � Einleitung

In Glocker �		� werden die E�ekte einer tangentialen Nachgiebigkeit auf Im�
pulsebene eingef�hrt� Die Bindungskon�guration wird dabei mit einem LCP be�
stimmt� Wolfsteiner erweitert dieses Modell in ���� auf dreidimensionale St
�e
mit einem Nichtlinearen Komplementarit�tsproblem �NCP� zur Kon�gurationsbe�
stimmung� Mit dem Problem der r�umlichen Mehrfachst
�e befassen sich ebenfalls
Marghitu und Hurmuzlu in ��	�� wobei sie zur Feststellung der Bindungskon��
guration einen iterativen Algorithmus verwenden�

Eine experimentelle Arbeit� bei der Einfachst
�e untersucht werden� wurde von
Chatterjee ���� durchgef�hrt�

Mehrere Autoren versuchen das Kontaktproblem mit St
�en durch eine direkte Dis�
kretisierung auf Geschwindigkeitsebene zu l
sen� So zum Beispiel Moreau und
Jean in der Arbeit ��	�� die jedoch nur plastische St
�e behandelt�

Zeitskalierte und elastomechanische Ans�tze

Eine gro�e Zahl von Arbeiten n�hert sich dem Ph�nomen Sto� durch einen zeitlich
oder 
rtlich kontinuierlichen Ansatz� In der Arbeit von Ostermeyer ���� werden
lokale Stei�gkeiten eingef�hrt und der Sto� mit einer gedehnten Zeitskala klassisch
integriert� L�der f�hrt ein �regularisiertes Sto�modell� ein ����� bei dem er die
normale und tangentiale Nachgiebigkeit durch Federn ann�hert� In der Arbeit von
Fritzer �	�� werden zeitaufgel
ste St
�e mit viskoelastischen Kraftelementen un�
tersucht�

Das Hertz sche Kontaktgesetz �Hertz �	��� ist Basis vieler aufgel
ster Sto�modelle�
Villaggio stellt in ��� den Sto� einer Kugel auf eine unnachgiebige Unterlage vor�
Marghitu und Hurmuzlu untersuchen in ihrer theoretischen und experimentellen
Arbeit ���� den Sto� eines elastisch modellierten Balkens und verwenden das Hertz �
sche Kontaktgesetz f�r die Beschreibung des Bodenkontakts� Dieses Kontaktgesetz
in Verbindung mit einer tangentialen elastischen Nachgiebigkeit wird von Stronge
und Lim in ���� verwendet� um Reversibilit�t in der Bohrreibung zu beschreiben� Da�
zu wurden auch Experimente mit Gummi� und Tennisb�llen durchgef�hrt� J�ger
stellt in seiner Arbeit ���� ein erweitertes Kontaktgesetz mit tangentialen E�ekten
vor� Klarbring und Bj�rkmann l
sen das Kontaktproblem zwischen einer Kugel
und einem Balken in ���� durch eine FE�Modellierung beider K
rper und wenden
dabei einen LCP�Formalismus zur Kontaktanalyse an�

Panagiotopoulos gibt eine umfassende Beschreibung der mechanischen und ma�
thematischen Grundlagen von Kontakterscheinungen im Bereich der Elastostatik�
Hierzu entwickelt der Autor auf der Basis der konvexen Analysis eine Formulierung
der Kontaktgesetze als variationelle Ungleichungen� Das Buch ��	� und die dort an�
gegebenen Literaturstellen bieten einen guten Einblick in seine Arbeiten�

Einige Arbeiten befassen sich mit dem Sto�kontakt von K
rpern mit !lschicht und
ber�cksichtigen die zus�tzlichen E�ekte der Hydrodynamik� so Chang in ���� und
Larsson und H�glund in ���� Standardwerk zur Beschreibung kontaktmechani�
scher Ph�nomene ist das Werk von Johnson �����



��� Literatur�berblick �

Elastische K�rper und Wellenvorg�nge

Bei bestimmten Sto�ph�nomenen kann es erforderlich sein� die elastischen Eigen�
schaften der sto�enden K
rper zu ber�cksichtigen oder die Ausbreitung von Fest�
k
rperwellen in ihrem Inneren zu betrachten� Die auftretenden Biegeschwingungen in
schief sto�enden Balken werden von Marghitu und Hurmuzlu in ���� mit den Bal�
keneigenformen als Ansatzfunktionen untersucht� "hnliche Vorg�nge untersuchen
Palas� Hsu und Shabana in ���� mit einem impulsbasierten Sto�modell� "hnliche
Untersuchungen wurden von Barhorst und Everett in �	� durchgef�hrt� wo sie
den Sto� eines elastischen Balkens auf den Boden untersuchen� Stojanovici und
Hurmuzlu untersuchen in ��� experimentell die Grenze des Starrk
rpermodells
und beschreiben auch das Ph�nomen des wiederholten Abhebens und Wiederaufset�
zens bei St
�en von elastischen K
rpern�

Die Wellenvorg�nge in K
rpern bei St
�en werden im �Klassiker� von de Saint�

Venant ���� am Beispiel von Zug�Druck�St�ben ausgiebig behandelt� Die Gren�
zen und �berg�nge zwischen Starrk
rper und elastischem Kontinuum werden von
Schmidt in ���� angerissen und von Steger in ���� ausf�hrlich untersucht�

Zukas beschreibt in seinen B�chern ��	� und ���� die Ph�nomene� die auftreten�
wenn St
�e so heftig erfolgen� da� die K
rper plastisch ineinander eindringen und
dabei sogar zerst
rt werden k
nnen� Derartige Vorg�nge liegen in einem Bereich der
Mechanik� die mit keinem in dieser Arbeit erw�hneten Modell mehr beschrieben
werden k
nnen�

����� Dynamik von Sto�systemen

Viele Arbeiten befassen sich nicht mit der Modellierung des Sto�es an sich sondern
untersuchen seine Konsequenzen auf das Verhalten von mechanischen Systemen�
Dabei kann man die Gruppe der Arbeiten unterscheiden� denen es darum geht� die
komplette nichtlineare Dynamik von eher einfachen Systemen ausf�hrlich zu analy�
sieren� und der Arbeiten� die komplexere Sto�systeme unter technischen Aspekten
auswerten�

Nichtlineare Dynamik

Bei Arbeiten� bei denen der Schwerpunkt auf der Untersuchung der nichtlinearen
Dynamik liegt� wird in der Regel das Newton sche Sto�gesetz verwendet� da es ein�
fach ist und die mathematische Analyse eines dynamischen Systems Vorrang vor
der praktischen Relevanz hat� Einige der untersuchten Systeme sind auch so einfach
strukturiert� da� bei ihnen die verschiedenen Sto�gesetze nach Newton oder Poisson
die gleichen Ergebnisse erbringen w�rden�

Den eindimensionalen Sto�schwinger untersucht Peterka in mehreren Arbeiten
�u�a� ����� ausf�hrlich� Auch Ivanov �	�� Budd und Dux ����� Kozol ���� und



� � Einleitung

Whiston ��� untersuchen Sto�schwinger und die Bifurkationen zwischen verschie�
denen Bewegungsformen einschlie�lich des chaotischen Verhaltens� Bapat bearbei�
tet in ��� ein gekoppeltes Reib�Sto��Problem� Ivanov in ���� den Sto� einer Scheibe�

Ein weiteres Sto�problem� welches von mehreren Autoren untersucht wurde� ist der
hin� und herkippende Klotz auf einer bewegten Ebene� Einerseits ist dies ein Mo�
dellierungsproblem und andererseits ist es auch aus der Sicht der nichtlinearen Dy�
namik interessant� Die Autoren del Piero� Sinopoli und Hogan befassen sich
in ����� �	��� ���� und ���� mit diesem System� Die Arbeit von Kunert ���� enth�lt
eine stochastische Beschreibung von allgemeinen Sto�systemen und schl�gt mit der
Anwendung auf Rasselprobleme die Br�cke zu Arbeiten im folgenden Abschnitt�

Anwendungsorientierte Arbeiten

Ein praxisrelevantes Sto�problem stellt das Rasseln dar� das an den Zahn�anken last�
frei laufender R�der in PKW�Schaltgetrieben auftritt� Die Autoren Pfeiffer und
K�c�kay bearbeiten in ihren Arbeiten ���� ���� und ���� dieses Problem ausgiebig�
Systeme� in denen die St
�e sogar zur Funktion erforderlich sind� sind Schlagbohr�
maschinen� die von Glocker und Pfeiffer in �	�� und ���� untersucht wurden�
sowie pneumatische H�mmer� die von Seyfferth in ���� untersucht werden�

Ein einfaches Beispiel f�r Reibst
�e ist der �Spielzeugspecht�� f�r den Pfeiffer in
���� erstmals einen kompletten Grenzzyklus angibt und der von Glocker in �		�
noch einmal verfeinert wird� Die bisher in diesem Abschnitt genannten Beispiele sind
im Buch ���� von Pfeiffer und Glocker zusammengefa�t�

Komplexere Mehrk
rperysteme� in denen Sto�e�ekte auch eine Rolle spielen� sind
Montageroboter� wie sie von Seyfferth in ��	� untersucht wurden� und Ketten�
triebe �Fritz� ������ Das Getriebeh�mmern bei dem die Kontaktkr�fte das entschei�
dende Erkenntnisziel sind� wurde von Prestl ���� untersucht�

��	 Ziel und Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit sollen die Vorg�nge bei Sto�prozessen von K
rpern betrachtet wer�
den� Schwerpunkt sind dabei die E�ekte� die durch die Reibung im Sto�kontakt
verursacht werden� Besonderes Augenmerk kommt den tangentialreversiblen St
�en
zu� bei denen die Reibung zusammen mit tangentialer Nachgiebigkeit der K
rper
zur Umkehrung der Relativgeschwindigkeit f�hrt�

In Kapitel 	 wird die Modellbildung f�r St
�e dargestellt� Eingebettet in den Forma�
lismus zur Beschreibung von Mehrk
rpersystemen werden die verschiedenen Hierar�
chieebenen f�r die Modellierung von St
�en vorgestellt� Das reicht von den Impuls�
sto�modellen� die es erm
glichen einen Sto� auf einen Zeitpunkt zu konzentrieren�
�ber zeitskalierte Modelle� die den Sto� entweder in seiner tats�chlichen oder ei�
ner neuen Zeit au�
sen� Am Ende dieser Hierarchie stehen elastische K
rper� bei
denen auch die Ausbreitung von Festk
rperwellen eine Rolle spielen kann� F�r alle



��� Ziel und Aufbau der Arbeit �

Arten der Sto�modellierung werden die Grenzen ihrer Zul�ssigkeit beziehungsweise
die dazu n
tigen Entscheidungskriterien angegeben�

Das Kapitel � ist das zentrale theoretische Kapitel dieser Arbeit� Dort wird ein
verbessertes Impulssto�modell pr�sentiert� Zun�chst werden die existierenden Ele�
mentargesetze f�r den Einfachsto� miteinander verglichen� Auf Basis und Poisson �
schen Gesetzes wird ein Formalismus f�r Mehrfachst
�e starrer K
rper unter voller
Ber�cksichtigung tangentialreversiber E�ekte entwickelt�

In Kapitel � werden die zuvor dargestellten Sto�gesetze auf Spezialf�lle angewandt�
Der zentrale und der exzentrische Einfachsto� werden im weiteren f�r die Vergleiche
mit den Sto�versuchen ben
tigt� Die anderen F�lle erl�utern spezielle St�rken und
Schw�chen der vorgestellten Gesetze an anschaulichen Beispielen� Ein Fall enth�lt
die Darstellung der Sto�modellierung mit einem zeitskalierten Modell�

Einen wesentlichen Teil dieser Arbeit stellen die Sto�versuche dar� welche zur Ve�
ri�kation des Impulsmodells in Kapitel � durchgef�hrt wurden� Dazu wurde eine
Versuchsmaschine entworfen und gebaut� Diese Maschine ist in Kapitel � beschrie�
ben� Es wird das Maschinenkonzept� die technische Ausf�hrung sowie das Steue�
rungskonzept mit elektronischer Hard� und Software vorgestellt� Die Erl�uterung
der Auswertetechnik schlie�t dieses Kapitel ab�

Die Ergebnisse der Sto�versuche sind in Kapitel � zusammengestellt� Gegliedert
nach zentralen und exzentrischen St
�en werden die Versuche mit verschiedenen
Sto�partnern erl�utert� Hier �ndet auch der Vergleich zwischen Versuchsergebnissen
und den theoretischen Vorhersagen statt�

Eine Zusammenfassung in Kapitel � schlie�t diese Arbeit ab� Um die fortlaufen�
de Lesbarkeit des Textes in Kapitel � zu gew�hrleisten� sind einige der Bilder mit
Versuchsergebnissen im Anhang A zusammengestellt�



 � Modellierung von St��en

Kapitel �

Modellierung von St��en

In diesem Kapitel werden die Grundlagen vorgestellt� die man zur Modellierung
von St
�en in Mehrk
rpersystemen ben
tigt� Zun�chst wird die De�nition daf�r
gegeben� welche mechanischen Vorg�nge als Sto� bezeichnet werden� F�r die mathe�
matische Behandlung derartiger Ph�nomene mu� in Abh�ngigkeit von verschiede�
nen Rahmenbedingungen ein jeweils angepa�tes Sto�modell verwendet werden� Im
folgenden werden verschiedene Modellierungsvarianten vorgestellt� sowie Kriterien
angegeben� mit denen man eine Entscheidung zwischen den verschiedenen Methoden
bezogen auf ein konkretes Problem tre�en kann�

��� De
nition eines Sto�es

Ein Sto� liegt vor� wenn sich in einem mechanischen System Geschwindigkeiten
unstetig �ndern� In der Natur gibt es keine St
�e� Sie sind immer Folge einer Ab�
bildung der Natur in ein Modell� das den kontinuierlichen Charakter jedes K
rpers
zugunsten diskreter oder modaler Massen aufgibt� Ursache unstetiger Geschwindig�
keits�nderungen massebehafteter Punkte k
nnen nur unendliche Kr�fte sein� die in
der physikalischen Realit�t nicht auftreten� In tats�chlich kontinuierlich modellierten
Systemen ohne Massendiskretisierung k
nnen theoretisch Sto�fronten auftreten� die
zu einer unstetigen Geschwindigkeits�nderung von in�nitesimalen Massenelementen
f�hren k
nnen� ohne auf unendlich gro�e Kr�fte angewiesen zu sein� Voraussetzung
daf�r ist jedoch eine sprunghafte Krafteinleitung� die in der Natur so nicht statt�n�
den kann� da jede stetige Ann�herung zu einem stetigen Kraftzuwachs f�hrt�

Ungeachtet der Tatsache� da� es in der Natur keine St
�e gibt� sind sie dennoch ein
geeignetes Hilfsmittel� um gewisse Vorg�nge� die mit �schnellen� Geschwindigkeits�
�nderungen verbunden sind� in einer einfachen Weise zu behandeln� Hat man bei
einer Modellierung von K
rpern die Massen diskretisiert� kommt man nicht ohne
Grenz�berg�nge zu unstetigen Geschwindigkeits�nderungen aus�

Es gibt zwei Ursachen f�r Sto�ereignisse in mechanischen Systemen�

� Zwei Punkte auf einem oder mehreren K
rpern kommen in Kontakt und sie



��� Hilfsmittel aus der Theorie der Mehrk�rpersysteme �

haben dabei eine nicht verschwindende normale Relativgeschwindigkeit�

� Durch Klemm� oder Selbsthemmungsprozesse entsteht in einem Kontakt ei�
ne im Grenzfall unendliche Kontaktkraft� die zum unstetigen Abheben der
Kontaktpartner f�hrt�

In Folge dieser St
�e k
nnen an anderen Stellen des Systems ebenfalls Sto�ereignis�
se eintreten� Ein derartiges Ereignis bezeichnet man als Mehrfachsto�� Diese k
n�
nen im Grenzfall auch ohne Geschwindigkeits�nderung einhergehen� es werden aber
trotzdem impulsartige Kr�fte ben
tigt werden� um Kontaktbedingungen nicht zu
verletzen� Diese Sonderform bezeichnet man als Kontaktkompatibilit�tssto��

��� Hilfsmittel aus der Theorie der Mehrk�rpersy�
steme

Zur Beschreibung von St
�en ben
tigt man unabh�ngig von ihrer Modellierungsart
immer zwei Gleichungss�tze� die sich aus der Modellierung des Systems ergeben�
in dem die St
�e auftreten� Das ist einerseits die Bewegungsgleichung� die den Zu�
sammenhang zwischen Bewegung und den verursachenden Kr�ften darstellt und
andererseits die Kontaktkinematik� die die Relativbewegungen der K
rper an ihren
Kontaktpunkten beschreibt�

����� Bewegungsgleichungen ungebundener Mehrk�rpersy	

steme

Die Formulierung der Bewegungsgleichungen f�r ungebundene oder zweiseitig gebun�
dene Mehrk
rpersysteme ist in einer gro�en Zahl von Standardwerken beschrieben�
Erw�hnt seien die Werke ����� ��	�� �� und ����� Aus diesem Grund sollen hier nur
die wesentlichen Begri�e� die im weiteren zur Beschreibung von St
�en ben
tigt
werden� erw�hnt werden�

Ein technisch modelliertes Mehrk
rpersystem besteht aus n K
rpern� die durch die
Bewegungsgleichungen der � Starrk
rperfreiheitsgrade und die der jeweils nel�i elasti�
schen Ansatzfunktionen pro elastischem K
rper beschrieben werden� In Systemen�
die in technischen Anwendungen �blich sind� sind die Beweglichkeiten der K
rper
durch zweiseitige� das hei�t immer geschlossene Bindungen eingeschr�nkt� Die Bewe�
gungen in diesem Raum lassen sich durch einen Satz von generalisierten Koordinaten
beschreiben ��

�Bei Systemen mit geschlossenen kinematischen Schleifen kann es zweckm��ig sein� mehr Ko�

ordinaten als die minimal erforderlichen zu verwenden und st�ndig aktive Zwangsbindungen im

System zu belassen�
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Die generalisierten Koordinaten werden �blicherweise im Vektor q�t� zusammenge�
fa�t� Die Bewegungsgleichung f�r ein starr�elastisches MKS l��t sich immer in der
Form

M�q� t� �q � h� �q� q� t� 	 
 �	���

schreiben� wobei M die symmetrische und positiv de�nite Massenmatrix darstellt
und im Vektor h alle aktiven und gyroskopischen Kr�fte und Momente enthalten
sind� Im Fall eines Systems ohne aufgeschnittene kinematische Schleifen und ein�
seitige Bindungen ist die Dimension von q gleich der Zahl der Freiheitsgrade f des
Systems und man bezeichnet q als Minimalkoordinaten�

����� Bindungen und Kontaktkinematik

Wenn man die Bewegungsgleichung eines MKS in generalisierten Koordinaten for�
muliert hat� k
nnen noch zus�tzliche Bindungen im System vorhanden sein� die die
Zahl der Freiheitsgrade verringern� Zweiseitige Bindungen sind permanent vorhan�
den und k
nnen durch Nebenbedingungen in den Satz der beschreibenden Glei�
chungen eingef�hrt werden� Von besonderem Interesse� speziell bei Systemen mit
St
�en� sind die einseitigen Bindungen� die w�hrend der zeitlichen Evolution aktiv
oder passiv werden k
nnen� Typische Bindungen dieser Art sind das Aufsetzen und
Wiederabheben von K
rpern aufeinander und der �bergang von Haften zu Gleiten
und umgekehrt bei untereinander im Kontakt be�ndlichen K
rpern� Diesen einsei�
tigen Bindungen ist die Eigenschaft gemeinsam� da� ihr Aktivwerden durch einen
kinematischen Indikator �verschwindender Abstand oder Relativgeschwindigkeit der
K
rper� und das Passivwerden durch einen dynamischen Indikator �Kontaktkraft
verschwindet� Reibkraftreserve aufgebraucht� angezeigt wird�

Derartige Systeme mit zeitvarianter Topologie �ndern die Zahl ihrer Freiheitsgrade
in Abh�ngigkeit von ihrem Zustand� Durch Einf�hrung eines Bindungsformalismus
auf der Basis von Nebenbedingungen und Lagrange�Multiplikatoren ist es m
glich�
alle m
glichen Bindungskon�gurationen auf der Basis des gleichen Satzes von gene�
ralisierten Koordinaten darzustellen�

Voraussetzung ist die geometrische Beschreibung aller m
glichen Kontaktpunkte
im System� Das Vorgehen ist in �		� ausf�hrlich erl�utert� hier soll nur ein kurzer
Abri� gegeben werden� In Bild 	�� sind zwei K
rper dargestellt� die in Kontakt treten
k
nnen� Auf beiden K
rpern sind an den Punkten� die durch den minimalen Abstand
gekennzeichnet sind� konturbegleitende Koordinatensysteme angebracht� Die Lage
und Orientierung der K
rper zueinander ist von den generalisierten Koordinaten q
und der Zeit t abh�ngig� Die Lage der normalen und tangentialen Einheitsvektoren
n�� n�� t� und t�� sowie die Orte auf den Konturen s� und s� und somit auch der
Abstand rD lassen sich damit als Funktionen der Koordinaten q und der Zeit t
angeben�
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s1

s2

Körper 1 Körper 2

n2n1

t1

t2

rD

Bild ���� Kontaktkinematik zweier K
rper

F�r die Beschreibung des Kontaktzustandes werden ein normaler und ein tangen�
tialer Lageindikator gN und gT ben
tigt

gN�q� t� 	 rTD�q� t�n��q� t� �	�	�

gT �q� t� 	 ��s��q� t� � s��q� t��� �	���

die sich mit den Geometriegr
�en darstellen lassen� gN ist der skalare Abstand� der
beim Eindringen der K
rper ineinander negativ wird und sich somit als Bindungs�
indikator gut eignet� Der tangentiale Abstand gT hat keine anschauliche Bedeutung�

Wichtig f�r die Beschreibung der Kontaktkinematik sind die Relativgeschwindigkei�
ten und �beschleunigungen� die sich f�r jede Bindung durch ein� beziehungsweise
zweimalige Di�erentiation aus �	�	� und �	��� gewinnen lassen�

�gN 	 wT
N �q � �wN �	���

�gT 	 wT
T �q � �wT �	���

�gN 	 wT
N �q � �wN �	���

�gT 	 wT
T �q � �wT �	���

Die Vektoren wN und wT dienen dazu� die Bewegungen der K
rper in die Kontak�
trichtungen zu projizieren� Die �w� und �w�Terme enthalten nichtlineare Anteile und
explizite Zeitabh�ngigkeiten der Bindungen� die zum Beispiel dann entstehen� wenn
einer der K
rper Kontakt zur zeitvariabel bewegten Umgebung bekommt�

Ist ein ganzer Satz von Bindungen zu betrachten� fa�t man diese Gleichungen zu
Vektoren und Matrizen zusammen und erh�lt zum Beispiel f�r eine Menge geschlos�
sener Normalbindungen die Gleichung

�gN 	W T
N �q � �wN � �	��
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wobei die Vektoren wN zur Matrix WN zusammengefa�t werden�

Sind Bindungen im System aktiv� m�ssen die Einschr�nkungen in der Beweglichkeit
mit Hilfe von Lagrange�Multiplikatoren in die Bewegungsgleichung des ungebunde�
nen Systems eingef�gt werden� Unter der Annahme� da� alle Bindungen momentan
haften� das hei�t� da� die Bindungen in normaler und tangentialer Richtung aktiv
sind� lautet die Bewegungsgleichung mit den zugeh
rigen Bindungsgleichungen f�r
ein derartiges System�

M �q 	 h�WN�N �WT�T �	���

�gN 	 W T
N �q � �wN 	 
 �	����

�gT 	 W T
T �q � �wT 	 
 �	����

Die Vektoren �N und �T sind die Lagrange�Multiplikatoren� mit denen die Einhal�
tung der Zwangsbedingungen erreicht werden kann� Verwendet man zur Formulie�
rung der W �Matrizen� wie in Abschnitt 	�	�	 erl�utert� Einheitsvektoren� sind die
Werte der � die tats�chlich im System wirkenden Zwangskr�fte in den Bindungen�

Die Bewegungsgleichung �	��� und die Nebenbedingungen �	���� und �	���� sind
in dieser Kon�guration nur g�ltig� solange keine Bindungs�berg�nge auftreten� die
durch das �berschreiten kinematischer oder dynamischer Indikatoren angezeigt wer�
den� Danach mu� das Gleichungssystem mit dem ver�nderten Bindungszustand an�
gepa�ten W und �w neu aufgebaut werden�

Ein wichtiger Zustands�bergang� der w�hrend der zeitlichen Systementwicklung auf�
treten kann� ist der Sto�� Er tritt dann auf� wenn � gem�� der De�nition in 	�� � f�r
den Abstandsindikator der Bindung i gN�i 	 
 eintritt und gleichzeitig �gN�i � 
 gilt�
Das bedeutet� da� zwei K
rper an der Bindung i ineinander eindringen �wollen�� was
durch das Ereignis eines Sto�es verhindert wird� Zur Berechnung des Sto�es sind alle
zu diesem Zeitpunkt geschlossenen Kontakte sowie der neu hinzugekommene in der
Berechnung des Sto�prozesses zu ber�cksichtigen� Die mathematische Behandlung
dieses Ereignisses kann auf verschiedene Arten erfolgen� von denen einige in den
folgenden Abschnitten vorgestellt werden�

��	 Klassi
kation von St��en

In Lehrb�chern werden St
�e in verschiedene Klassen eingeteilt� Die �blichen Kri�
terien sind durch die Kombination der Sto�partner sowie deren Ober��chenbeschaf�
fenheit gegeben und lauten rauh�glatt� schief�gerade� zentrisch�exzentrisch sowie
die Reihe plastisch�teilelastisch�elastisch�

Das erste Kriterium macht eine Aussage �ber die Reibverh�ltnisse im Sto�kontakt
und ist von der Art der Modellierung v
llig unabh�ngig�

Ein Sto� ist gerade� wenn zu Beginn des Sto�es zwischen den K
rpern keine tangen�
tiale Relativgeschwindigkeit vorhanden ist� ansonsten ist er schief� Dieses Kriterium
setzt jedoch bereits ein Starrk
rpermodell mit Reduktion der Kontaktzone auf einen



��	 Absch�tzen von Sto�zeiten ��

Punkt voraus� Ein elastischer K
rper kann durchaus verschiedene Geschwindigkeiten
an unterschiedlichen Stellen der Kontaktzone haben�

Die verbleibenden Kriterien lassen sich nur sinnvoll bei St
�en angeben� die mit ei�
nem Starrk
rper�Impulsmodell beschrieben werden� Bewegen sich die K
rper w�h�
rend des Sto�es weiter� ist die kinematische Beschreibung zentrisch�exzentrisch zu�
meist nur zu einem Zeitpunkt w�hrend des Kontaktverlaufes erf�llt� Ob ein Sto�
plastisch oder elastisch ist� kann bei elastischen K
rpern von vielen Parametern� die
nicht nur an der Sto�kontaktstelle begr�ndet sind� abh�ngen�

Daraus folgt� da� eine richtige Sto�klassi�kation nur bei impulsmodellierten St
�en
m
glich ist� Dabei sind �ber die bisher genannten Unterscheidungen hinaus noch
weitere Unterteilungen der Sto�klassen m
glich� Aus diesem Grund wird im Ab�
schnitt �� eine ausf�hrliche Klassi�zierung von St
�en vorgestellt�

��� Abschtzen von Sto�zeiten

F�r die Entscheidung� welches Sto�modell f�r ein spezielles Sto�problem geeignet ist�
spielen die Sto�zeit und die maximal auftretende Kraftspitze eine wesentliche Rolle�
Diese lassen sich bei komplexen Sto�kon�gurationen exakt nur aus einer Zeitsimu�
lation mit stetiger Kontaktmodellierung ermitteln# f�r die Sto�gesetzentscheidung
reicht jedoch eine grobe Einordnung aus� Die E�ekte von Kopplungen der St
�e
sowie die Reibung und D�mpfung werden dabei vernachl�ssigt�

Voraussetzung f�r diese Berechnung ist ein Gesetz� das die Kontaktkraft F in Ab�
h�ngigkeit vom Eindringen gN der K
rper an der Kontaktstelle angibt� Hier ist
entweder ein lineares Gesetz� die Kontaktgesetze nach Hertz oder eine aufwendigere
Kontaktmodellierung denkbar� Stellt man die Eindringgeschwindigkeit mit

�gN 	 wTq � �w �	��	�

dar� l��t sich die wirkende Masse in Sto�normalenrichtung mit m� 	 �wTM��w���

berechnen� Ausf�hrliche Erl�uterungen zu dieser Annahme �nden sich in Abschnitt
������ Im folgenden werden jeweils die allgemeinen Formeln und die Spezialisierung
auf das Hertz sche Gesetz

F 	 C � ��gN�
��� �	����

angegeben� Die Konstante C ergibt sich aus der tats�chlichen Kontaktgeometrie und
den Elastizit�tseigenschaften der beteiligten K
rper� Die Sto�dauer ist von der Auf�
tre�geschwindigkeit �gNA abh�ngig� Bei einer Absch�tzung mu� eine mittlere typische
Geschwindigkeit gew�hlt werden�

Der Verlauf der Eindringgeschwindigkeit bis zum Stillstand l��t allgemein mit

�gN�gN� 	

vuuut �g�NA �
�

m�

gNZ
�

F �gN� dgN �	����
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darstellen und lautet im Fall der Hertz schen Pressung

�gN�gN� 	

s
�g�NA �

C

�m�
��gN�

�
� 	 �	����

Das maximale Eindringen wird bei �gN�gN�max� 	 
 erreicht� was sich im Fall des
Hertz schen Kontaktgesetzes analytisch zu

gN�max 	 �
�
�m�

C
�g�NA

��
�

�	����

au�
sen l��t� Die maximale Kontaktkraft kann mit anderen Kr�ften im System
verglichen werden und bei der Entscheidung wichtig sein� ob im Kontaktpunkt pla�
stische Verformungen oder Sch�digungen auftreten� Man kann sie mit

Fmax 	 F �gN�max�� Fmax 	 C
�
�m�

C
�g�NA

��
� �	����

absch�tzen� Die Kontaktzeit kann man als die doppelte Eindringzeit mit dem Inte�
gral

T 	 �

gN�maxZ
�

dgN
�gN�gN�

�	���

n�herungsweise berechnen� welches jedoch beim Einsetzen des Hertz schen Ge�
schwindigkeisgesetzes �	���� nicht analytisch l
sbar ist� Eine Approximation f�r die�
ses Integral� bei der mit einem linearen Federgesetz gerechnet wird� das die gleiche
Eindringtiefe wie die Hertz sche Formel bei gleichen Sto�bedingungen liefert� lautet�

T 	 

gN�max

�gNA
�	����

Man kann nun die auftretenden Kontaktkr�fte mit den sonst im System wirkenden
Kr�ften vergleichen und ebenso berechnen� ob sich in dem Intervall der Sto�zeit
Verschiebungen ergeben� die eine Annahme konstanter Lagen w�hrend des Sto�es
st�tzen oder zu Fall bringen� Ebenso kann die Kontaktzeit mit Wellenlaufzeiten
verglichen werden� Diese Vergleiche bilden die wesentlichen Anhaltspunkte f�r die
Auswahl des f�r eine Modellierungsaufgabe angemessenen Sto�gesetzes�

Ein weiteres Ergebnis der Hertz schen Formeln sind die Gr
�e der Abplattungsellipse
sowie festigkeitsrelevante Spannungen�

In der Tabelle 	�� sind die Berechnungen der elementaren Sto�gr
�en f�r zwei Wurf�
k
rper� welche bei Wurfversuchen verwendet wurden� aufgelistet� Die normale und
die tangentiale Relativgeschwindigkeit vor dem Sto� wurde � in Anlehnung an die
bei den Versuchen verwendeten Geschwindigkeiten � mit � m$s gew�hlt�



��
 Impulsmodelle f�r Starrk�rper ��

Tabelle ���� Vergleich der Kontaktparameter gem�� der Hertz �
schen Kontaktgesetze f�r einen Gummi� und einen Stahlwurfk
r�
per

Parameter Einheit Stahl�Wurfk� Gummi�Wurfk�
Masse g ��	 ��
Ersatzdurchmesser DI � DII mm �� ��
E�Modul N$mm� �	� � �
� a �	� � �
� b

C� gem�� �	���� Nm
�

� �	�� � �
�� �	�� � �
�

Kontaktabplattung mm ���� ����
Maximale Kontaktkraft N 	��� ����
Maximale Beschleunigung m$s� ������ �����
Kontaktzeit ms ���� ���
Kontakt��chendurchmesser mm ��� ����
Schwerpunktbewegung mm ��� �

a Kontakt Stahl�Stahl
b E�Modul des Kontaktpartners ist vernachl�ssigbar� Eeff � �EGummi

Besonderes Augenmerk im Hinblick auf die Auswahl des geeigneten Sto�gesetzes
mu� auf die Kontaktkr�fte und die Kontaktzeit gerichtet werden� Die Kontaktkr�fte
sind sehr gro� im Vergleich zu den sonst im System auftretenden Kr�ften� Beson�
ders deutlich wird dieser Unterschied bei einem frei �iegenden K
rper� wenn man
die Kontaktkraft in eine Beschleunigung umrechnet und diese mit der Erdbeschleu�
nigung als einzige �u�ere Wirkung vergleicht�

Die Kontaktzeit ist f�r sich genommen eine aussagelose Gr
�e� Eine verwertbare
Bedeutung gewinnt sie dadurch� da� man sie mit einer typischen Geschwindigkeit
in Beziehung setzt� um die Verschiebung des K
rpers w�hrend des Kontaktes zu
ermitteln� Der Stahl�Wurfk
rper bewegt sich bei einer Tangentialgeschwindigkeit von
� m$s w�hrend der Kontaktzeit um ��� mm weiter� der Gummik
rper um � mm� In
wieweit hier eine Modellierung auf Impulsebene noch zul�ssig ist� soll im Abschnitt
��	 gekl�rt werden�

Die Gr
�e des abgeplatteten Bereichs ist von Interesse� wenn man dreidimensionale
St
�e betrachtet und die Gr
�e der �bertragbaren Momente� die aus Bohrreibung
resultieren� absch�tzen m
chte �siehe dazu ������

��� Impulsmodelle f�r Starrk�rper

Tritt w�hrend der Bewegung eines Mehrk
rpersystems ein Sto� auf� k
nnen sich
die Geschwindigkeiten der betro�enen K
rper �sprunghaft� �ndern� Dieser Begri�
ist nicht exakt und deshalb interpretationsbed�rftig� Selbstverst�ndlich geschehen
alle Bewegungsvorg�nge in einer f�r technische Mehrk
rpersysteme �blichen Gr
�
�enordnung stetig� Sto�artige Bewegungsvorg�nge stellen dabei keine prinzipielle
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Ausnahme dar�

Bei vielen technisch relevanten Systemen treten jedoch h�u�g gro�e Unterschiede in
den Zeit� und Kraftskalen auf� die w�hrend eines Sto�es in den kollidierenden K
r�
pern auftretenden Kr�fte und Beschleunigungen sind um mehrere Gr
�enordnungen
gr
�er als die� die sonst im System auftreten� Die Sto�dauer ist so kurz� da� die �re�
gul�ren� Bewegungen der K
rper w�hrend der Dauer des Sto�es vernachl�ssigbar
klein sein k
nnen� Eine Methode zur Absch�tzung dieser Gr
�en wird in Abschnitt
	�� dargestellt�

Ist der Gr
�enordnungsunterschied �gro� genug�� was eine Ermessensentscheidung
f�r den Modellierer ist� kann man in einem Grenz�bergang die Sto�dauer verschwin�
den und die Sto�kontaktkr�fte gegen unendlich gehen lassen� Die Integrale der Sto��
kr�fte �ber die Sto�zeit werden Sto�impulse genannt und bleiben endlich� Die aus
den unendlichen Sto�kr�ften resultierenden Beschleunigungen f�hren zu einer endli�
chen aber unstetigen "nderung der Geschwindigkeiten� Die Lagen der K
rper blei�
ben w�hrend des Sto�es konstant� Die Bewegungsgleichung f�r das sto�ende System
lautet

M �q � h�WN�N �WT�T 	 
� �	�	��

wobei in WN und WT alle zum Sto�zeitpunkt geschlossenen Bindungen � haftend
oder gleitend � enthalten sind� Man integriert diese Gleichung �ber ein oder mehrere
Zeitintervalle w�hrend des Sto�es und l��t den Abstand dieser Zeitpunkte in einem
Grenzproze� verschwinden� Die Bewegungsgleichung wird dadurch zu einer diskreten
Impuls� und Drallbilanz�

lim
t��t�

t�Z
t�

M �q � h�WN�N �WT�T dt 	

M� �q� � �q���WN�N��� �WT�T��� 	 
 �	�	��

Der Vektor h verschwindet bei diesem Grenz�bergang� da er keine Elemente enth�lt�
die unendlich gro� werden k
nnen� �q� und �q� sind die generalisierten Geschwindig�
keiten zu Beginn und am Ende des Intervalls und ��� die Sto�impulse� die in den
Bindungen w�hrend des Intervalls wirken� Da die Lagen unver�ndert bleiben� sind
auch die Matrizen M und W konstant�

Die Zeitpunkte t� und t� in der Gleichung �	�	�� sind beliebig� Bei der Verwendung
des Newton�Sto�gesetzes f�hrt man die Integration �ber den gesamten Sto� aus� Das
Poisson�Gesetz teilt den Sto� in eine Kompressionsphase und eine Expansionsphase
auf� Aus diesem Grund ist es erforderlich� die Integration zweimal auszuf�hren� Vom
Beginn des Sto�es t� 	 tA bis zum Ende der Kompressionsphase t� 	 tC und vom
Ende der Kompressionsphase t� 	 tC zum Ende des Sto�es t� 	 tE�

Die Kinematikgleichungen �	��� und �	��� k
nnen zu jedem dieser Zeitpunkte auf
Geschwindigkeitsebene ausgewertet werden und ergeben die Relativgeschwindigkei�
ten in den Kontakten w�hrend den jeweiligen Phasen� Die Wahl der Werte f�r �
ergibt sich aus der Anwendung eines speziellen Sto�gesetzes�



��� Zeitlich und �rtlich kontinuierliche Starrk�rpermodelle ��

Im folgenden wird noch einmal zusammengestellt� welche Voraussetzungen erf�llt
sein m�ssen� damit die Formulierung der Sto�gleichungen auf Impulsebene zul�ssig
ist�

� Die Sto�dauer ist so kurz� da� die sonstigen Bewegungen im System in dieser
Zeit so klein sind� da� sie vernachl�ssigt werden k
nnen� Daraus folgt�

� Die K
rper sind entweder starr oder so steif� da� ihre Verformungen ver�
nachl�ssigt werden k
nnen�

� Alle Lagen bleiben konstant�

� Die Normal� und Tangentialrichtungen bleiben in jedem Sto�kontakt kon�
stant�

� Alle anderen Kr�fte im System sind so klein� da� sie gegen�ber den Sto��
kr�ften vernachl�ssigt werden k
nnen� Treten Kr�fte der Gr
�enordnung der
Kraftspitzen in den Kontakten auch an vom Sto� unabh�ngigen Stellen auf�
kann diese Annahme zu Fehlern f�hren� �Beispiel dazu siehe in Abschnitt ����

� Sind bei einem Sto�ereignis mehrere einseiteige Kontakte betro�en� m�ssen
die Sto�phasen in allen Kontakten gleichzeitig beginnen und enden�

� Der Sto� mu� so lange dauern� da� die Schockwelle� die in jedem physikalischen
K
rper bei einem Sto� entsteht� Zeit hat� sich in den gesamten K
rper auszu�
breiten und so zu dispergieren� da� wieder eine Starrk
rperbewegung entsteht
�siehe Abschnitt 	���

Ist die Bedingung der K�rze des Sto�es oder der Gleichzeitigkeit der Phasen nicht
erf�llt� kann eine Sto�modellierung mit Zeitskalierung weiterhelfen� Spielen Wel�
lene�ekte eine Rolle� mu� eine Modellierung gew�hlt werden� bei der in einzelnen
K
rpern auch die Wellenausbreitung ber�cksichtigt wird�

Wesentlicher Gegenstand dieser Arbeit ist die Ausformulierung eines detaillierten
Sto�gesetzes auf Impulsebene� welches in Kapitel � dargestellt wird�

��� Zeitlich und �rtlich kontinuierliche Starrk�rper�
modelle

Zeitskalierte Modelle k
nnen immer zur Modellierung von St
�en eingesetzt werden�
haben aber eine Reihe von Nachteilen� Die entstehenden Gleichungen m�ssen� bis
auf triviale Ausnahmen� immer numerisch gel
st� das hei�t numerisch integriert wer�
den� Dies f�hrt zu erheblich h
heren Rechenzeiten als bei einem direkten �bergang
vom Anfangs� zum Endzustand mit wenigen Gleichungen� Es gibt aber Sto�kon��
gurationen� bei denen eine L
sung auf Impulsbilanzebene zu Fehlern f�hrt� so da�
eine zeitskalierte Berechnung erforderlich ist�
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�� Die Sto�dauer ist zwar so kurz� da� die Annahme der konstanten Lagen noch
zul�ssig ist� die Gleichzeitigkeit der Phasen ist aber durch komplizierte Haft�
Gleit�berg�nge oder stark unterschiedliche Stei�gkeiten in den Kontakten
nicht mehr gew�hrleistet�

	� Der Sto� dauert so lange� da� die Verschiebungen der K
rper w�hrend des
Sto�es nicht mehr vernachl�ssigt werden k
nnen�

Werden nicht nur die Bewegungs�nderungen der beteiligten K
rper durch den Sto��
sondern � zum Beispiel f�r eine Festigkeitsaussage � auch die Werte der auftre�
tenden Kraftspitzen ben
tigt� ist immer eine zeitskalierte Simulation mit korrekten
Kontaktpunktstei�gkeiten erforderlich�

Liegt eine Situation nach 	� vor� ist kein besonderer Formalismus zur Bindungser�
kennung und Umschaltung erforderlich� Man l��t die K
rper ineinander eindringen
und berechnet die Kontaktkraft mittels eines Kraftgesetzes� Ein so modelliertes Sy�
stem verliert durch Normalkontakte keine Freiheitsgrade mehr� die Kontaktgesetze
werden als geknickte Kraftkennlinien formuliert� Derartige Formalismen sind zum
Beispiel beim H�mmern in Zahnradgetrieben zum Einsatz gekommen ����� Ein Pro�
blem bei diesen Kontaktgesetzen besteht darin� die D�mpfung ohne kinematische
Unvertr�glichkeiten einzubauen� In �	�� sind die auftretenden E�ekte verschiede�
nerer D�mpfungsmodelle erl�utert�

Ist in einem sto�enden System davon auszugehen� da� die Lagen der K
rper w�hrend
des Sto�es unver�ndert bleiben� sollen aber andererseits die Zustands�berg�nge in
den Kontakten genauer untersucht werden� kann man eine hybride Sto�formulierung
verwenden� welche die Vorteile konstanter Systemlagen mit einer feinen zeitlichen
Au�
sung verkn�pft� Dazu wird ein Mehrk
rpersystem betrachtet� bei dem n Bin�
dungen an einem sto�enden Kontaktereignis teilnehmen� Die Relativverschiebungen�
�geschwindigkeiten und �beschleunigungen lassen sich mit den Beziehungen �	�	� bis
�	��� berechnen� Auf Bild 	�	 ist ein Beispielsystem mit zwei aktiven Kontakten
dargestellt�

Die Kontakte sollen durch diskrete Kraftelemente modelliert werden� Abweichend
zu vielen vorgestellten Beispielen solcher Modelle �z�B� ����� soll hier nicht nur ein
rein viskoelastisches Kraftelement verwendet� sondern auch eine kleine Zusatzmasse
eingef�hrt werden� Bei der Modellierung eines kontinuierlichen elastischen K
rpers
durch diskrete Massen und Federn ist es eine willk�rliche Ma�nahme� ob man diese
Diskretisierung beim �u�ersten Element mit einer Feder oder einer Masse beginnt�
Diese Zusatzmasse ber�hrt beim Kontakt den zweiten K
rper und f�hrt dort einen
plastischen Sto� aus�

Die Zusatzmasse soll klein gew�hlt werden� die untere Schranke f�r die Wahl stellt die
numerische Behandelbarkeit des Problems dar� Zu gro�e Massen k
nnen E�ekte in
das System einbringen� die nicht korrekt sind� In jedem Fall ist es sinnvoll� die Gr
�en
der Zusatzmassen in einem geeigneten Verh�ltnis zu den in den Kontaktrichtungen
wirkenden Massen zu w�hlen� Die normale und tangentiale Zusatzmasse f�r den
Kontakt i kann durchaus unterschiedlich sein� Eine Faustformel zur Berechnung der
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Bild ���� Hybrid modellierter Sto� eines MKS
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wobei sich der Faktor f � ���

 als g�nstig erwiesen hat� Die Verschiebungen der
Zusatzmassen werden durch die zwei Koordinaten xN�i und xT�i in Normal� und
Tangentialrichtung beschrieben�

Zwischen der Zusatzmasse und der Ankoppelungsstelle an das MKS wirkt ein Kraft�
element� das eine Normalkomponente FN�i und eine Tangentialkomponente FT�i be�
sitzt� die sich als Funktionen der Di�erenzen von gN�i � xN�i� gT�i � xT�i� �gN�i � �xN�i
und �gT�i � �xT�i ausdr�cken lassen� Zur Normalkomponente kann noch eine konstan�
te Vorspannung FN��i addiert werden� In der Regel wird man bei der Wahl der
Kraftgesetze die Normal� und Tangentiale�ekte entkoppeln� Es k
nnen hier lineare
Feder�D�mpferpaare� Hertz sche Kontaktgesetze oder andere geeignete Kraftgesetze
gew�hlt werden�

Die Bewegungsgleichungen f�r die neuen Freiheitsgrade der Zusatzmassen lauten

mzN�i � �xN�i 	 �FN�i � �N�i �	�	��

mzT�i � �xT�i 	 �FT�i � �T�i� �	�	��

wobei in den Kr�ften �N�i und �T�i die normalen und tangentialen Zwangskr�fte
an den Kontakten der Zusatzmassen ber�cksichtigt sind� Zur Berechnung dieser
Gr
�en m�ssen die Kontaktgesetze klassischer Reibbindungen verwendet werden�
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Tabelle ���� Wahl der Anfangsbedingungen f�r die hybride Sto��
simulation

Typ neue Bindung alte Bindung
Zustand unde�niert haftet gleitet

gNA 	 
 gNA 	 
 gNA 	 

bekannte �gNA � 
 �gNA 	 
 �gNA 	 

Gr
�en �gTA 	 vrel �gTA 	 
 �gTA 	 vrel

�N 	 
 �N � 
 �N � 

�T 	 
 �T �	 
 �T �	 

xN� 	 
 xN� 	 
 xN� 	 


Anfangs� �xN� 	 �gNA �xN� 	 
 �xN� 	 

bedingungen xT� 	 
 FT �xT�� 	 	 	� 	 �T FT �xT�� 	 	 	� 	 �T

�xT� 	 vrel �xT� 	 
 �xT� 	 vrel
FN� 	 
 FN� 	 �N FN� 	 �N

Jede Zusatzmasse kann sich in den Zust�nden Haften und Gleiten be�nden oder
aber auch abheben�

Die Bewegungsgleichung des MKS unter der Annahme konstanter Lagen lautet

M �q 	WNFN �WTFT � h�� �	�	��

wobei h� der Vektor aller Kr�fte zum Zeitpunkt des Ereigniseintritts ist� der im
Lauf der hybriden Sto�behandlung als konstant angenommen werden soll� Diese
Gleichung wird in den Raum der Bindungsrichtungen projiziert und lautet dann�

�g 	W TM��W

�
FN

FT

�
�W TM��h� �	�	��

Bei den betrachteten Bindungen mu� zwischen zwei Gruppen unterschieden werden�

�� die Bindungen� die bereits zu Sto�beginn geschlossen waren

	� die Bindungen� die durch den Sto� geschlossen wurden

Ziel der hybriden Sto�simulation ist es� auch die E�ekte zu ber�cksichtigen� die
in den Bindungen unabh�ngig vom Sto� auftreten� den Ablauf des Sto�es aber
beein�ussen k
nnen� Dementsprechend m�ssen die Anfangsbedingungen der x�
Koordinaten so gesetzt werden� da� der vor dem Sto� herrschende Bindungszustand
richtig erfa�t wird� In Tabelle 	�	 ist dabei die Wahl der Anfangsbedingungen f�r
die einzelnen Sto�kontakte aufgelistet�

Man fa�t nun den Vektor �g und die Freiheitsgrade der Zusatzmassen zum Vektor �y
zusammen und erh�lt damit

�
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als Bewegungsgleichung f�r die hybride Sto�berechnung� Als Nebenbedingungen zur
Auswertung der � stehen die Kontaktbedingungen der Zusatzmassen zur Verf�gung�
Das Gleichungssystem kann mit einem Standardintegrationsverfahren f�r Systeme
mit einseitigen Reibbindungen behandelt werden� wie es zum Beispiel in ���� be�
schrieben ist� Zus�tzlich m�ssen die Kr�fte FN�i und FT�i und h� �ber den Verlauf
integriert werden�

Gilt f�r eine Bindung w�hrend der Simulation FN�i � 
� das hei�t die Zusatzmasse
der Bindung i hebt ab� scheidet sie aus der Simulation aus� Die hybride Sto�berech�
nung endet dann� wenn sich alle neu hinzugekommenen Bindungen wieder ge
�net
sind� Tritt dieser Fall nicht ein� ist eine hybride Modellierung in der vorgestellten
Form nicht m
glich�

Will man keine tangentialreversiblen E�ekte ber�cksichtigen und reine Reibst
�e
berechnen� kann man auf die tangentialen Massen verzichten� Man streicht in Glei�
chung �	�	� die unteren Zeilen und ersetzt den Vektor FT durch den Vektor �T �
Das ist auch f�r einzelne Bindungen m
glich�

Kommt die Simulation zu einem erfolgreichen Abschlu�� stehen die generalisierten
Geschwindigkeiten �qE noch nicht zur Verf�gung� Ziel der hybriden Sto�berechnung
war nur� die Kraftverl�ufe in allen Bindungen zeitskaliert abzubilden� Dies ist im
Rahmen der Simulation geschehen und die Wirkungen dieser Kr�fte stehen durch
ihre simultan gebildeten Integrale zur Verf�gung� Damit kann dann mit einem Im�
pulssto� der Zustand nach dem Sto� berechnet werden�

�qE 	M��

�
W

� R
FN dtR
FT dt

�
�
Z
h� dt

�
� �qA �	�	��

Danach kann mit der normalen Zeitsimulation des Systems fortgefahren werden� Hier
seien noch einmal die Eigenschaften des hybriden Sto�modells zusammengefa�t�

� Der Sto� wird zeitlich aufgel
st�

� Es wird ein System integriert� das die Dimension �Anzahl der Sto�kontakte
besitzt�

� Komplexe Zustands�berg�nge k
nnen abgebildet werden�

� Die gleiche Zeitdauer der Sto�phasen in allen Kontakten ist keine Vorausset�
zung f�r diese Modellierungsform�

� Unterschiedliche Kontaktstei�gkeiten k
nnen problemlos modelliert werden�

� Die Sto�simulation kann mit dem gleichen MKS�Algorithmus wie das gesamte
einseitig gebundene System berechnet werden� wobei lediglich die Massenma�
trix und die Bindungsmatrizen andere Gestalt haben� Es treten keine inneren
Variablen auf�

� Der Sto��bergang im gesamten MKS �ndet nur in einer Impulsgleichung statt�
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� Die Wirkung gro�er Normalkr�fte� die nicht aus Sto�kr�ften resultieren� bleibt
w�hrend des Sto�es erhalten�

In Abschnitt ��� wird ein ausf�hrliches Beispiel zu einer Sto�modellierung mit dieser
Methode gezeigt�

��� Sonderfall elastische K�rper

Kollidieren zwei K
rper� von denen mindestens einer elastisch modelliert ist� ist das
in der Natur ein sowohl 
rtlich wie zeitlich stetiger Vorgang ohne das Auftreten von
impulsartigen Kr�ften und damit eigentlich kein Sto�� Es ist lediglich eine endliche
Kontaktkraft oder ��chenhaft verteilte Pressung erforderlich� um die Materiepunkte
der K
rper am gegenseitigen Eindringen zu hindern�

Bei einer Modellierung von elastischen K
rpern mit einer endlichen Zahl von lo�
kalen oder globalen Ansatzfunktionen entstehen immer endliche lokale oder modale
Massen� Deshalb wird ein Sto�impuls ben
tigt� um eine Abbremsung eines Kontakt�
punktes auf die Geschwindigkeit des Kontaktpartners vorzunehmen� Dieser Impuls
wird mit einer steigenden Zahl von Ansatzfunktionen immer geringer� bis er im
Grenzfall ganz verschwindet�

Nach Aufbringen dieses Impulses bleibt der Kontakt an einer Stelle der Kontaktzo�
ne geschlossen� Die weitere Kontaktentwicklung kann nun im Rahmen der normalen
Zeitsimulation des Verhaltens des elastischen K
rpers erfolgen� Da der Sto�impuls
nicht ausreicht� um den gesamten K
rper abzubremsen� wird er sich in der Sum�
me aller seiner Elemente zun�chst weiter in Kontaktrichtung bewegen und durch
die Kontaktzwangsbedingung komprimiert� Dabei kommen gegebenenfalls weitere
Punkte in Kontakt oder die Kontaktzone vergr
�ert sich stetig� Reichen die inneren
elastischen Kr�fte aus� um die Bewegungsumkehrung einzuleiten� werden sich die
Massenelmente zunehmend vom Kontaktpunkt wegbewegen� bis auch die Kontakt�
punkte impulsfrei in Separation �bergehen� Damit ist der �Sto�� beendet�

Dies sei an einem Beispiel erl�utert� Ein elastischer K
rper K� wie in Bild 	�� darge�
stellt� wird mit Hilfe eines Zeit�Ort�Separationsansatzes behandelt� Die Auslenkung

u�x� t� 	 wT �x� � q�t� �	����

an jedem Ort x zur Zeit t wird durch die Ortsansatzfunktionen �Verschiebungsfel�
der� w�x� und durch die Zeitverl�ufe q�t� dieser Auslenkungen beschrieben� Die
Massenmatrix des elastischen K
rpers ist M und die Bewegungsgleichung lautet�
M �q 	 h�

Zum Zeitpunkt tA ber�hrt der Punkt P die inertiale Umgebung mit der nicht ver�
schwindenden Relativgeschwindigkeit

�gNA 	 wT
N�P � � �qA� �	����



��� Sonderfall elastische K�rper 	�

u x w x q( ) = ( ) · (t)
T

P

K

n

g = (P) · (t)N Nw q
T

Bild ���� Sto� eines elastischen K
rpers

wobei wN�P � die in Sto�normalenrichtung projizierten Ansatzfunktionen im Punkt
P enth�lt� Im Kontakt gilt

gNA 	 wT
N�P � � qA 	 
� �	��	�

Der skalare Impuls �� der ben
tigt wird� um an der Kontaktstelle die Bindungser�
fordernisse zu erf�llen� l��t sich mit der Gleichung

� 	 �
�gNA

wT
N�P �M

��wN�P �
�	����

berechnen� Der Nenner dieser Gleichung wird f�r eine steigende Anzahl von Ansatz�
funktionen immer gr
�er und � damit immer kleiner�

Der �Kontaktkompatibilit�tssto��

�qC 	M��wN�P �� � �qA �	����

f�hrt die generalisierten Geschwindigkeiten �qC auf eine Kombination� die mit dem
neuen Bindungszustand kompatibel ist� Strenggenommen �ndet hier ein plastischer
Sto� statt� der mit Energiedissipation verbunden ist� die jedoch umso geringer aus�
f�llt� je mehr Ansatzfunktionen verwendet werden� Das Verwenden eines elastischen
Sto�es an dieser Stelle ist sehr unzweckm��ig� Zwar bleibt die Energie des Gesamt�
k
rpers erhalten� andererseits �ndet am Sto�kontakt ein sofortiges Wiederabheben
statt� Da der �bertragene Impuls nicht ausreicht� um die Bewegung des K
rpers um�
zukehren� wird der K
rper kurze Zeit sp�ter wieder zu einem neuen Sto� in Kontakt
kommen und erneut abheben� Der gesamte Kontakt besteht aus einer Folge von im�
mer schneller abfolgenden St
�en� was einerseits physikalisch keinen Sinn ergibt und
andererseits jeglichen Versuch einer numerischen Integration scheitern l��t� Dieser
�bouncing ball��E�ekt ist in �	�� ausf�hrlich beschrieben und wird dort dadurch un�
terbunden� da� ab der Unterschreitung einer minimalen Sto�kontaktgeschwindigkeit
ein plastischer Sto� postuliert wird�
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F�r die weitere Systemsimulation mu� nun der geschlossene Kontakt als Bindung im
System ber�cksichtigt werden� Die Bewegungsgleichung wird mit einer Zwangskraft
�Kontaktkraft� � erweitert und die Nebenbedingung mu�� aus Gr�nden der ein�
facheren numerischen Integrierbarkeit� auf Beschleunigungsebene hinzugenommen
werden�

M �q 	 h�wN�P �� �	����

�gN 	 wT
N�P � �q �	����

Sobald die Kontaktkraft � kleiner als null wird� �ndet am Kontaktpunkt Abheben
statt� und die Bindung wird aufgel
st�

Erfolgt die Modellierung des elastischen K
rpers mit Hilfe lokaler Ansatzfunktionen
�FEM�� kann es sein� da� w�hrend eines Kontaktvorganges in der Abbremsphase des
K
rpers st�ndig neue Knoten des FE�Gitters mit dem Sto�partner in Kontakt kom�
men� Dann mu� der Kontaktsto�formalismus bei jedem Knotenkontakt wiederholt
werden und danach in die Liste der Nebenbedingungen aufgenommen werden� Statt
P liegt nun eine Liste von Pi vor und � ist durch einen Vektor der Kontaktkr�fte
an allen Kontaktknoten zu ersetzen �siehe ������

Auf der Basis dieses Normalkontaktmodells l��t sich auch die Reibung als Sum�
me von Einzelreibkr�ften an den Kontaktpunkten formulieren� Selbstverst�ndlich
mu� man dann f�r jeden neu hinzukommenden Kontakt einen �Kontaktkompatibi�
lit�tsreibsto�� ausf�hren und w�hrend der weiteren Zeitintegration die Haft�Gleit�
�berg�nge an allen Kontakten ber�cksichtigen�

Eine Methode� den �Kontaktkompatibilit�tssto�� ganz zu vermeiden� ist� zus�tzlich
zu der dem elastischen K
rper innewohnenden Elastizit�t� an den Kontaktpunk�
ten lokale Nachgiebigkeiten einzuf�hren� Die Gr
�e dieser Kontaktfederstei�gkeiten
kann das Sto�verhalten grunds�tzlich beein�ussen� wie im folgenden Abschnitt �	��
gezeigt wird�

��� Ber�cksichtigung von Festk�rperwellen

Sto�en K
rper mit hoher Kontaktstei�gkeit zusammen� kann es erforderlich sein�
die Wellenausbreitung in den sto�enden K
rpern zu ber�cksichtigen� Jeder Kontakt
von Festk
rpern l��t sich mit letzter Konsequenz physikalisch nur mit Hilfe von
Festk
rperwellen erkl�ren� Die Information� da� sich ein wie auch immer geartetes
�Kraftereignis� an einer Stelle des K
rpers stattgefunden hat� kann sich maximal mit
der K
rperschallgeschwindigkeit zu anderen Stellen des K
rpers hin fortp�anzen�
Das physikalische Modell �Starrk
rper� geht von Informationsgleichzeitigkeit aus
und ist demnach nicht in der Lage irgendwelche Ph�nomene� die sich in der Zeit
eines Wellendurchlaufes durch den K
rper abspielen� zu beschreiben�

Der �bergang zu den technisch �blichen Starrk
rpern gelingt dadurch� da� die Wel�
lenlaufzeiten in K
rpern sehr gering sind� und die Wellen im Medium so gestreut
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und dispergiert werden� da� letztendlich jedes K
rperelement einen Teil des �ber�
tragenen Impulses erh�lt und sich der K
rper nach einer gewissen Zeit wieder wie
ein Starrk
rper bewegt�

Beispiel daf�r ist eine Glocke� die im schwerefreien Raum durch einen in�nitesimal
kurzen Impuls angeschlagen wird� Der Anschlag erfolge so� da� der wirkende Impuls
keinen Drall bez�glich des Glockenschwerpunktes erzeugt� Die Glocke wird einerseits
zu schwingen beginnen� andererseits mu� die mittlere Bewegung aller Massenelemen�
te dem Impulssatz gehorchen� Sind die Schwingungen der Glocke abgeklungen� das
hei�t es �nden keine Relativbewegungen innerhalb der Glocke mehr statt� verh�lt
sie sich gem�� der De�nition wie ein Starrk
rper� Es m�ssen sich demnach alle Ele�
mente der Glocke mit gleicher Geschwindigkeit� die sich aus dem Quotienten des
Sto�impulses und der Gesamtmasse ergibt� fortbewegen�

Sind aufgrund einer hohen Kontaktstei�gkeit die Sto�kontaktzeiten so gering� da�
die Welle keine M
glichkeit hat� im K
rper zu dispergieren oder kann die Welle nicht
in einer Weise re�ektiert werden� da� sie die ihr innewohnende Energie wieder an
den Sto�punkt zur�ckbringen kann� wird eine Starrk
rpern�herung falsche Resultate
erbringen� Dieser Fall ist zum Beispiel beim zentralen Sto� d�nner St�be und beim
�Mehrkugelspiel� erf�llt�

Um zu entscheiden� ob die Ausbreitung von Festk
rperwellen ber�cksichtigt werden
mu�� sind zwei Kriterien zu beachten�

�� Wesentlich ist die Form der beteiligten K
rper� K
nnen die Wellen den K
rper
ungest
rt durch Querschnitts�nderungen� Bohrungen und andere Hindernisse
durchlaufen und auch wieder gut re�ektiert werden� ist mit Ein��ssen durch
Wellen zu rechnen� St�be die in Stabachsenrichtung gesto�en werden und Ku�
geln erf�llen diese Bedingung gut� In unregelm��ig geformten K
rpern wird
die den Wellen innewohnende Energie durch teilweise Re�ektion und Streuung
schnell gleichm��ig im K
rper verteilt und ein starrk
rper�hnliches Verhalten
stellt sich ein�

	� Ist die Kontaktzeit� die man durch eine Absch�tzung mit einem lokalen ela�
stischen Modell gewinnen kann� so kurz� da� in dieser Zeit die Sto�welle nur
wenige Male im K
rper hin� und herlaufen kann� ist mit Welleneinf�ssen zu
rechnen� Voraussetzung ist jedoch� da� gem�� Punkt �� die Wellen auch nach
einem oder mehreren Durchl�ufen durch den K
rper noch als lokale Ereignisse
erhalten geblieben sind�

In der Arbeit ���� werden die wesentlichen E�ekte wellendominierter St
�e unter�
sucht und auch ihre �bergangsbereiche zur klassischen Starrk
rper�Sto�theorie er�
fa�t� Besonders geeignet ist das Beispiel� bei dem zwei Rundst�be unterschiedlicher
L�nge mit �uchtenden Achsen aufeinandersto�en� Der erste Stab mit der Masse
m prallt mit der Geschwindigkeit v� auf den zweiten ruhenden Stab mit doppelter
L�nge und Masse� Zwischen den St�ben ist ein Feder�D�mpferpaar angebracht� das
durch Variation der Parameter alle Kontakteigenschaften darstellen kann� In den im
folgenden dargestellten Berechnungen ist diese Stei�gkeit in einem Bereich variiert�
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der von einer weichen Zwischenlage �ber die Stei�gkeiten� die bei einem Hertz schen
Kontakt balliger Stabenden auftreten bis zum perfekten Starrk
rperkontakt reicht�

Berechnet man diesen Sto� mit einem klassischen Impulssto�gesetz �Newton und
Poisson liefern in diesem Fall die gleichen Ergebnisse� erh�lt man

v� 	
�

�
��� ���v� �	����

v� 	
�

�
�� � ��v� �	���

mit v� als Geschwindigkeit des zun�chst ruhenden K
rpers nach dem Sto� und v�
f�r den sto�enden K
rper� Die Sto�zahl sei ��

Bei Verwendung des idealen Wellenmodells� wie es in ���� dargestellt wird� spielen
sich in den K
rpern folgende Vorg�nge ab �siehe hierzu auch Bild 	����

�� Ausgehend von dem Kontaktpunkt laufen zwei Kompressionsfronten durch
die St�be� Die Punkte im sto�enden K
rper die die Welle passiert hat� sind
auf die halbe Geschwindigkeit abgebremst� Die Welle im gesto�enen K
rper
beschleunigt jeden Massenpunkt� an dem sie vorbeigelaufen ist� auf die halbe
Sto�geschwindigkeit�

	� Die Welle im sto�enden K
rper erreicht das freie Ende und wird dort als
Expansionsfront re�ektiert und l�uft zur�ck� Die passierten Bereiche haben die
Geschwindigkeit �� Im gesto�enen K
rper l�uft weiter eine Kompressionswelle
nach vorne�

�� Die Expansionsfront erreicht den Kontaktpunkt und kann� da dort ein Kom�
pressionsdruck herrscht� in den gesto�enen Stab �bertreten�� Der sto�ende
Stab ist jetzt in Ruhe und die Kontaktstelle spannungsfrei�

�� Die Kompressionsfront im vorderen Stab hatte dessen Ende erreicht und wur�
de dort re�ektiert� Nun laufen zwei gegenl�u�ge Expansionswellen durch den
gesto�enen Stab� Sobald die erste dieser Wellen den Kontaktpunkt erreicht�
tritt endg�ltig die Separation der K
rper ein� da die Expansionsfront in der
spannungsfreien Kontaktstelle nicht �bertragen werden kann�

�� Wird keine Energie im gesto�enen Stab dissipiert� laufen in diesem zwei gegen�
l�u�ge Fronten st�ndig hin und her� Die mittlere Geschwindigkeit aller Mas�
senelemente ist gleich der halben Sto�geschwindigkeit� Damit ist die globale
Impulsbilanz erf�llt�

�Es scheint zun�chst ungew�hnlich� da� eine Zugwelle �ber einen rein auf Druck belastbaren

Kontakt hinweglaufen kann� Das ist aber trotzdem sinnvoll� Wenn man annimmt� da� eine Zugwelle

nicht �bertragen werden kann und sofort Separation der K�rper eintritt� l�uft eine Entlastungs�

welle von der zuvor unter Spannung stehenden Kontaktstelle in den gesto�enen Stab� was mit der

�bertragenen Zugwelle identisch ist�
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Die vom sto�enden K
rper eingebrachte kinetische Energie ist vollst�ndig in den
gesto�enen K
rper �bergegangen� dort aber zum Teil als potentielle Energie gespei�
chert� An den Sto�fronten wird st�ndig potentielle Energie in kinetische umgewan�
delt und umgekehrt� Im Grenzzustand� wenn sich die beiden Fronten gerade in der
Mitte tre�en� ist zwar die potentielle Energie vollst�ndig in kinetische umgewandelt�
jedoch steht dann die eine Stabh�lfte w�hrend sich die andere bewegt� was sofort zu
einer Art innerem Sto� f�hrt� der neue Fronten mit der Folge potentieller Energie
ausl
st ��bergang Phase � � Phase ���

Wenn die Sto�fronten durch Dispersion und Dissipation verschmiert werden und
schlie�lich verschwinden� bewegt sich der Gesamtk
rper mit gleichf
rmiger Ge�
schwindigkeit wie ein Starrk
rper� Die H�lfte der urspr�nglichen Energie ist dann
dissipiert worden�

Die geschilderten Vorg�nge sind in Bild 	�� dargestellt� Die Phasen entsprechen den
oben verwendeten Aufz�hlungsnummern�

½ v0

½ v0

½ v0

½ v0

½ v0

0

0

½ v0

½ v0

v0

v0

v0

v0

0

00

0

0

0

0

Zug Kompressionsfront
Druck

Phase 1

Phase 2

Phase 3

Phase 4

Phase 5

Expansionsfront

Bild ��
� Ausschlie�lich durch Sto�wellen beein�u�ter Sto� zwei�
er Zug�Druckst�be

In den Bildern 	�� und 	�� sind die gemittelten Geschwindigkeiten der St�be nach
dem Sto� in Abh�ngigkeit der Variation der Federstei�gkeit im Kontaktpunkt dar�
gestellt� Bild 	�� stellt dabei die Ergebnisse des gesto�enen� Bild 	�� die Ergebnisse
f�r den sto�enden Stabes dar� Bei den Kurven � hat das Kontaktelement keine
D�mpfung� bei den Kurven 	 wird ein viskoelastisches Kraftelement verwendet� Die
Bereiche der Geschwindigkeiten mit niedrigen Stei�gkeiten entsprechen genau den
Ergebnissen� die mit dem Impulsmodell gem�� den Gleichungen �	���� und �	���
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gewonnen werden k
nnen �v� 	 � m$s�� Die Kontaktzeit dauert so lange� da� sich
in den K
rpern der Starrk
rperbewegungszustand voll ausbilden kann� Bei starker
D�mpfung verh�lt sich das System wie bei einem plastischen Sto�� Erh
ht man die
Stei�gkeit� fallen der plastische und der elastische Fall zusammen und konvergieren
gegen das Ergebnis der Wellenberechnung� die vorhersagt� da� der sto�ende Stab
stehen bleibt und der gesto�ene Stab sich mit v� 	 ���v� wegbewegt�
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Bild ��� Gemittelte Abhebegeschwindigkeit des sto�enden Sta�
bes� Kurve � ohne� Kurve 	 mit D�mpfung� entnommen aus ����

Der Bereich der Stei�gkeit� der bei der Annahme von Hertz schem Kontakt von zwei
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balligen Stabenden� erreicht w�rde� liegt bei diesem Beispiel in Abh�ngigkeit vom
Balligkeitsradius zwischen  � �
� N$m und � � �
�� N$m� Das hei�t� St
�e mit dieser
technischen Realisierung liegen immer im �bergangsbereich� der weder durch ein
reines Wellenmodell� noch durch das Starrk
rpermodell befriedigend gut beschrieben
werden kann� Ist der Kontakt durch schlechte Ober��chen oder Zwischenschichten
�!l� noch weicher� �hnelt das Ergebnis immer mehr dem klassischen Starrk
rpersto��

Die Grenze jeglicher Sto�modellierung ist erreicht� wenn die Ann�herungsgeschwin�
digkeit der K
rper gr
�er als ihre K
rperschallgeschwindigkeit ist und ein starkes
Eindringen mit kontinuierlichem Abbremsen nicht m
glich ist� Das hat zur Folge�
da� die Partikel des sto�enden K
rpers sich schneller an die Sto�stelle ann�hern als
die Information des Kraftereignisses sich zu ihnen ausbreiten kann� Diese Kollision
hat eine Zerst
rung des sto�enden K
rpers zur Folge� Derartige Ph�nomene treten
beim Einschlag von ballistischen Projektilen auf� Ein anderer Typ derartiger St
�e
sind die Einschl�ge von Meteoriten auf der Erde� die typischerweise mit Geschwin�
digkeiten von ����� km$s auf der Erdober��che eintre�en� was deutlich �ber der
Schallgeschwindigkeit in Gesteinsk
rpern liegt�

Zusammenfassend l��t sich sagen� Wellenvorg�nge k
nnen grunds�tzlich andere Sto�
�e�ekte hervorrufen� als es Starrk
rpermodelle vorhersagen� Ob in einem System
derartige E�ekte eine Rolle spielen� kann durch den Vergleich des Wellenlaufzeit
in einem sto�enden K
rper mit der Sto�zeit� gewonnen mit einer geeigneten Kon�
taktstei�gkeit� ermittelt werden� Wesentlich f�r die G�ltigkeit des Wellenmodells ist
aber eine einwandfreie Re�ektion innerhalb des K
rpers� Findet diese nicht statt�
wird die Welle schnell im Inneren des K
rpers gestreut� und eine starrk
rperartige
Geschwindigkeitsverteilung stellt sich ein�

Prinzipiell sind alle derartigen E�ekte auch f�r St
�e mit Reibung denkbar� bei
denen sich dann Schubwellen in den K
rpern ausbreiten� Der Autor ist jedoch der
Ansicht� da� in technisch relevanten Systemen diese E�ekte nicht auftreten�
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Kapitel �

Das Sto�gesetz auf Impulsebene

In diesem Kapitel soll die Formulierung des Sto�gesetzes auf Impulsebene dargestellt
werden� Dieses Gesetz kommt zum Einsatz� wenn bei der Berechnung des Zeitver�
haltens eines oder mehrerer K
rper ein Kontaktereignis mit negativer Relativge�
schwindigkeit festgestellt wird� und nach den im Kapitel 	 dargestellten Kriterien
eine Impulsmodellierung zul�ssig ist�

Zun�chst werden die vorhandenen Basissto�gesetze diskutiert� Im Abschnitt ���
wird der �bergang von der zeitkontinuierlichen Mehrk
rpersystemsimulation auf
das Sto�ereignis dargestellt� In den folgenden Abschnitten wird die Formulierung
der Kompressionsphase und zwei Varianten der Expansionsphase vorgestellt�

	�� Modellvorstellung zeitdiskreter Sto�gesetze

Ein Sto� ist in der Natur immer ein zeitlich und 
rtlich kontinuierlicher Vorgang�
der bei einem Impulsmodell gedanklich in eine zeitlich unstetige Sto��bergangsglei�
chung komprimiert wird� Ein weiteres Vereinfachungsziel ist immer auch� den Sto��
der durch lokale Abplattung immer auf eine ganze Kontaktzone einwirkt� auf einen
Kontaktpunkt zu reduzieren�

W�hrend der kurz erscheinenden Kontaktzeit k
nnen in einem Sto�kontakt mehrere
sich zeitlich �berlappende und beein�ussende Prozesse gleichzeitig ablaufen und zu
verschiedenen Zeiten beginnen und enden� Beispiel daf�r sind Haft�Gleit��berg�nge�
die w�hrend eines Sto�es mehrfach auftreten k
nnen�

Um ein Sto�gesetz zu entwickeln� ist es deshalb sinnvoll� den eigentlich gew�nsch�
ten Starrk
rpercharakter der K
rper zun�chst aufzugeben und lokale Kraftelemente
im Kontaktpunkt einzuf�hren� Dadurch kann man den stetigen Kontaktvorgang in
seinen Phasen und Ablaufvarianten verfolgen und die m
glichen Endzust�nde un�
tersuchen�

Ist es m
glich� die denkbaren Endzust�nde mit guter N�herung nur in Abh�ngigkeit
des Anfangszustandes des Sto�es darzustellen� kann man den kurzen kontinuierli�
chen auf einen in�nitesimalen unstetigen Proze� reduzieren� Im Abschnitt ��� wird
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diese Modellvorstellung verwendet um die Vorg�nge beim tangentialreversiblen Sto�
darzustellen�

	�� Elementare Sto�gesetze

Im Lauf der Geschichte der Mechanik sind mittlerweile zahlreiche Sto�gesetze vor�
geschlagen worden� die einen unmittelbaren �bergang von �vorher� zu �nachher�
erm
glichen� ohne eine explizite Zeitau�
sung des Sto�es vornehmen zu m�ssen�
Letztlich basieren alle diese Gesetze auf drei Sto�hypothesen� die hier kurz vorge�
stellt werden sollen�

� Das sogenannte Newton sche Sto�gesetz�
Es fordert� da� die Abhebegeschwindigkeit zweier sto�ender K
rper in einem
festen Verh�ltnis zu der Kollisionsgeschwindigkeit steht� Dieses einfache Gesetz
hat die Schw�che� da� die E�ekte nicht�zentraler� reibungsbehafteter St
�e
nicht dargestellt werden k
nnen und auch Mehrfachst
�e nicht sinnvoll mo�
dellierbar sind� Der Vorteil dieses Gesetzes besteht darin� da� es zu keinen
kinematischen Unvertr�glichkeiten kommen kann und die Dissipativit�t des
Gesetzes immer eindeutig ist� Dieses Sto�gesetz kommt ohne die Verwendung
von Kraftgr
�en aus und hat den Charakter einer kinematischen Zwangsbedin�
gung auf Geschwindigkeitsebene� Es ist somit ein rein kinematisches Gesetz�

� Das sogenannte Poisson sche Sto�gesetz�
Dieses Gesetz setzt zun�chst die Aufteilung des Sto�es in eine Kompressions�
und Expansionsphase voraus� Die zentrale Aussage des Gesetzes ist� da� ein
bestimmter Anteil des Impulses� der an einer Kontaktstelle zur Abbremsung
der K
rper in der Kompressionsphase wirken mu�� in der Expansionsphase
dort erneut wirkt und so die Separation der K
rper einleitet� Die Berechnung
der Geschwindigkeits�nderungen geschieht auf der Basis von Impulsbilanzen�
das hei�t� verschiedene Bindungen k
nnen sich gegenseitig beein�ussen und
die Reibung in einem Sto�kontakt kann auch das Abheben in Normalenrich�
tung beein�ussen� F�r eine Klasse von Sto�kon�gurationen liefert das Poisson�
Gesetz die gleichen Resultate wie das Newton sche Gesetz� ist aber in der Lage�
auch eine gro�e Klasse von weiteren Kon�gurationen zu beschreiben� Der we�
sentliche Nachteil dieses Gesetzes in seiner Urform besteht darin� da� es bei
Mehrfachst
�en das Abheben der K
rper voneinander nicht immer gew�hrlei�
stet� Das Poisson sche Gesetz ist ein rein dynamisches Sto�gesetz�

� Sto�gesetze auf Energiebasis�
Es existieren mehrere Ans�tze� die Sto�gleichungen auf der Basis der Energie�
die w�hrend des Sto�es umgewandelt oder dissipiert wird� zu formulieren� Diese
Gesetze haben den Nachteil� da� sie letztlich nur eine Gleichung �Energiebi�
lanz� zur Verf�gung haben� mit denen in einem Sto�kontakt sowohl Aussagen
zur Normal� als auch zur Reibrichtung getro�en werden sollen� Besonders pro�
blematisch werden diese Gesetze bei Mehrfachst
�en�
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Sowohl das Newton sche als auch das Poisson sche Sto�gesetz sind urspr�nglich f�r
den zentralen Sto� von zwei K
rpern entwickelt worden und liefern dort� wie auch
der Energieansatz� identische Resultate� Bei der Anwendung dieser Gesetze auf St
�e
mit Reibungse�ekten und auf Mehrfachst
�e scheint das Poissongesetz die gr
�ten
�Reserven� zu enthalten�

Ein eher anschaulicher Vorteil des Poisson�Gesetzes l��t sich wie folgt darstellen�
die Basis der Formulierung des Sto�gesetzes ist identisch mit der der Bewegungs�
gleichungen vor und nach dem Sto��

�� Kr�fte �Kraftst
�e� sind die Ursache von Bewegungen�

	� Kr�fte �Kraftst
�e� ergeben sich aus Gesetzen� die vom Bewegungszustand
und der Zeit abh�ngen�

Diese Prinzipien der Mechanik gelten auch w�hrend des Sto�es� und man ist deshalb
nicht auf die integrierte Gr
�e Energie angewiesen�

W�gt man die beschriebenen Vor� und Nachteile der Gesetze gegeneinander ab�
scheint das Poisson sche Gesetz am besten geeignet zu sein� eine gro�e Klasse ver�
schiedener Sto�typen zu beschreiben� Der Nachteil� da� nach Sto�ende ein Eindrin�
gen der K
rper auftreten kann� l��t sich� wie im folgenden gezeigt wird� durch die
Einf�hrung einer einseitigen Bindung verhindern�

	�	 �bergang von der kontinuierlichen Zeitentwick�
lung zum Sto�

Ein allgemeines Mehrk
rpersystem mit einseitigen Bindungen kann sich in vielen
verschiedenen Bindungskon�gurationen be�nden� Ein Sto� �ndet zun�chst an einem
oder mehreren Kontaktpunkten statt� den aktuellen Sto�kontakten� W�hrend des
Sto�es wirken Impulse� die sich �ber die� nach wie vor im Gesamtsystem g�ltigen Im�
pulsbilanzen� an allen anderen geschlossenen Kontakten bemerkbar machen k
nnen
und dort zu "nderungen in der Bindungskon�guration f�hren k
nnen� So ist es ohne
weiteres denkbar� da� ein Sto� an einer Stelle im System zu Haft�Gleit��berg�ngen
oder zum Abheben von Normalbindungen an anderen einseitigen Bindungen f�hrt�
Aus diesem Grund m�ssen bei der Formulierung der Sto�gleichungen nicht nur die
aktuellen Sto�kontakte� sondern auch alle anderen geschlossenen Bindungen im Sy�
stem ber�cksichtigt werden�

Zu diesem Zeitpunkt t� des Sto�es sind folgende Gr
�en des gebundenen Mehrk
r�
persystems bekannt�



��	 Vor�berlegungen zum Energieumsatz ��

q�t�� 	 qA � Lagen aller generalisierten Koordinaten
�q�t�� 	 �qA � Geschwindigkeiten aller generalisierten Koordinaten

M�qA� t�� 	M � Massenmatrix des Systems
WN � Jacobi�Matrix der aktiven Normalbindungen
WT � Jacobi�Matrix der aktiven Tangentialbindungen

�wN � �wT � nichtlineare Terme der Bindungen

Der Sto� wird in zwei Phasen aufgeteilt� die Kompressions� und die Expansionspha�
se� In der Kompressionsphase wird die normale Ann�herungsbewegung der Sto��
partner in den aktuellen Sto�kontakten gestoppt� Zus�tzlich k
nnen in anderen ge�
schlossenen Bindungen Zwangsimpulse wirken� Am Ende der Kompressionsphase ist
ein Teil der vor dem Sto� im System vorhandenen kinetischen Energie in Form von
potentieller Energie im System gespeichert�

In der Expansionsphase wird die zuvor gespeicherte Energie wieder �ber die wir�
kenden Expansionsimpulse in kinetische Energie zur�ckverwandelt� Dabei ist zu be�
r�cksichtigen� da� Teile der Energie dissipiert werden� am Ende kein Eindringen
der Kontaktpartner statt�nden darf und das Reibgesetz im Kontakt nicht verletzt
werden darf�

Hier kann noch zwischen zwei Sto�typen unterschieden werden�

� Beim tangentialreversiblen Sto� wird ein Teil der Energie auch in die tangen�
tiale Richtung zur�ckgespeichert� Im Grenzfall eines �tangentialplastischen�
Sto�es wirkt w�hrend der Expansionsphase kein Tangentialimpuls�

� Beim reinen Reibsto� wird in tangentialer Richtung keine Energie ge� und
entspeichert� Am Reibkontakt herrscht w�hrend der gesamten Sto�zeit das
Coulomb sche Reibgesetz�

F�r beide Varianten ist die Beschreibung der Kompressionsphase identisch� die Ex�
pansionsphase unterscheidet sich� Im Fall des zentralen Sto�es sind der vollst�ndig
tangentialplastische und der reine Reibsto� identisch� Ein einfaches Beispiel f�r ein
System� bei dem sich diese Sto�typen unterscheiden wird in ��� vorgestellt und dis�
kutiert�

	�� Vor�berlegungen zum Energieumsatz

In diesem Abschnitt soll der prinzipielle Ablauf eines Sto�es mit einem anschaulichen
Modell f�r die verschiedenen Phasen dargestellt werden� Auch wenn im Abschnitt ��	
die Energie zun�chst aus dem Sto�gesetz verbannt wurde� so soll sie hier verwendet
werden� um die physikalischen Vorg�nge besser erl�utern zu k
nnen�

Der Sto� soll gem�� der Modellvorstellung in Abschnitt ��� betrachtet werden� W�h�
rend des Sto�es be�ndet sich zwischen den K
rpern ein Kraftelement� das aus zwei
viskoelastischen Subelementen in Normal� und Tangentialrichtung zusammengesetzt



�� � Das Sto�gesetz auf Impulsebene

ist� In diesem Element seien die gedachten Nachgiebigkeiten beider Sto�partner ver�
eint� Ein tats�chlicher Kontakt herrscht nur an einem Reibelement mit Coulomb �
scher Reibcharakteristik� Damit untersucht man den Proze� gedanklich als stetigen
Vorgang mit allen Haft�Gleit��berg�ngen sowie Speicherungs� und Entspeicherungs�
prozessen von Energie� Die am Ende dieser �berlegungen verbleibenden Geschwin�
digkeitsdi�erenzen dienen zur Reduktion des Sto�gesetzes auf einen diskreten Ge�
schwindigkeitssprung� In Bild ��� sind prinzipielle m
gliche Abl�ufe im Sto�kontakt
dargestellt�

Die K
rper ber�hren sich im Moment des Sto�es am Kontaktpunkt� Vernachl�ssigt
man sp�ter die Weiterbewegung der K
rper w�hrend dem Sto�� ist dies der Kon�
taktpunkt des Starrk
rpermodells� F�r die stetige Betrachtung ist es der Punkt der
ersten Ber�hrung� Im Verlauf des Sto�es kommen zwei f�r die Beschreibung wich�
tige Teilpunkte hinzu� Der K�rperpunkt und der Reibpunkt� Der K
rperpunkt ist
der Punkt� an dem das gedachte Kraftelement angeheftet ist� Die Kr�fte �Impulse�
wirken weiterhin auf den Kontaktpunkt� w�hrend sich der Reibpunkt relativ zum
K
rperpunkt verschiebt und damit die Auslenkung des Kraftelements darstellt�

Im Coulomb schen Reibelement herrscht zu Beginn des Sto�es� abgesehen von der
Ausnahme des v
llig reibungsfreien Falles� immer Haften� da es nicht massebehaftet
ist und das Tangentialelement zun�chst entspannt ist� Im Verlauf der Kompressions�
phase steigt die Tangentialkraft wie auch die Normalkraft an� Der Reibkontakt kann
entweder losrei�en oder weiterhin haften bleiben� Die Entscheidung dar�ber h�ngt
von dem Reibkoe�zienten� der Kontaktgeometrie� dem Verh�ltnis der Anfangsge�
schwindigkeiten und von der projizierten Massenverteilung des sto�enden Systems
ab� Am Ende der Kompressionsphase ist das Normalkraftelement maximal kompri�
miert und die Ann�herungsgeschwindigkeit der K
rper zum Stillstand gekommen�
Ein Teil der kinetischen Anfangsenergie des Systems ist nun in Form elastischer
potentieller Energie gespeichert� �Erste Zeile von Bild ����

In tangentialer Richtung sind mehrere Zust�nde denkbar�

� Der Reibkontaktpunkt haftet und der K
rperpunkt ist auch in tangentialer
Richtung zum Stillstand gekommen�

� Der Reibkontaktpunkt haftet� der K
rperpunkt bewegt sich noch�

� Der Reibkontaktpunkt gleitet� und der K
rperpunkt bewegt sich�

In allen F�llen ist in dem tangentialen Kraftelement ein Teil der kinetischen Energie
in Form von Verformungsenergie gespeichert� Da die Beschreibung des Sto�es aber
nur einen Punkt ber�cksichtigen kann� bezieht sich die Aussage �Haften am Ende
der Kompressionsphase� eigentlich auf den Reibpunkt� obwohl nur der K
rperpunkt
betrachtet wird�

In der Expansionsphase k
nnen sich �hnliche Zust�nde einstellen� Ein besonders
�gutartiger� Fall tritt ein� wenn die Kompressionsphase mit Haften im Reibpunkt
und Stillstand des K
rperpunktes endet� In der Expansionsphase kann nun ein Teil
der gespeicherten Energie durch Entspannung sowohl des normalen als auch des
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v0

Kompressionsphase

Expansionsphase mit Umkehrung

Expansionsphase mit Geschwindigkeitsdifferenz
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Körperpunkt
Reibpunkt
Kontaktpunkt
Haften im Kont.
Gleiten im Kont.

Bild ���� Prinzipielle Sto�abl�ufe
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tangentialen Kraftelements entspeichert und wieder in kinetische Energie zur�ck�
verwandelt werden �Zweite Zeile von Bild ����� Im g�nstigsten Fall kommen sogar
im Moment des Abhebens die drei Punkte wieder zur Deckung�

Ein anderer gutartiger Fall ist das kontinuierliche Gleiten w�hrend der Expansions�
phase� Nach kurzer Vorspannung des tangentialen Kraftelements in der Kompressi�
onsphase gleitet es mit maximaler Reibkraft im Reibpunkt� Reibpunkt und K
rper�
punkt haben keine Relativgeschwindigkeit� Da man sowieso nur Geschwindigkeiten
betrachtet� spielt dies jedoch keine Rolle� Der Lagefehler� der durch die kontinu�
ierliche Weiterbewegung des K
rpers w�hrend des Sto�es entsteht� wird aufgrund
der Annahme �vernachl�ssigbare Bewegungen der K
rper w�hrend des Sto�es� �Ab�
schnitt 	��� billigend in Kauf genommen�

Ein widerspr�chlicher Fall stellt sich ein� wenn w�hrend der Expansionsphase der
zu Beginn gleitende Reibpunkt zum Stillstand kommt� Die im Tangentialelement
gespeicherte Energie kann trotzdem dazu f�hren� da� sich der K
rperpunkt am Sto�
�ende bewegt� obwohl die Kraftbilanz f�r den Reibpunkt Haften verlangt� Dieser
Fall ist durchaus nicht unwahrscheinlich� Um auch hier sinnvolle Resultate zu erzie�
len� mu� mit einem Trick das Coulomb sche Reibgesetz modi�ziert werden� Diese
Modi�kation wird in Abschnitt ����� erl�utert und durch Gleichung ���	�� realisiert
�Dritte Zeile von Bild ����� Danach ist es dem K
rper m
glich� am Sto�ende eine Re�
lativgeschwindigkeit gegen�ber dem Sto�partner zu haben� obwohl das Reibelement
im Reibpunkt haftet�

	�� Kompressionsphase

Zur Berechnung der Kompressionsphase sind zwei Klassen von Gleichungen erfor�
derlich� einerseits die Impulsbilanz �ber alle K
rper sowie die Projektionsgleichun�
gen� die die E�ekte im Sto�punkt in die Richtung der generalisierten Koordinaten
projizieren und umgekehrt� andererseits die sogenannten Sto�gesetze� welche einen
Zusammenhang zwischen kinematischen Zust�nden und wirkenden Sto�impulsen
herstellen�

��
�� Kinematik	 und Impulsgleichungen

Die Kompressionsphase beginnt mit dem Kontakt der K
rper an dem oder den aktu�
ellen Sto�kontakten� Damit ist f�r eine Reihe von Kontaktpunkten i die Bedingung
gNA�i�qA� t�� 	 
 erf�llt� Der Index A kennzeichnet dabei den Zustand zu Beginn
des Sto�es� Mit der Kinematikgleichung

�
�gNA

�gTA

�
	

�
W T

N

W T
T

�
�qA �

�
�wN

�wT

�
�����

k
nnen die Vektoren der Relativgeschwindigkeiten �gNA in normaler und �gTA in tan�
gentialer Richtung bestimmt werden� W�hrend der Kompressionsphase gilt die Im�



��
 Kompressionsphase ��

pulsbilanz f�r alle K
rper in folgender Form�

M� �qC � �qA� 	WN�NC �WT�TC ���	�

Dabei bedeuten �NC und �TC die normalen und tangentialen Impulse� die w�h�
rend der Kompressionsphase in den geschlossenen Kontakten wirken und durch die
JacobimatrizenWN undWT aus den Eingri�srichtungen in die Richtungen der gene�
ralisierten Koordinaten projiziert werden� Am Ende der Kompressionsphase lauten
die generalisierten Koordinaten des Systems �qC �

F�r die Formulierung des Sto�gesetzes sind die Relativgeschwindigkeiten �gNC und
�gTC am Ende der Kompressionsphase wichtig� Man berechnet sie �ber eine zu Glei�
chung ����� �quivalente Projektionsgleichung�
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Durch Verkn�pfung der Gleichungen ����� und ����� erh�lt man eine Form� die direkt
die "nderung der Relativgeschwindigkeiten zueinander in Beziehung setzt�
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Die Terme �wN und �wT sind in dieser Di�erenz verschwunden� Dies ist auch physi�
kalisch erkl�rbar� Die �w h�ngen nur von q� t und anderen konstanten Gr
�en ab�
Diese bleiben jedoch w�hrend des Sto�es unver�ndert�

Die Impulsgleichung ���	� l
st man nach �qC � �qA auf� setzt sie in die Kinematik�
gleichung ����� ein und erh�lt die in die Normal� und Tangentialrichtung projizierte
Impulsbilanz�

�
�gNC

�gTC

�
	

�
W T

N

W T
T

�
M��

�
WN

WT

�T
� �z 

G

�
�NC

�TC

�
�

�
�gNA

�gTA

�
�����

Dabei fa�t man die quadratische Form aus Jacobi� und inverser Massenmatrix zu der
projizierten Massenwirkungsmatrix G zusammen� Sie ist eine quadratische� symme�
trische Matrix� die im Fall abh�ngiger Bindungen positiv semide�nit sonst positiv
de�nit ist� Im folgenden wird von der Aufteilung dieser Matrix in vier Blockunter�
matrizen

G 	

�
GNN GNT

GTN GTT

�
mit Gij 	W T

i M
��Wj� i� j � fN� Tg �����

Gebrauch gemacht� GNN und GTT haben die gleichen Eigenschaften wie G� die
Nebendiagonalblockmatritzen sind ebenfalls quadratisch und es gilt GNT 	 GT

TN �
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Die projizierte Massenwirkungsmatrix gibt� anschaulich betrachtet� Aufschlu� dar�
�ber� welche Bewegungs�nderungen das System infolge der Impulswirkung in eine
der projizierten Sto�richtungen erfahren wird�

Gleichung ����� erlaubt es nun� aus den bekannten Anfangsgeschwindigkeiten und
den in der Kompressionsphase wirkenden Impulsen den Zustand am Ende dieser
Phase zu berechnen� Um dies durchf�hren zu k
nnen� ist es au�erdem erforderlich�
die Beziehungen zwischen Impulsen und Geschwindigkeiten im sogenannten Sto��
gesetz zu erfassen� Dabei ist eine Unterscheidung zwischen einem Gesetz f�r die
normalen und die tangentiale Richtung sinnvoll�

��
�� Normales Sto�gesetz

Die Kompressionsphase ist dadurch de�niert� da� an ihrem Ende die normale Re�
lativgeschwindigkeit aller einseitigen Bindungskontakte gr
�er oder gleich null ist
� �gN�i � 
�� Dabei k
nnen in allen Kontakten� in denen die Relativgeschwindigkeit
�gN�i 	 
 ist� auch Impulse �N�i � 
 gewirkt haben� In Kontakten� die bereits am
Ende der Kompressionsphase eine Separationsgeschwindigkeit haben� sollen aber
keine Impulse wirken� Dieses Ph�nomen tritt jedoch nur bei Mehrfachst
�en auf�
Die normalen Kompressionsimpulse und die Relativgeschwindigkeiten bilden somit
ein komplement�res Paar von Vektoren� f�r die gilt�

�gNC � 
� �NC � 
� �gNC ��NC 	 
 �komponentenweise� �����

Stellt man diesen Zusammenhang graphisch dar� erh�lt man eine �Ecke�� wie er im
linken Teil von Bild ��	 dargestellt ist�

-μΛNC

μΛNC

ΛTCΛNC

gNC gTC

Bild ���� Graphische Darstellung des normalen und tangentia�
len Sto�gesetzes f�r die Kompressionsphase mit komplement�ren
Kennlinien
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��
�� Tangentiales Sto�gesetz

Das Verhalten der beiden Sto�partner in tangentialer Richtung wird durch die Rei�
bung im Kontakt der K
rper bestimmt� Mit welchen Einschr�nkungen das Coulom�
b sche Reibgesetz auch auf Impulsebene g�ltig ist� kann in �		� Seite ����� nach�
gelesen werden� Am Ende der Kompressionsphase sind in jedem Sto�kontakt drei
Zust�nde denkbar�

� Gleiten in positive Richtung � �gTC � 
�� der Tangentialimpuls wirkt w�hrend
der gesamten Phase in die entgegengesetzte Richtung und wird durch den
Normalimpuls und den Reibkoe�zienten bestimmt� �TC 	 ���NC �

� Haften am Ende der Phase � �gTC 	 
�� der w�hrend der Kompression wirkende
Tangentialimpuls ist gro� genug� um im Kontakt Haften zu erreichen� Die Gr
�
�e des Impulses liegt in einem Bereich� der durch die maximal �bertragbaren
Impulse an der Haftgrenze bestimmt wird� ���NC � �TC � ��NC �

� Gleiten in negative Richtung � �gTC � 
�� der Tangentialimpuls wirkt w�hrend
der gesamten Phase in positive Richtung und wird durch den Normalimpuls
und den Reibkoe�zienten bestimmt� �TC 	 ��NC�

Die m
glichen Kombinationen von �gTC und �TC lassen sich als abschnittsweise de�
�niertes Sto�gesetz f�r jeden Sto�kontakt

�gTC �

���
��

� 
 f�r �TC 	 ��NC

	 
 f�r ���NC � �TC � ��NC

� 
 f�r �TC 	 ���NC

����

beschreiben und in einem Diagramm wie im rechten Teil von Bild ��	 darstellen�
Das Reibgesetz auf Impulsebene hat mit dem klassischen Coulomb schen Reibgesetz
auf Kraftebene die wesentliche Eigenschaft gemeinsam� abschnittsweise entweder
als Kraftgesetz oder als kinematische Zwangsbedingung zu wirken� Im Fall Haften
handelt es sich um eine kinematische Zwangsbedingung� deren Aufhebung �ber eine
Kraftbedingung �Haftkraftreserve� gesteuert wird� Im Fall Gleiten ist es ein Kraftge�
setz� das sich bei Erreichen eines kinematischen Indikators in eine Zwangsbedingung
verwandeln kann�

Die Komplementarit�t von Relativgeschwindigkeit und Impuls l��t sich nicht un�
mittelbar angeben� wie es beim Normalgesetz der Fall ist�

��
�� L�sung f�r die Kompressionsphase

Ziel ist es nun� die Zust�nde am Ende der Kompressionsphase � �gNC und �gTC� in Ab�
h�ngigkeit von den Gr
�en zu Beginn � �gNA und �gTA� und den Systemparametern
�G und �i� zu berechnen� Eigentliche Zielgr
�en sind die wirkenden Impulse ��NC

und �TC�� die ben
tigt werden� um die "nderung der generalisierten Geschwin�
digkeiten �q durch die Kompressionsphase berechnen zu k
nnen� Als Gleichungen
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stehen die in die Sto�richtung projizierte Impulsbilanz ����� und das normale �����
und tangentiale ���� Sto�gesetz zur Verf�gung�

Wenn nS Kontakte w�hrend des Sto�es geschlossen sind� sucht man die L
sung
eines Gleichungssystems im nS�dimensionalen Raum der Unbekannten� Mathema�
tisch betrachtet stellt die Impulsgleichung eine Sammlung von �nS Hyperebenen
in diesem Raum dar� Das normale und tangentiale Sto�gesetz werden durch je nS
Fl�chen repr�sentiert� In der Summe stehen damit nS Fl�chen zur Verf�gung� die
miteinander geschnitten werden m�ssen� um die L
sung f�r die unbekannten Re�
lativgeschwindigkeiten und Impulse zu �nden� In den Abschnitten ��� und ��	� in
denen der Einfachsto� detailliert untersucht wird� sind diese Fl�chen und Ebenen
f�r Spezialf�lle auch graphisch dargestellt�

Die Sto�gesetze sind abschnittsweise de�niert� deshalb ist keine klassische Glei�
chungsl
sung ohne Fallunterscheidungen m
glich� Fallen die geknickten Fl�chen ab�
schnittsweise mit den Koordinatenachsen zusammen oder lassen sie sich in diese
Form transformieren� existiert mit dem linearen Komplementarit�tsproblem �LCP�
ein formalisierter L
sungsalgorithmus f�r derartige Probleme�

Ein LCP l��t sich wie folgt beschreiben� Gesucht sind �n Unbekannte in einem
Koordinatenraum dieser Dimension� die in den zwei n�dimensionalen Vektoren x

und y zusammengefa�t sind� n lineare Gleichungen y 	 Ax � b beschreiben eine
n�dimensionale Mannigfaltigkeit� auf der die L
sung liegen mu�� Weitere Einschr�n�
kungen stellen n abschnittsweise de�nierte� aus je zwei Halbebenen bestehende Fl��
chen dar� die durch die Gleichungen xi 	 
 f�r yi � 
 und yi 	 
 f�r xi � 

beschrieben werden� Die Gr
�en xi und yi sind komplement�r�

Will man dieses Schema auf die L
sung der Kompressionsphase �bertragen� sieht
man� da� beim normalen Sto�gesetz die Impulse und Relativgeschwindigkeiten be�
reits komplement�re Form aufweisen� Das tangentiale Reibgesetz besteht zwar eben�
falls aus abschnittsweise de�nierten Ebenen� die jedoch noch nicht die Standardform
eines LCP haben� Es ist allerdings m
glich� den zweifach geknickten �Haken� in zwei
komplement�re Bedingungen aufzuspalten�

Das Vorgehen lehnt sich an �		� an� Die Aufspaltung greift dabei auf das Verfahren
zur�ck� wie es in ���� beschrieben ist� Im ersten Schritt f�hrt man dazu eine Koordi�
natentransformation durch� die alle tangentialen Sto�impulse so verschiebt� da� der
negative Ast des Reibgesetzes mit der �gTC�i�Achse zusammenf�llt� Die verschobenen
Impulse werden �TCV�i genannt�

�TCV�i 	 �TC�i � �i�NC�i �����

Diese Transformation wird in die Impulsbilanz ����� eingesetzt� die sich dann als
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anschreiben l��t� Die Matrizen � sind Diagonalmatrizen� deren Elemente die Reib�
koe�zienten �i der Sto�kontakte sind� Die Werte von � k
nnen von �gTA�i abh�ngig
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gemacht werden� wenn bei der vorliegenden Materialpaarung eine deutliche Relativ�
geschwindigkeitsabh�ngigkeit des Reibkoe�zienten vorliegt�

Ein wesentlicher Schritt ist es nun� die Reibkennlinie in den oberen rechten und den
unteren linken Ast aufzuteilen� wie es in Bild ��� dargestellt ist�

ΛTCV

Λ μΛTCD NC=2

gTC

g+

TC

g-

TC

ΛTCV
(+)

ΛTCV
(-)

+

-

Bild ���� Aufspaltung der Reibkennlinie in zwei einseitige Bin�
dungen

Die Geschwindigkeiten werden in ihren positiven Teil �g�TC�i � 
 und den negativen
Teil �g�TC�i � 
 aufgespaltet� wobei

�gTC�i 	 �g�TC�i � �g�TC�i ������

gilt� Die zugeh
rigen Tangentialimpulse werden wie folgt de�niert�

�
	�

TCV�i 	 �TCV�i ����	�

�
	�

TCV�i 	 ��TCV�i � ��i�NC�i ������

Nach dieser Aufspaltung hat man nun � Paare von komplement�ren Gr
�en� �gNC

und �NC wurden bereits oben erw�hnt� hinzugekommen sind �g�TC und �	�

TCV � sowie

�g�TC und �	�

TCV � Setzt man nun ������ und ������ in ������ ein� und f�gt ������ als

eigene Gleichung hinzu� erh�lt man

�
BB	

�gNC

�g�TC

�
	�

TCV



CCA

� �z 
y

	

�
BB	
GNN �GNT� GNT 


GTN �GTT� GTT E

�� �E 




CCA

� �z 
A

�
BB	
�NC

�
	�

TCV

�g�TC



CCA

� �z 
x

�

�
BB	

�gNA

�gTA





CCA

� �z 
b

������

als LCP in Standardform� da die Vektoren x und y jeweils die Paare der komple�
ment�ren Gr
�en enthalten� Nach der L
sung des LCP m�ssen die urspr�nglich
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gesuchten Gr
�en durch R�cktransformation gewonnen werden�

�gNC direkt enthalten

�gTC 	 �g�TC � �g�TC ������

�NC direkt enthalten

�TC 	 �
	�

TCV � ��NC ������

Alle diese Gr
�en werden auch f�r die Berechnung der Expansionsphase ben
tigt�
Mit Hilfe der Impulse ist es m
glich� die generalisierten Geschwindigkeiten

�qC 	 �qA �M���WN�NC �WT�TC� ������

des Systems am Ende der Kompressionsphase zu berechnen�

	�� Expansionsphase mit tangentialer Reversibili�
tt

Die Struktur der Berechnung der Expansionsphase ist der der Kompressionsphase
sehr �hnlich� Es werden die in die Sto�richtungen projizierten Impulsbilanzen �ber
alle K
rper sowie die Sto�gesetze ben
tigt�

Diese Gesetze sind jedoch f�r die Expansionsphase deutlich komplizierter als f�r
die Kompressionsphase� da die E�ekte der Verschiebung K
rperpunkt�Reibpunkt
allesamt in der Expansionsphase konzentriert auftreten�

����� Kinematik	 und Impulsgleichungen

W�hrend der Expansionsphase �ndet der �bergang der generalisierten Koordinaten
von �qC am Ende der Kompressionsphase nach �qE am Ende des Sto�es statt� was
durch die Impulsbilanz

M� �qE � �qC� 	WN�NE �WT�TE �����

dargestellt wird� Die in die Sto�richtung projizierte Kinematikgleichung ist ebenfalls
�quivalent zur Kompressionsphase und l��t sich als�

�gNE

�gTE

�
	

�
W T

N

W T
T

�
� �qE � �qC� �

�
�gNC

�gTC

�
������

anschreiben� Setzt man noch Gleichung ����� in ������ ein� erh�lt man die projizierte
Impulsgleichung�

�gNE

�gTE

�
	 G

�
�NE

�TE

�
�

�
�gNC

�gTC

�
���	��

f�r die Expansionsphase� Dieses Vorgehen ist bis auf Indexvertauschungen identisch
zur Kompressionsphase�
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����� Normales Sto�gesetz

Am Ende der Kompressionsphase ist die normale Relativgeschwindigkeit in allen
Kontakten entweder gleich null� oder es hat bereits in der Kompressionsphase ei�
ne Separation eingesetzt� Ein Kompressionsimpuls konnte nur wirken� wenn keine
Separation einsetzte�

Dabei wurde w�hrend der Kompressionsphase Arbeit geleistet� kinetische Energie
wurde durch die wirkenden Impulse umgewandelt� Aufgabe der Expansionsphase ist
es nun� je nach Art der Energieumwandlung� einen Impuls f�r das Wiederabheben
der K
rper zur Verf�gung zu stellen� oder ihn als dissipiert zu betrachten� In jedem
Fall mu� die Expansionsphase so gestaltet sein� da� ein weiteres Eindringen der
K
rper nach ihrem Ende verhindert wird�

Das Poisson sche Sto�gesetz� das hier verwendet werden soll� stellt eine Beziehung
zwischen den Impulsen w�hrend der Kompressionsphase und der Expansionsphase
her� die im Fall eines Einfachsto�es

�NE 	 �N�NC ���	��

lautet� F�r die Sto�zahl �N gilt immer 
 � �N � � und sie kann f�r jeden Sto�kon�
takt unterschiedlich sein� Eine Sto�zahl �N 	 
 entspricht einem plastischen Sto�
und �N 	 � einem sogenannten vollelastischen Sto� ohne lokalen Energieverlust�
Wei� man� da� bei einer Materialpaarung eine Abh�ngigkeit der Sto�zahl von den
Sto�bedingungen gegeben ist� kann �N 	 f� �gNA��NC� gew�hlt werden� wenn dabei
die Grenzen f�r �N eingehalten werden�

In der Natur treten immer Sto�zahlen kleiner als � auf� da bei jedem Sto� ein
Teil der Energie dissipiert wird� Ein sicheres Kennzeichen daf�r� da� St
�e immer
einen dissipativen Charakter haben ist die Tatsache� da� ein Sto� zumeist mit einer
Ger�uschentwicklung verbunden ist� Die diesem Schall innewohnende Energie mu�
den Sto�partnern entzogen werden�

Dieses Sto�gesetz in Normalenrichtung hat� wie schon in Abschnitt ��	 erw�hnt� den
Nachteil� da� es Eindringen der K
rper ineinander am Ende des Sto�es nicht aus�
schlie�t� Ein Beispiel daf�r wird in Abschnitt ��� erl�utert� Aus diesem Grund wird
das Gesetz um eine einseitige Bindungskomponente erweitert� Der Normalimpuls be�
tr�gt mindestens �N�NC � kann aber beliebig gro� werden� um die Impenetrabilit�t
der im Kontakt be�ndlichen K
rper zu gew�hrleisten� Da die zentrale Gleichung der
Expansionsphase die Impulsbilanz ist� besteht durch diese Ma�nahme keine Gefahr�
dadurch physikalisch unzul�ssige Bewegungszust�nde zu erreichen�

Bild ��� stellt die Expansionskennlinie dar� die diese Eigenschaften zusammenfa�t�
kommt es zum Abheben� wirkte der berechnete Expansionsimpuls� andernfalls kann
er beliebig gro� werden� um ein Eindringen der K
rper zu verhindern� Um diese
Bedingung als klassisches LCP formulieren zu k
nnen� mu� die Expansionskennlinie
in den Ursprung verschoben werden� Dazu wird eine Koordinatentransformation
durchgef�hrt� bei der die neue Koordinate

�NP�i 	 �NE�i � �N�i�NC�i ���		�
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ΛNE

ε ΛN NC

gNE

Bild ��
� Graphische Darstellung des normalen Sto�gesetzes f�r
die Expansionsphase mit komplement�rer Kennlinie

eingef�hrt wird� Diese Transformation ist immer eindeutig durchf�hrbar� da sowohl
die Sto�zahl �N � als auch der w�hrend der Kompressionsphase aufgetretene Impuls
�NC�i zu Beginn der Expansionsphase bekannt sind� Der transformierte Impuls und
die Abhebegeschwindigkeit ergeben das Paar

�gNE � 
� �NP � 
� �gTNE ��NP 	 
 �komponentenweise� ���	��

von komplement�ren Vektoren�

����� Tangentiales Sto�gesetz

Das tangentiale Sto�gesetz mu� zwei wesentliche physikalische E�ekte m
glichst kor�
rekt wiedergeben� Einerseits ist das Verhalten im Kontakt von der dort wirkenden
Reibung gepr�gt� andererseits wird auch hier die m
gliche tangentiale R�ckspeiche�
rung der Energie �ber den wirkenden Expansionsimpuls vorgenommen�

Hierbei handelt es sich um eine �Hintereinanderschaltung� von zwei Elementen� Der
K
rper ber�hrt im Reibungspunkt den Kontaktpartner� f�r diesen gilt das Cou�
lomb sche Reibgesetz auf Impulsebene� Die potentielle Energie ist in tangentialen
Verschiebungen in der Umgebung der Kontaktzone gespeichert und wirkt wie ein
dahintergeschaltetes zweites elastisches Kraftelement�

Das Sto�gesetz soll eine kompakte Formulierung f�r den Sto� von K
rpern in den
jeweiligen Kontaktpunkten darstellen� Das �Auseinanderfallen� dieser Punkte in den
Reibpunkt im Kontakt und den K
rperpunkt� auf den die Impulse wirken� tritt in der
Realit�t auf und kann in einem Sto�gesetz auf Impuls�Geschwindigkeitsebene nicht
direkt nachgebildet werden� An dieser Stelle sei noch einmal auf die Vor�berlegungen
in Abschnitt ��� verwiesen� Es ist jedoch m
glich die Folgen dieses Ph�nomens auf
einfache Weise im Sto�gesetz zu realisieren�

Prinzipiell mu� im Kontaktpunkt das Coulomb�Reibgesetz gelten� Das hei�t� der in
der Expansionsphase �bertragene Tangentialimpuls darf den mit dem Reibkoe�zi�
enten multiplizierten Normalimpuls nicht �berschreiten�
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Das R�ckspeichern des Tangentialimpulses soll folgendem Gesetz gehorchen�

�TE�i 	 �N�i �T�i�TC�i ���	��

Analog zum Gesetz ���	�� soll ein um einen Dissipationsfaktor verminderter An�
teil des Kompressionsimpulses in der Expansionsphase wirken� Dieser tangentiale
Faktor hei�t �T � kann in jeder Bindung im System unterschiedlich sein und es gilt
� analog zum normalen Koe�zienten � der Wertebereich 
 � �T � �� In diesem
Zusammenhang mu� jedoch noch eine wichtige Annahme gemacht werden� Der Ex�
pansionsimpuls in Normalenrichtung �NE ist in der Regel um den Faktor �N geringer
als der Kompressionsimpuls �NC �Gleichung ���	���� Aus diesem Grund wird auch
der tangentiale Expansionsimpuls �TE zus�tzlich um den Faktor �N verringert� Das
ist notwendig� da der Tangentialimpuls bei seiner Entfaltung �ber die Reibung im
Kontakt auf den Normalimpuls angewiesen ist� Diese Formulierung verhindert zu�
gleich� da� der reversible Impuls gr
�er als der maximal durch Reibung �bertragbare
Impuls wird� was sich durch die Ungleichungskette

�N �T j�TCj � �N j�TC j � �N ��NC � ��NE ���	��

zeigen l��t� Mit den jetzt zusammengetragenen Gleichungen l��t sich das Expansi�
onsgesetz wie folgt formulieren �unter der Annahme �TC � 
�� der Expansionsimpuls
betr�gt in jeder Bindung mindestens �N �T �TC �anteilige R�ckgabe der gespeicher�
ten Energie� und h
chstens ��NE �Erreichen der Haftgrenze�� Diese beiden Grenzen
werden durch die senkrechten "ste der Kennlinie in Bild ��� dargestellt�

μΛ ΛNE TER=

ΛTEL

ΛTED

Fall >0ΛTC

ΛTE

ε ε ΛN T TC

gTE

gTE0

Bild ���� Graphische Darstellung des tangentialen Sto�gesetzes
f�r die Expansionsphase mit komplement�rer Kennlinie

In der Arbeit von Glocker �		� wird f�r den Bereich zwischen diesen Impulsgrenzen
gefordert� da� die tangentiale Expansionsgeschwindigkeit �gTE in diesem Fall ver�
schwinden soll� was klassischer Coulomb�Reibung entspricht� Physikalisch erreicht
man diesen Zustand� wenn w�hrend der Kompressionsphase im Kontakt Gleiten
und zum Ende der Expansionsphase Haften herrscht�
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In Abschnitt ��� wurde gezeigt� da� dadurch wichtige E�ekte� die bei einem tan�
gentialreversiblen Sto� auftreten k
nnen� nicht erfa�t werden� Wurde w�hrend ei�
ner gleitenden Kompressionsphase das tangentiale reversible Element �vorgespannt��
kann es w�hrend der Expansionsphase bei haftendem Kontaktpunkt die reversible
R�ckspeicherung vornehmen� Da f�r die Berechnung des Gesamtsto�es die K
rper�
punktdynamik von Bedeutung ist und nicht das Verhalten des Reibpunktes� mu�
man hier eine Modi�kation durchf�hren� um diesen E�ekt im Sto�gesetz ber�cksich�
tigen zu k
nnen� Es wird die Geschwindigkeit �gTE� eingef�hrt� die der K
rperpunkt
in diesem Fall erhalten soll�

Man berechnet die Geschwindigkeit �gTE�� indem man zun�chst die Berechnung des
Tangentialanteils einer Expansionsphase durchf�hrt� bei der man die Impulse �NC

und �TC aus der Kompressionsphase verwendet� jedoch von Haften am Ende der
Kompressionsphase in den Kontakten ausgeht�

�gTE� 	 GTN�N �NC �GTT�N �T �TC ���	��

Die Matrizen �N und �T sind Diagonalmatrizen� die die Sto�zahlen jedes Kontaktes
als Diagonalelemente enthalten� Alle Gr
�en sind zu Beginn der Expansionsphase
bekannt� die Berechnung kann unmittelbar erfolgen�

Diese Berechnung basiert auf folgender Annahme� Wenn w�hrend der Expansions�
phase im Reibpunkt Haften auftritt� hat dies eine �hnliche Geschwindigkeits�nde�
rung am K
rper zur Folge� wie wenn schon am Ende der Kompressionsphase Haften
geherrscht h�tte� da auch w�hrend Gleitphasen bereits eine R�ckspeicherung aus
dem vorgespannten Tangentialelement statt�nden kann� Wie im Kapitel � gezeigt
wird� l��t sich diese Annahme gut mit Experimenten in Einklang bringen�

Nun sind die drei "ste des tangentialen Sto�gesetzes in Bild ��� erkl�rt� Als Bei�
spiel ist ein Fall gew�hlt� bei dem der tangentiale Kompressionsimpuls positiv
war� Der linke Ast der Kennlinie ist bis in den positiven Quadranten zum Wert
�TEL�i �Index L wegen �links�� verschoben� Der rechte Ast liegt an der Reibgren�
ze beim Wert �TER�i �Index R wegen �rechts��� Der Abstand beider "ste betr�gt
�TED�i 	 �i�NE�i � �N�i �T�i j�TC�ij� unabh�ngig vom Vorzeichen des Kompressions�
impulses� Erreicht der Expansionsimpuls keinen der beiden Extremwerte� mu� die
Expansionsgeschwindigkeit �gTE� betragen�

����� L�sung f�r die Expansionsphase

Ziel ist es� die Zust�nde am Ende des Sto�es zu berechnen� Als Eingangsgr
�en
stehen die Ergebnisse am Ende der Kompressionsphase � �gNC � �gTC � �NC und �TC�
sowie die Systemparameter �G und �i� zur Verf�gung� Neu hinzu kommen die Sto��
zahlen �N�i und �T�i in normaler und tangentialer Richtung� Gesucht sind die Impul�
se �NE und �TE� die letztlich ben
tigt werden� um mit Hilfe der Impulsgleichung
����� den Zustand der generalisierten Koordinaten am Sto�ende zu berechnen� Als
Ergebnis stehen auch die Relativgeschwindigkeiten in den Kontakten am Ende des
Sto�es � �gNE und �gTE� zur Verf�gung� die einerseits f�r das physikalische Verst�ndnis
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des Sto�es wichtig sind und andererseits als Indikatoren f�r den Bindungszustand
f�r die weitere Simulation des Mehrk
rpersystems nach dem Sto� ben
tigt werden�

Im folgenden wird erl�utert� wie die Gleichungen� die die Expansionsphase beschrei�
ben� zu einem l
sbaren LCP zusammengefa�t werden k
nnen� Wie in Abschnitt
��� erl�utert wurde� spielt die Fallunterscheidung� ob in einem Kontakt w�hrend
der Kompressionsphase ein positiver oder negativer Tangentialimpuls wirkte� eine
wesentliche Rolle� Um f�r die gesamte Phase eine geschlossene Darstellung in Matri�
zenform angeben zu k
nnen� wird die Fallunterscheidung in den Selektionsmatrizen
S� und S� vorgenommen� die wie folgt de�niert sind�

S� 	 diag
�
�

�
�� � sign��TC�i��

�
���	��

S� 	 diag
�
�

�
��� sign��TC�i��

�
���	�

Diese Matrizen sind abgewandelte Einheitsmatrizen� deren Diagonalelemente in Ab�
h�ngigkeit vom Vorzeichen von �TC�i entweder eins oder null betragen�

Wie bereits in der Kompressionsphase gezeigt� mu� durch geeignete Koordinaten�
transformationen

�TEV�i 	 �TE�i � �TEL�i ���	��

�gTEV�i 	 �gTE�i � �gTE��i ������

die Kennlinie mit ihrem �linken unteren� Knick in den Ursprung verschoben werden�
Die entsprechende Verschiebung der Normalkennlinie ist bereits in Gleichung ���		�
angegeben� Man setzt nun die Transformationen ���		�� ���	�� und ������ in die
Impulsgleichung ���	�� ein und erh�lt zwei Gleichungen

�gNE 	 GNN ��NP � �N�NC� �GNT ��TEV ��TEL� � �gNC ������

�gTEV 	 GTN ��NP � �N�NC� �GTT ��TEV ��TEL� � �gTC � �gTE� ����	�

in normaler und tangentialer Richtung� Setzt man noch die Bestimmungsgleichung
f�r �gTE� ���	�� in ����	� ein� erh�lt man f�r die Tangentialgleichung�

�gTEV 	 GTN�NP �GTT ��TEV ��TEL � �N�T�TC� � �gTC ������

Um endg�ltig zur LCP�Formulierung zu gelangen� mu� die Reibbindung noch in
zwei Einfachbindungen mit Hilfe der Gleichungen

�gTEV�i 	 �g�TEV�i � �g�TEV�i ������

�	�

TEV�i 	 �TEV�i ������

�
	�

TEV�i 	 ��TEV�i � �TED�i ������

aufgespaltet werden�
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Die komplement�ren Paare des Systems sind � �gNE��NP �� � �g�TEV ��
	�

TEV � sowie

��	�

TEV � �g

�
TEV �� Die Vektoren �TEL und �TED m�ssen mit Hilfe der Selektionsma�

trizen in Abh�ngigkeit von den Basisgr
�en dargestellt werden�

�TEL 	 S��N�T�TC � S
����NP � �N�NC� ������

�TED 	 ���NP � �N�NC�� �N�T j�TC j �����

Man setzt nun die Gleichungen ������� ������� ������ und ����� in ������ und
����	� ein� nimmt die Gleichungen ������ hinzu und fa�t diese in Matrix�Vektor�
Schreibweise zu

�
BB	

�gNE

�g�TEV

�
	�

TEV



CCA 	 A

�
BB	
�NP

�
	�

TEV

�g�TEV



CCA� b ������

zusammen� wobei die Matrix A und der Vektor b lauten�

A 	

�
BB	
GNN �GNTS

�� GNT 


GTN �GTTS
�� GTT E

� �E 




CCA ������

b 	

�
BB	
GNN�N�NC �GNTS

��N�T�TC �GNTS
���N�NC � �gNC

GTT �S
� �E��N�T�TC �GTTS

���N�NC � �gTC
��N�NC � �N�T j�TC j



CCA ������

Dieses LCP in Standardform kann gel
st werden� Die eigentlich gesuchten Gr
�en
m�ssen durch eine Serie von R�cktransformationen gewonnen werden�

�gNE direkt enthalten

�gTE 	 �g�TEV � �g�TEV � �gTE� ����	�

�NE 	 �NP � �N�NC ������

�TE 	 �
	�

TEV ��TEL 	 �

	�

TEV � S��N�T�TC � S

���NE ������

Die Relativgeschwindigkeiten am Sto�ende sind f�r die weitere Berechnung des Ge�
samtsystems nicht erforderlich� Mit Hilfe der w�hrend der Kompressions� und Ex�
pansionsphase wirkenden Impulse k
nnen die generalisierten Geschwindigkeiten

�qE 	 �qA �M���WN ��NC ��NE� �WT ��TC ��TE�� ������

am Ende des Sto�es aus denen zu Beginn des Sto�es berechnet werden�
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	�� Expansionsphase des reinen Reibsto�es

In diesem Abschnitt wird die Expansionsphase des reinen Reibsto�es vorgestellt�
Dieser ist bei einem zentralen Sto� identisch mit einem tangentialreversiblen Sto�
mit �T 	 
� was man als tangentialplastischen Sto� bezeichnet� Im Fall eines exzen�
trischen Sto�es k
nnen Unterschiede zwischen dem tangentialplastischen und dem
reinen Reibsto� auftreten� deren Voraussetzungen und Konsequenzen im Abschnitt
��� diskutiert werden�

Die Kompressionsphase ist f�r beide Sto�typen identisch� Auch die Expansions�
phasen haben gro�e "hnlichkeiten� Die Kinematik� und Impulsgleichungen und das
normale Sto�gesetz k
nnen aus den Abschnitten ����� und ����	 �bernommen wer�
den�

Das tangentiale Gesetz ist in diesem Fall das unmodi�zierte Coulomb�Gesetz� wie
es in Gleichung ���� f�r die Kompressionsphase verwendet wird� Die Koordinaten�
transformationen und die Aufspaltung der Kennlinie sind identisch zur Expansions�
phase in Abschnitt ������ Aus diesen Gr�nden wird hier sofort das LCP angegeben�
das die gesamte Expansionsphase beschreibt�

�
BB	

�gNE

�g�TE

�
	�

TE



CCA 	 A

�
BB	
�NP

�
	�

TEV

�g�TEV



CCA� b ������

Die Matrix A und der Vektor b lauten�

A 	

�
BB	
GNN �GNT� GNT 


GTN �GTT� GTT E

�� �E 




CCA ������

b 	

�
BB	
GNN�N�NC � �gNC

�gTC





CCA �����

Dieses LCP in Standardform kann gel
st werden� Die eigentlich gesuchten Gr
�en
m�ssen wiederum durch R�cktransformationen gewonnen werden�

�gNE direkt enthalten

�gTE 	 �g�TE � �g�TE ������

�NE 	 �NP � �N�NC ������

�TE 	 �
	�

TEV � ��NC ������

Mit Gleichung ������ k
nnen die generalisierten Geschwindigkeiten �qE am Ende des
Sto�es berechnet werden�
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	�� Klassi
kation von impulsmodellierten St��en

In Abschnitt 	�� wurde bereits die Klassi�zierung von St
�en angedeutet� Modelliert
man St
�e mit einem Impulssto�gesetz� kann man aus der Struktur der verwendeten
Gleichungen weitere Unterscheidungskriterien ableiten�

Existiert in einem System nur eine einseitige Bindung� oder sind beim Sto� einer
Bindung alle anderen ge
�net� spricht man von einem Einfachsto�� sonst von einem
Mehrfachsto�� F�r die weiteren Unterscheidungen betrachtet man die Struktur der
Massenwirkungsmatrix G�

Gilt f�r eine Gruppe von Sto�kontakten i� da� GNN�i�j 	 
� GTN�i�j 	 
 und
GTN�i�j 	 
 f�r alle Sto�kontakte j �	 i� das hei�t� die Nebendiagonalelemente von
G� die den Kontakt i mit dem Kontakt j wechselwirken lassen k
nnen� sind null�
nennt man diese eine entkoppelte Gruppe� Die entkoppelten Gruppen von Sto�kon�
takten beein�ussen sich untereinander nicht� Die weiteren Klassi�kationskriterien
lassen sich jeweils unabh�ngig voneinander auf die entkoppelten Gruppen anwen�
den� Jede Gruppe kann dabei andere Eigenschaften im Rahmen des folgenden Klas�
si�kationsschemas haben� Ist ein Sto� oder das Teilsystem innerhalb einer Gruppe
gekoppelt� kann man abh�ngig davon� welche Elemente von G besetzt sind� von
normal�� tangential� oder mischgekoppelten St
�en sprechen�

Gilt f�r eine Gruppe von Kontakten GNT 	 
 nennt man diesen Sto� verallgemei�
nert zentral� Diese De�nition wurde von Glocker in �		� angegeben� In der Arbeit
��� von Batlle wird daf�r der Begri� �balanced collision� eingef�hrt� Bei diesen
St
�en kann das Normalproblem unabh�ngig vom Tangentialproblem gel
st wer�
den� Ein mischgekoppelter Sto� ist immer exzentrisch� Das Beispiel in Abschnitt ���
zeigt� da� die klassische De�nition des zentralen Sto�es� die einen Sto� als zentral
bezeichnet� wenn die Sto�normalenrichtung durch den Schwerpunkt der sto�enden
K
rper verl�uft� bei Mehrfachst
�en mit Reibung nicht mehr tr�gt�

Hat die Matrix G des Sto�es vollen Rang� spricht man von unabh�ngigen Bindun�
gen� bei einem Rangabfall von abh�ngigen Bindungen� Sind in einem System mehr
Bindungen �ein Kontakt enth�lt zwei Bindungen� als Freiheitsgrade� kann G nie�
mals vollen Rang haben� Somit kann auch der Einfachsto� eines K
rpers mit einem
Freiheitsgrad bereits abh�ngige Bindungen enthalten�

Ein Sto� kann plastisch� teilelastisch oder elastisch sein� Bei der Betrachtung von
tangentialreversiblen St
�en kann dieses Kriterium sowohl auf die Normal� als auch
auf die Tangentialrichtung angewendet werden� Dabei gilt ein Sto� als plastisch�
wenn � 	 
� teilelastisch� wenn 
 � � � � und elastisch� wenn � 	 � ist� Bei einem
zentralen Einfachsto� garantiert � 	 � vollst�ndige Energieerhaltung� Dies ist bei
komplizierten St
�en nicht uneingeschr�nkt der Fall� Insbesondere in Tangential�
richtung gilt hier eine wichtige Einschr�nkung� Voraussetzung daf�r� da� der Sto�
elastisch und damit energieerhaltend ist� ist eine f�r Haften w�hrend des gesamten
Sto�es ausreichende Reibung im Kontakt� Ist dies nicht der Fall� kann trotz �T 	 �
eine erhebliche Energiemenge beim Sto� dissipiert werden �siehe Bild �����

Auch bei Mehrfach�Normalst
�en bildet ein �N 	 � keine Garantie f�r ein Abheben
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der K
rper am Ende des Sto�es� Betrachtet man den linken Teil von Bild ���� sieht
man� da� die K
rper trotz eines vorhandenen �N � 
 am Sto�ende in Kontakt
bleiben� was der Anschauung eines elastischen Sto�es widerspricht�

Bei einem Einfachsto� beschreiben die Begri�e plastisch� teilelastisch und elastisch
Sto�ph�nomene� die sich dann mit einem geeigneten Koe�zienten erfassen lassen�
Bei komplizierten Sto�ph�nomemen gilt diese Anschauung nicht mehr und� die Be�
gri�e sind nur noch an die Wertebereiche der Koe�zienten gebunden�

Als letztes Klassi�zierungskriterium kann der reine Reibsto� und der tangential�
elastische Sto� unterschieden werden� Beim zentralen Sto� ist der reine Reibsto�
identisch zum tangentialelastischen Sto� mit �T 	 
 und stellt somit nur einen Son�
derfall dar� Beim exzentrischen Sto� kann unter besonderen Bedingungen hier ein
Unterschied auftreten� der in Abschnitt ��� ausf�hrlich diskutiert wird�
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Kapitel �

Sonderf�lle und Beispiele

��� Der zentrale Einfachsto�

In diesem Abschnitt soll die Berechnung des zentralen Einfachsto�es auf Impulsebene
dargestellt werden� Dabei wird der Berechnungsgang� wie er in den Abschnitten ���
bis ��� erl�utert ist� auf diesen Spezialfall angewendet� Bei diesem einfachen System
k
nnen die LCPs �Gleichungen ������ und ������� durch Fallunterscheidungen gel
st
werden und eine geschlossene L
sung des Gesamtsystems� abh�ngig von nur einem
Parameter� angegeben werden�

Diese Sto�kon�guration erh�lt dadurch eine besondere Bedeutung� da� ein gro�er
Teil der Sto�versuche mit einem rotationssymmetrischen Wurfk
rper durchgef�hrt
wurde� was eine technische Realisation des zentralen Einfachsto�es darstellt� Die
Me�ergebnisse dieser Versuche werden in Abschnitt ��	 mit den theoretischen Er�
gebnissen in diesem Abschnitt verglichen�

Bei diesem Sto� gelte immer �gNA � 
 und �gTA � 
� Ersteres ist Voraussetzung
f�r das Auftreten eines Sto�es und die zweite Bedingung vereinfacht die Fallun�
terscheidungen� Am Ende wird gezeigt� da� bei �gTA � 
 symmetrische Ergebnisse
herauskommen�

Die Berechnung l��t sich �bersichtlicher gestalten� wenn man mit dimensionslosen
Gr
�en rechnet� Alle Geschwindigkeiten werden mit der negativen normalen Rela�
tivgeschwindigkeit normiert� Die neu entstehenden Gr
�en werden mit � und ent�
sprechenden Indizes bezeichnet� Eine Ausnahme stellt �TA� dar bei dem der Index
weggelassen wurde� da es als wichtigster freier Parameter sehr h�u�g in weiteren
Rechnungen und Bildern gebraucht wird�

� 	
�gTA
� �gNA

� �NC 	
�gNC

� �gNA
� �TC 	

�gTC
� �gNA

�

�NE 	
�gNE

� �gNA

� �TE 	
�gTE
� �gNA

� �TE� 	
�gTE�
� �gNA

�����

Aufgrund der Annahme �gTA � 
 gilt auch � � 
� Auch die Impulse werden in
dimensionslose Gr
�en umgewandelt� Dazu werden sie mit dem Element GNN der
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Massenwirkungsmatrix G multipliziert und ebenfalls durch die negative normale Re�
lativgeschwindigkeit dividiert� Da die Impulse bereits mit griechischen Buchstaben
bezeichnet sind� werden die dimensionslosen Gr
�en mit einem Stern� gekennzeich�
net�

��NC 	
GNN

� �gNA
�NC� ��TC 	

GNN

� �gNA
�TC

��NE 	
GNN

� �gNA

�NE� ��TE 	
GNN

� �gNA

�TE ���	�

Als weitere Gr
�e f�r die dimensionslose Darstellung wird noch das Verh�ltnis der
Elemente von G mit � 	 GTT�GNN eingef�hrt� Es gilt immer � � 
� da G in diesem
Fall positiv de�nit ist�

Kompressionsphase Im Fall des zentralen Sto�es lassen sich das Normal� und
das Tangentialproblem unabh�ngig voneinander l
sen� Aus Gleichung ����� werden
zwei unabh�ngige Gleichungen

�NC 	 ��NC � � �����

�TC 	 ���TC � �� �����

die zusammen mit dem normalen Kontaktgesetz aus Gleichung �����

�NC � 
� ��NC � 
� �NC�
�
NC 	 
 �����

und dem Reibgesetz

�TC 	

���
��
� 
 f�r ��TC 	 ���NC


 f�r ����NC � ��TC � ���NC

� 
 f�r ��TC 	 ����NC

�����

die Kompressionsphase beschreiben�

Die Gleichungen ����� und ����� lassen sich als zwei Kurven in der �NC���NC Ebene
interpretieren� die im linken Teil von Bild ��� dargestellt sind� Im rechten Teil sind die
Gleichungen ����� und ����� in der �TC���TC Ebene eingetragen� Die Impulsbilanzen
stellen jeweils Geraden mit positiver Steigung dar� deren ��Achsenabschnitt durch
die tangentialen Relativgeschwindigkeiten vor dem Sto� bestimmt wird� Die L
sung
f�r das Normalproblem l��t sich sofort mit

��NC 	 � und �NC 	 
 �����

ablesen� was auch der De�nition des Endes der Kompressionsphase entspricht�

Beim Tangentialproblem sind in Abh�ngigkeit von � drei L
sungsbereiche denkbar�
die den F�llen �Gleiten links�� �Gleiten rechts� und �Haften� entsprechen� Mit der
Einschr�nkung � � 
 bleiben zwei F�lle �brig�
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Bild 
��� Kompressionsphase des zentralen Einfachsto�es

Fall A� � � ��� �TC 	 
 ��TC 	 �
� Haften

Fall B� � � ��� �TC 	 � � �� ��TC 	 � Gleiten

Die Fallunterscheidung h�ngt nur von der normierten tangentialen Relativgeschwin�
digkeit � ab� Festzustellen ist� da� f�r den Impuls immer ��TC � 
 gilt�

Expansionsphase Das Normalproblem der Expansionsphase kann graphisch in
der �NE���NE�Ebene dargestellt �Bild ��	� und gel
st werden� Die erste Komponente
der Impulsgleichung ���	�� vereinfacht sich in der dimensionslosen Darstellung zu

�NE 	 ��NE � �NC ����

und das Sto�gesetz lautet�

�NE � 
� ���NE � �N�
�
NC� � 
� �NE��

�
NE � �N�

�
NC� 	 
 �����

Die Impulsbilanz stellt eine Gerade dar und das Sto�gesetz einen in den ersten Qua�
dranten verschobenen Haken� Die Gerade geht immer vom Ursprung aus� da am
Ende der Kompressionsphase �NC 	 
 gilt� Die Steigung der Geraden ist positiv�
daher mu� der Schnittpunkt immer im senkrechten Ast des Hakens liegen� Demzu�
folge gilt am Ende der Expansionsphase

�NE 	 �N und ��NE 	 �N 	 ������

Das Tangentialproblem der Expansionsphase ist entscheidend daf�r� da� tangenti�
alreversible E�ekte nachgebildet werden k
nnen� Die Impulsbilanz

�TE 	 ���TE � �TC ������
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Λ
∗
NE

ε ΛN NC
∗

γNE

1

1

Bild 
��� Expansionsphase des zentralen Einfachsto�es� Normal�
problem

stellt eine Gerade mit positiver Steigung in der �TE���TE Ebene dar �Bild ����� Das
Sto�gesetz setzt sich aus drei "sten zusammen� die sich wie folgt bestimmen� Da
der tangentiale Kompressionsimpuls bei den getro�enen Annahmen immer gr
�er
als null ist� gilt auch ��TE 	 �N�T�

�
TC � 
� Dies stellt den linken Ast des Hakens

dar� Der rechte Ast wird durch das Coulomb sche Reibgesetz bestimmt und liegt bei
��TE 	 ���NE 	 ��N � Die H
he des horizontalen Verbindungsastes �TE� wird mit
Gleichung ���	�� zu

�TE� 	 �N�T��
�
TC ����	�

berechnet� Damit liegen die drei Abschnitte der Sto�kennlinie fest� Die Impulsbilanz
ist eine Gerade mit der positiven Steigung � und dem ��Achsenabschnitt �TC � der
negativ ist� Abh�ngig von diesem Abschnitt� der die tangentiale Relativgeschwindig�
keit am Ende der Kompressionsphase repr�sentiert� kann die Gerade in einem der
drei Abschnitte die Kennlinie des Sto�gesetzes schneiden� Bei dieser Fallunterschei�
dung m�ssen auch die Zust�nde am Ende der Kompressionsphase mit einbezogen
werden�

Fall A� Am Ende der Kompressionsphase herrschte Haften �TC 	 
 und der Tan�
gentialimpuls betrug ��TC 	 ����� Damit ergibt sich �TE� 	 ��N�T�� Die Gerade
der Impulsgleichung� die im Fall A immer durch den Ursprung des �TE���TE Koordi�
natensystems geht� schneidet die Kennlinie damit genau in ihrem linken Knickpunkt�
Physikalisch kann man diesen Fall so interpretieren� da� w�hrend der Kompressions�
phase ein tangentialer Impuls gespeichert wird� der� da w�hrend des Sto�es Haften
herrscht� auch weitgehend wieder zur�ckgegeben werden kann�

Fall B� Am Ende der Kompressionsphase herrschte Gleiten� der Tangentialimpuls
betrug ��TC 	 �� Die H
he des horizontalen Abschnitts der Sto�kennlinie liegt damit
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Bild 
��� Expansionsphase des zentralen Einfachsto�es� Tangen�
tialproblem

bei

�TE� 	 �N�T�� ������

fest und ist nicht mehr von den Anfangsbedingungen abh�ngig� Man kann die Im�
pulsgerade nun nach unten verschieben� bis sie den rechten Knickpunkt der Sto��
kennlinie erreicht� Das ist genau dann der Fall� wenn �TC 	 ���N��T��� gilt� Bleibt
�TC oberhalb dieser Grenze� liegt Fall B� vor� und es gilt f�r den Expansionsimpuls
und die tangentiale Relativgeschwindigkeit�

�TE 	 �N�T�� ��TE 	 ���N�T � ���
�

�
������

Diesen Fall kann man sich so vorstellen� da� w�hrend der gleitend absolvierten Kom�
pressionsphase ein tangentialer Impuls gespeichert werden konnte� der� da in der
Expansionsphase Haften auftritt� trotzdem entspeichert werden kann�

Gilt �TC � ���N��T��� liegt Fall B	 vor und die Impulsgerade schneidet den reinen
Reibast der Expansionskennline� Es gilt

��TE 	 ��N � �TE 	 ���� � �N� � � ������

Bei dieser Sto�kon�guration herrscht w�hrend des gesamten Sto�es Gleiten� Die
Gleitgeschwindigkeit ist die urspr�ngliche Relativgeschwindigkeit� vermindert um
einen konstanten Term� Die Ergebnisse der Expansionsphase f�r die drei F�lle sind
in Tabelle ��� zusammengefa�t�
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Tabelle 
��� Das Tangentialproblem des zentralen Einfachsto�es

Kompressionsphase

Wert Fall A Grenze Fall B


 � � � ��� � 	 ��� � � ���

�TC 
 
 � � ��

��TC � �
�

� �

Expansionsphase� �grenz 	 ����� � �N � �N�T �

Fall B� Grenze Fall B	

� � �grenz � 	 �grenz � � �grenz

�TE ��N�T� ��N�T� ��N�T� ��N�T� ���� � �N� � �

��TE ��N�T
�
�

�N�T� ���N�T � ��� �
�

��N ��N

Gesamtsto�

��T ��� � �N�T �
�
�

�� � �N�T �� ��N�T �
�
�

���N � �� ���N � ��

Der Gesamtimpuls in Normalrichtung betr�gt gem�� den Gleichungen ����� und
������ ��N 	 � � �N � Das gesamte Verhalten dieses Sto�es ist ausschlie�lich von
der dimensionslosen Geschwindigkeit � und den Kontaktkoe�zienten �� �N und �T
abh�ngig� F�r positive Werte von � ergibt sich ein entsprechendes punktsymmetri�
sches Verhalten� In den Bildern ���� ��� und ��� sind Ergebniskurven f�r jeweils �
Parameters�tze� die in Tabelle ��	 aufgelistet sind� aufgetragen� � 	 �	� tritt bei
einer Kreisscheibe mit au�enliegender Masse auf�

Tabelle 
��� Untersuchte Beispiels�tze
Satz � � �N �T Typ

� 	�� ��� �� ��� ohne tang� Reversibilit�t
	 	�� ��� �� ��� mit geringer tang� Reversibilit�t ��hnl� Stahl�
� 	�� ��� �� �� �N 	 �T ��hnl� Gummi�
� 	�� ��� � � Grenzfall Energieerhaltung

In Bild ��� ist die tangentiale Relativgeschwindigkeit nach dem Sto� �TE �ber der
vor dem Sto� � dargestellt� Die Knicke in den Kurven stellen jeweils die Grenzen
der Bereiche �A� B�� und B	� dar� Sobald �T � 
 ist� entsteht in der N�he von
� 	 
� was einem Sto� mit kleiner tangentialer Relativgeschwindigkeit entspricht�
eine Umkehrung der Relativgeschwindigkeit� Ist die Relativgeschwindigkeit zu gro��
�berwiegen die Gleitphasen w�hrend des Sto�es und es kann keine Reversion mehr
auftreten� Mit der Steigung der Kennlinien in der N�he des Ursprungs l��t sich �T
gut identi�zieren �S�tze 	���� Bei Satz � verschwindet der Bereich des Falls B�� bei
Satz � sind die F�lle A und B� identisch und gehen knickfrei ineinander �ber�
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In Bild ��� sind die w�hrend des Sto�es wirkenden Tangentialimpulse aufgetragen�
Mit steigender Reversibilit�t �Satz ���� wird in der �bergangszone zunehmend mehr
Impuls �bertragen� Beim vollelastischen Sto� �Satz �� ist der �bertragene Impuls
immer gr
�er� da in der Expansionsphase ein gr
�erer Normalimpuls wirkt� der
mittels Reibung auch einen gr
�eren Tangentialimpuls zul��t�

Energiebilanz Die Di�erenz aus kinetischer Energie nach dem Sto� TE und vor
dem Sto� TA wird mit �T bezeichnet und l��t sich mit Sto�impulsen und Relativ�
geschwindigkeiten ausdr�cken�

�T 	 TE � TA 	
�

�
��
NGNN �

�

�
��
TGTT � �N �gNA � �T �gTA ������

Es wird die dimensionslose Energie �T � eingef�hrt� die zu folgendem Ausdruck
f�hrt�

�T � 	
�T �GNN

�g�NA

	
�

�
���N�

� �
�

�
����T �

� � ��N � ��T� ������

Zu zeigen ist� da� bei dem Sto� immer Energie dissipiert wird� Da die Normierung
von �T das Vorzeichen nicht �ndert� soll �T � � 
 abschnittsweise bewiesen werden�

Zun�chst sollen die beiden Komponenten von �T � betrachtet werden� die ��N ent�
halten� Es gilt

�

�
���N�

� � ��N 	
�

�
��� �N�

� � ��� �N� 	
�

�
���N � �� � 
 f�r �N � � �����

Diese Teile der Energiedi�erenz erf�llen die Dissipationsbedingung� Grenzfall ist mit
�N 	 � ein energieerhaltender Sto��

In tangentialer Richtung mu� noch der Term �T �T 	 �
�
����T �

� � ��T� fallweise un�
tersucht werden�

Fall A

�T �T 	 �
�

�

� � �N�T
�� �z 

��

����z
��

��� �N�T �� �z 
��

������

Die Teilterme sind alle gr
�er oder gleich null� Aufgrund des negativen Vorzeichens
entsteht dadurch ein Energieverlust� Im Fall von � 	 
 ist keine tangentiale Rela�
tivbewegung vorhanden� Entsprechend wird auch keine Energie dadurch dissipiert�

Fall B�

�T �T 	
�

��

�
���N�T��

� � ��
�

���	��

In diesem Fall gilt immer� da� � � ��� und somit auch �� � ����� Dadurch ist der
Klammerausdruck in Gleichung ���	�� immer � 
�
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Fall B�

�T �T 	 ��� � �N�
�
�

�
���� � �N� � �

�
���	��

Hier ist nicht auf den ersten Blick zu erkennen� da� dieser Ausdruck � 
 ist� L
st
man Gleichung ���	�� nach � auf und setzt �grenz aus Tabelle ��� ein� erh�lt man
die Ungleichung

�T �T
���N � ��

�
�

�
����N � �� � �����N � �� � ���N�T � ���		�

die sich zu

�T �T
���N � ��

� ��
�
�N�T �

�

�
��N � ��

�
���	��

umformen l��t� Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist f�r �N � � und
�T � � immer � 
�
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Bild 
�� Energiebilanz des zentralen Einfachsto�es

Damit ist f�r alle Bereiche von � gezeigt� da� durch den Sto� keine Energie hinzu�
gewonnen werden kann� In Bild ��� ist die Energiedi�erenz durch den Sto� f�r die
verschiedenen Beispieldatens�tze dargestellt�

In der N�he von � 	 
 wird die Energiebilanz nur durch den normalen Sto�koe�zi�
enten �N bestimmt� Bei zunehmender Relativgeschwindigkeit nimmt die Dissipation
durch Reibung zu� etwas vermindert bei gro�em �T �Satz ��� F�r Datensatz � ist der
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Sto� im Bereich des Haftens vollst�ndig energieerhaltend� Bei Verlassen des Haftbe�
reichs nimmt die Dissipation durch Reibung rasch zu� Bei reinem Gleiten w�hrend
des gesamten Sto�es unterscheiden sich die Energieverluste der verschiedenen Para�
meters�tze nur noch gering�

Eine wichtige Erkenntnis dieser Energiebetrachtung soll im folgenden erkl�rt wer�
den� Ein Sto� hat immer dissipativen Charakter� wenn am Ende der Expansions�
phase Haften vorliegt� das hei�t die Rollbedingung gegen�ber dem Sto�partner beim
Abheben erf�llt ist� Ausgenommen ist der triviale Fall� bei dem die Bedingung auch
zu Sto�beginn erf�llt war� Als Erl�uterung soll das Beispiel in Bild ��� dienen�

vvor

ΛN
ΛT

Bild 
��� Gedankenmodell f�r den Sto� mit �Nase�

Der Tangentialimpuls entsteht in diesem Gedankenmodell nicht durch Reibung� son�
dern durch einen �Normalsto�� an der Nase des K
rpers� Man hat es also mit zwei
unabh�ngigen Normalst
�en zu tun� Fordert man die Erf�llung der Rollbedingung
nach dem Sto�� mu� an der �Nase� in Tangentialrichtung ein plastischer Sto� statt�
�nden� der immer mit Dissipation verbunden ist�

Die Gr
�enordnung dieser Verluste kann man f�r ein typisches Beispiel aus dem
Bereich des Sportes absch�tzen� Ein Tennisball �Hohlkugel� �iegt zun�chst drallfrei
und st
�t mit einem An�ugwinkel von 	�� auf den Boden� Wenn der Sto� so abl�uft�
da� f�r die normale Sto�zahl �N���� gilt und in tangentialer Richtung nach dem Sto�
die Rollbedingung gilt� verliert der Ball insgesamt ca� ��% seiner kinetischen Energie�
Davon entfallen �% auf den Verlust in Normalrichtung durch die Sto�zahl �N � �
und ��% auf den E�ekt der Reibung im Kontakt�

��� Der exzentrische Einfachsto�

In diesem Abschnitt wird der exzentrische Einfachsto� detailliert dargestellt� In die�
sem Fall sind die Gleichungen in Normal� und Tangentialrichtung nicht entkoppelt�
Einfache Fallunterscheidungen wie im Abschnitt ��� sind hier nicht mehr m
glich�
Es kommt ein weiterer Parameter� der das Ma� der Exzentrizit�t kennzeichnet� ins
Spiel�

Zun�chst wird die Kompressionsphase f�r einen derartigen Sto� allgemein darge�
stellt� Danach wird f�r einen speziellen exzentrischen K
rper der gesamte Sto� be�
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rechnet�

����� Die allgemeine Kompressionsphase

Auch hier soll eine dimensionslose Darstellung gew�hlt werden� Zus�tzlich zu den in
den Gleichungen ����� und ���	� eingef�hrten Gr
�en wird noch �NT 	 GNT�GNN �
eingef�hrt� Diese Gr
�e charakterisiert das Ma� der Exzentrizit�t des Sto�es� Wenn
�NT 	 
 gilt� ist der Sto� zentral� Sie kann aber positives und negatives Vorzeichen
annehmen� was Fallunterscheidungen erheblich erschwert�

Die Kompressionsphase wird durch vier Gleichungen beschrieben� Zun�chst wird die
Impulsbilanz ��� dimensionslos gemacht und in Form zweier skalarer Gleichungen

�NC 	 ��NC � �NC�
�
TC � � ���	��

�TC 	 �NC�
�
NC � ���TC � �	 ���	��

f�r die normale und tangentiale Richtung dergestellt� Hinzu kommen die Kontakt�
gesetze in normaler und tangentialer Richtung gem�� den Gleichungen ����� �����
Die vier Unbekannten sind �NC� �TC � ��NC und ��TC�

Das normale Teilproblem kann man einfach l
sen� Angenommen� man be�ndet sich
im senkrechten Ast der Kennline �siehe Bild ��	� linker Teil�� gilt ��NC 	 
� Da
der Tangentialimpuls ��TC nur durch Reibung erzeugt werden kann� gilt somit auch
��TC 	 
� Damit verbleibt �NC 	 ��� was gleichbedeutend mit Eindringen w�re
und einen Widerspruch zum Kontaktgesetz ����� darstellt� Demnach mu� �NC 	 

gelten�

Somit verbleiben noch drei Unbekannte� f�r die die Impulsbilanzen und das tangen�
tiale Sto�gesetz zur L
sung zur Verf�gung stehen� Eine weitere Einschr�nkung stellt
die Beziehung ��NC � 
 aus dem normalen Sto�gesetz dar� In Bild �� ist der drei�
dimensionale Raum� der durch die verbliebenen Unbekannten �TC� ��NC und ��TC
aufgespannt wird� dargestellt� Die normale und die tangentiale Impulsbilanz stellen
jeweils Ebenen in diesem Raum dar�

� Die normale Impulsbilanzebene steht senkrecht im Bild� das hei�t� sie ist par�
allel zur �TC�Achse� Im Punkt P� schneidet sie bei ��TC 	 � die ��NC�Achse�
Die Steigung in ��NC�Richtung betr�gt �NT � Diese Ebene kann sich in Abh�n�
gigkeit von �NT um den Punkt P� in senkrechter Richtung drehen�

� Die tangentiale Impulsbilanzebene schneidet im Punkt P� die �TC�Achse beim
Wert �� Ihre Steigung in ��NC�Richtung betr�gt �NT und in ��TC�Richtung ��
In Abh�ngigkeit von der Anfangsbedingung � wird diese Ebene entlang der
�TC�Achse nach oben oder unten verschoben�

Die Ebenen sind nicht begrenzt und nur in der Zeichnung zur besseren Sichtbarkeit
jeweils auf ein endliches Fl�chenst�ck beschr�nkt�
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Schnittgerade S

tangentiale
Impulsbilanz

tangentiale
Impulsbilanz Reibfläche

normale
Impulsbilanz

normale
Impulsbilanz

1

1
1

1

ΓNT

ΓNT

Λ
∗
TC

Λ
∗
NC

γTC

γ
Γ

P1

P2

P

Coulomb -
Gesetz

μ

∩ ∩

Bild 
��� Raum der Unbekannten �NC � �TC und ��TC mit den
l
sungsbestimmenden Ebenen und Fl�chen
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Das Sto�gesetz wird durch eine zweifach geknickte Fl�che repr�sentiert� Die beiden
�u�eren Flanken sind jeweils parallel zur �TC�Achse� Die verbindende horizontale
Dreiecks��che liegt in der Ebene� die durch die ��NC� und ��TC�Achsen aufgespannt
wird� Diese Fl�che erweitert sich mit der Steigung � �Reibkoe�zient� in positive
��NC�Achsenrichtung� Die Fl�chen sind jeweils halbunendlich� sie erstrecken sich von
den Knicken� an denen sie tats�chlich begrenzt sind� unendlich weit� In der Zeichnung
sind die Fl�chen begrenzt dargestellt�

Der Schnittpunkt der beiden Ebenen mit der Sto�gesetz��che ist der L
sungspunkt
im ��TC � ��NC � ��TC��Raum� Zu untersuchen ist� ob in Anbetracht der Form der Reib�
��che eine eindeutige L
sung existiert� Dazu wird die Schnittgerade S der beiden
Ebenen betrachtet��

BB	
�TC
��NC

��TC



CCA
S

	

�
BB	

�� ��
NT

��NT

�



CCA��TC �

�
BB	

�NT � �

�






CCA ���	��

F�r diese Gerade gilt grunds�tzlich� da� mit einer Zunahme von ��TC auch �TC
ansteigt� da

��TC
���TC

	 �� ��
NT � 
 ���	��

die immer positive Determinante der positiv de�niten G�Matrix ist� Aus diesem
Grund schneidet die Gerade S die Sto�gesetz��che genau einmal� deshalb gibt es
eine eindeutige L
sung�

Die Lage des Schnittpunktes wird letztlich durch vier Parameter bestimmt� Die Rei�
bung � steht unabh�ngig von der Sto�kon�guration fest� � und �NT �ndern sich
durch die Lage des Schwerpunktes zum Sto�punkt im Sto�moment und spiegeln
damit den Grad der Exzentrizit�t wieder� Der Parameter � stellt die Tangentialge�
schwindigkeit vor dem Sto� dar�

Prinzipiell sind drei Lagen des Schnittpunktes denkbar� Er be�ndet sich in einer der
beiden senkrechten Flanken� was Gleiten am Ende der Kompressionsphase in die
eine oder andere Richtung bedeutet� oder der Schnittpunkt liegt im horizontalen
Bereich� was Haften anzeigt� Tendenziell verschiebt ein gro�es � den Schnittpunkt
in Richtung �TC � 
 und ��TC � 
� Dennoch ist auch eine Reibrichtungsumkehr
bereits in der Kompressionsphase denkbar�

Es w�re auch hier m
glich� analog zum Vorgehen in Abschnitt ���� eine Kaskade von
Fallunterscheidungen durchzuf�hren� Dies f�hrt jedoch zu unanschaulichen Ergeb�
nissen� Es ist sinnvoller� dieses Problem numerisch mit einem LCP zu l
sen� welches
ein strukturiertes Fallunterscheidungsschema enth�lt�

Die Expansionsphase ist noch komplizierter� da die Komplementarit�tsbedingung
des Normalgesetzes nicht sofort zu l
sen ist� und somit die L
sung im vierdimensio�
nalen Raum zu suchen ist� Dabei geht die Anschauung v
llig verloren� weshalb hier
auf eine allgemeine Darstellung verzichtet wird�
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����� Kontaktkinematik des speziellen Wurfk�rpers

Es wird ein K
rper gem�� Bild ��� betrachtet� Der K
rper sei beliebig geformt
�graue Linie�� Ein Teil der K
rperkontur ist ein Kreisbogen mit dem Radius R
�schwarze Linie�� an dem auch der Sto� statt�ndet� Sto�partner sei eine inertiale
Fl�che� Bezugspunkt ist der Schwerpunkt S� F�r ihn gelten die Koordinaten x� y
und  im Inertialsystem� Der Ortsvektor vom Schwerpunkt zum Mittelpunkt M
des Konturkreisbogens sei rSM � Dieser K
rper kann im Grenzfall eine Kreisscheibe
�rSM 	 
� oder einen K
rper mit einer Ecke �R 	 
� darstellen� Auch ein Stab
ist ein Spezialfall dieser K
rpergeometrie� Der Winkel  beschreibt die Verdrehung
zwischen dem k
rperfesten und dem inertialen Koordinatensystem�

S = P1

x

xK

ϕ

y

yK

s1

s2

n1

n2

t1

t2
rD

M

R

rSM

0 = P2

Bild 
��� Exzentrischer Wurfk
rper mit kreisbogenf
rmiger Kon�
taktzone

Ohne auf die Herleitung einzugehen� die im Abschnitt 	�� von �		� ausf�hrlich be�
schrieben ist� sollen gleich die normalen und tangentialen Abst�nde und Relativge�
schwindigkeiten

gN 	 rSM�x sin� rSM�y cos� y � R ���	�

gT 	 �rSM�x cos� rSM�y sin� x� R �  ���	��

�gN 	 � rSM�x cos� rSM�y sin� �� �y ������

�gT 	 ��rSM�x cos� rSM�y sin� �� �x� R � � ������

angegeben werden� Aus den Relativgeschwindigkeiten �Gleichung ������ und �������
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wird die Bindungsprojektionsmatrix

W T 	

�

 � rSM�x cos� rSM�y sin
�� 
 rSM�x sin� rSM�y cos�R

�
����	�

gewonnen�

Ohne Einschr�nkung der Allgemeinheit kann man das k
rperfeste Koordinatensy�
stem so w�hlen� da� rSM�y 	 
 und rSM�y 	 rSM gilt� Zus�tzlich wird eine neuer
Winkel � 	  � 
�� eingef�hrt� f�r den genau dann � 	 
 gilt� wenn der Schwer�
punkt �ber dem Sto�kontaktpunkt liegt� In diesem Fall handelt es sich um einen
zentralen Sto�� Die Bindungsprojektionsmatrix vereinfacht sich zu

W T 	

�

 � rSM sin�
�� 
 �rSM cos�� R

�
� ������

und mit der Massenmatrix M 	 diag�m�m� J� ergibt sich die projizierte Massen�
wirkungsmatrix

G 	
�

Jm

�
J � r�SMm��� cos� �� mrSM sin��R � rSM cos��

mrSM sin��R � rSM cos�� J �m�R � rSM cos���

�
	 ������

Man sieht� da� alle Elemente von G vom Auftre�winkel � abh�ngen� die Hauptdia�
gonalelemente GNN und GTT nur in zweiter Ordnung� die Nebendiagonalelemente
GNT in erster Ordnung� F�r � 	 
 verschwinden diese Elemente erwartungsgem���

����� Sto�verhalten des speziellen Wurfk�rpers

F�r die F�lle� die in Tabelle ��	 dargestellt sind� soll nun das Verhalten des exzen�
trischen Sto�es untersucht werden� Der Auftre�winkel betrage zun�chst � 	 ��
��
Dabei ergeben sich f�r den untersuchten Wurfk
rper abweichend zu Tabelle ��	
� 	 � und �NT 	 
	���

In Bild ���� ist analog zu Bild ��� die tangentiale Relativgeschwindigkeit nach dem
Sto� aufgetragen� Die S�tze ��� zeigen zunehmendes tangentialreversibles Verhalten�
Im Schnittpunkt dieser Kurven verhalten sich die St
�e gleich� Der Sto� verl�uft so�
da� kein tangentialer Impuls wirkt �Nulldurchgang aller Kurven in Bild ������ Das ist
genau dann der Fall wenn � 	 ��NT gilt� das hei�t� das Verh�ltnis der tangentialen
und normalen Relativgeschwindigkeit entspricht dem Verh�ltnis der Elemente der
Massenwirkungsmatrix�

Das in dieser Arbeit vorgestellte Sto�gesetz zeichnet sich dadurch aus� da� die Ef�
fekte in tangentialer Richtung auch das Verhalten des Sto�es in normaler Richtung
beein�ussen k
nnen� Voraussetzung daf�r ist� da� der Sto� exzentrisch ist� weil sonst
die Hauptrichtungen entkoppelt sind� In Bild ���	 ist die Abhebegeschwindigkeit
am Ende des Sto�es �ber der tangentialen Relativgeschwindigkeit aufgetragen� Bei
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Bild 
��	� Tangentiale Relativgeschwindigkeit des exzentrischen
Einfachsto�es
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Bild 
���� Tangentialimpuls des exzentrischen Einfachsto�es

gro�en Relativgeschwindigkeiten� die einem v
lligen Durchrutschen w�hrend des ge�
samten Sto�es entsprechen� �ndet keine Beein�ussung statt� Kommt es aber zum
Haften w�hrend des Sto�es� kann entweder eine Verringerung der Abhebegeschwin�
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Bild 
���� Normale Relativgeschwindigkeit des exzentrischen
Einfachsto�es
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Bild 
���� Normalimpuls des exzentrischen Einfachsto�es

digkeit statt�nden und im Gegenzug die Tangentialgeschwindigkeit erh
ht werden
�Bereich ca� ��	� � � � �
	��� oder umgekehrt aus der Tangentialbewegung Ener�
gie in die Normalbewegung umgelagert werden �Bereich ca� �
	�� � � � �	��� Der
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Grenzfall ist der oben beschriebene Fall � 	 ��NT � Bei entsprechenden Sto�kon�gu�
rationen ist es durchaus m
glich� da� die normale Abhebegeschwindigkeit gr
�er als
die Kollisionsgeschwindgkeit ist� so da� scheinbar ein kinematisch de�niertes �N � �
auftreten kann� Dies ist ein Hinweis darauf� da� derartige Sto�vorg�nge keinesfalls
mit dem Newton schen Sto�gesetz beschrieben werden k
nnen�

Ein interessanter Sonderfall ist in diesem Zusammenhang der sowohl in normale als
auch in tangentiale Richtung vollelastische Sto� ��N 	 �� �T 	 ��� Dieser durch Satz
� dargestellte Fall zeichnet sich dadurch aus� da� keine Umlagerung von Energie
zwischen den Sto�richtungen statt�ndet� Zur Umlagerung ist o�ensichtlich immer
Dissipation erforderlich�

Beim Blick auf Bild ���� f�llt auf� da� die Normalimpulse f�r die S�tze ��� identisch
sind� Der Normalimpuls w�rde im zentralen Fall ��N 	 � � �N betragen� Abh�ngig
von der tangentialen Relativgeschwindigkeit vor dem Sto� liegt der wirkende Impuls
entweder darunter oder dar�ber�

Bei allen diesen E�ekten stellt sich sofort die Frage� ob bei der Verwendung dieses
Sto�gesetzes der dissipative Charakter gewahrt bleibt� Aufschlu� dar�ber gibt Bild
����� in dem der w�hrend des Sto�es auftretende Energieverlust �T � dargestellt ist�
Die S�tze ��� sind schon alleine aufgrund �N � � immer dissipativ� Satz � zeigt�
analog zum zentralen Sto�� einen Bereich� in dem er vollst�ndig ohne Energiever�
lust abl�uft� Dieser ist im Gegensatz zum zentralen Sto� �vergleiche Bild ���� nicht
mehr symmetrisch bez�glich � 	 
� Bei gr
�eren Relativgeschwindigkeiten kommt
es immer zum Gleiten und damit zu reibungsbedingtem Energieverlust�
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Bild 
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� Energiebilanz des exzentrischen Einfachsto�es

Am Beispiel der tangentialen Relativgeschwindigkeiten soll der Ein�u� der Exzentri�
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zit�t dargestellt werden� In Bild ���� ist f�r einen Sto�� welcher Satz � entspricht� der
Winkel � variiert worden� Um den Fall des zentralen Sto�es � 	 
� gruppieren sich
punktsymmetrisch die exzentrischen St
�e mit � 	 	��� und � 	 	�
�� Interes�
santerweise geht die Reversibilit�t bei zunehmender Exzentrizit�t zur�ck� Dies liegt
daran� da� in dem Ma�e� wie der Sto� exzentrischer wird� weniger Normalimpuls auf�
gebracht werden kann� und dementsprechend auch eher Gleiten auftritt� Dies ist bei
Betrachtung des linken oberen Elements der Matrix G �Gleichung ����� erkennbar�
mit zunehmendem Betrag von � wird dieses Element kleiner� was bedeutet� da� die
zur Bewegungsumkehrung im Sto�punkt ben
tigten Impulse in Normalenrichtung
bei gleicher Sto�geschwindigkeit immer geringer werden�
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Bild 
���� Tangentiale Relativgeschwindigkeit des exzentrischen
Einfachsto�es bei verschiedenen Exzentrizit�ten

An dieser Stelle soll noch gekl�rt werden� in wieweit die Ergebnisse des Impulsmo�
dells mit denen des hybriden Sto�modells �bereinstimmen� Dazu wurde als Testbei�
spiel der Sto� des Wurfk
rpers� der f�r die exzentrischen Sto�versuche verwendet
wurde� mit beiden Sto�modellen berechnet�

Die Ergebnisse dieses Vergleichs sind in Bild ���� dargestellt� Als Vergleichsgr
�e
wurde die tangentiale Relativgeschwindigkeit am Ende des Sto�es �TE herausgegrif�
fen� weil sie das gesamte Verhalten des Sto�es in tangentialer Richtung gut zusam�
menfa�t und die Beschreibung dieser Ph�nomene letztlich Ziel dieser Arbeit ist�

Die Matrix G ist f�r beide F�lle identisch� Die Kontaktparameter lauten � 	

	�� �N 	 
	�� und �T 	 
	�� was den Eigenschaften des Gummiwurfk
rpers
entspricht� Die Stei�gkeits� und D�mpfungswerte f�r das Hybridmodell betra�
gen cN 	 �




 N$mm� cT 	 �



 N$mm� dN 	 �
 Ns$mm und dT 	 �
 Ns$mm�
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Das D�mpfungsgesetz ist so modi�ziert� da� der D�mpfungskoe�zient bis zu einem
Mindesteindringen linear ansteigt und erst dann den vorgegebenen Wert erreicht� Die
Stei�gkeiten wurden aus den Sto�messungen der Gummiwurfk
rper identi�ziert�
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Bild 
��� Vergleich des Hybridmodells mit dem Impulsmodell

Man erkennt eine weitgehende �bereinstimmung der Ergebnisse des hybriden Mo�
dells mit dem Impulsmodell� Die tangentiale Reversibilit�t wird von beiden Modellen
quasi identisch vorhergesagt� Auch das Einm�nden in die Geraden� die kontinuierli�
ches Durchrutschen w�hrend des Sto�es vorhersagen� ist richtig getro�en� Die kleinen
Unterschiede resultieren aus der Tatsache� da� durch das Abspalten einer Teilmasse
immer ein kleiner Modellfehler gemacht wird�

��	 Unterschied zwischen einem tangentialplasti�
schem und reinem Reibsto�

Wie schon in Abschnitt ��� angedeutet� kann bei exzentrischen St
�en ein Unter�
schied zwischen dem tangentialplastischen Sto� mit �T 	 
 und dem reinen Reibsto�
ohne jegliche Ber�cksichtigung tangentialreversibler E�ekte auftreten� In diesem Ab�
schnitt soll anhand eines einfachen Beispiels beide F�lle dargestellt werden� Am Ende
steht dann eine Bewertung� ob und wann dieser Unterschied wichtig sein kann�

Betrachtet werden soll eine senkrecht nach unten fallende homogene massenbehaf�
tete Scheibe �Masse M � Radius R�� an der am �u�eren Rand eine punktf
rmige
Zusatzmasse m angebracht ist� Die Scheibe f�llt ohne Rotation senkrecht nach un�
ten und hat im Moment des Sto�es die Geschwindigkeit v� in negative y�Richtung�
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Die Zusatzmasse steht dabei in der �u�ersten rechten Position� Um �bersichtlichere
Ergebnisse zu erhalten� gelte m 	 M��� Im Sto�punkt soll ausreichend Reibung
herrschen� um Haften zu gew�hrleisten� Der Sto�koe�zient in Normalenrichtung sei
�N � Die Gesamtkon�guration ist in Bild ���� dargestellt�

M

m

y x

ϕ

O

R

v0

Bild 
���� Kon�guration des Sto�es

Die generalisierten Koordinaten sind die Bewegung des Scheibenschwerpunktes in
x und y� Richtung� sowie die Verdrehung der Scheibe um diesen Punkt mit dem
Winkel � die im Vektor q 	 �x� y� �T zusammengefa�t sind� Zu Beginn des Sto�es
�Index A� gelte qA 	 �
� R� 
�T und �qA 	 �
��v�� 
�

T �

Die Massenmatrix M h�ngt von  ab und lautet f�r die angegebene Sto�kon�gura�
tion

M 	M
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BB	
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CCA	 ������

Mit der Jacobimatrix W kann die Massenwirkungsmatrix G berechnet werden�

W 	

�
B	 
 �

� 


 R



CA � G 	W TM��W 	

�

M

�
� ��

�� ��
�

�
������

Die Relativgeschwindigkeiten beim Sto�beginn lassen sich mit

�gA 	W T �qA 	

�
�v�



�
������

berechnen�
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Kompressionsphase� Am Ende der Kompressionsphase soll Haften herrschen�
Die dazu notwendigen Impulse �C lassen sich mit

�C 	 �G�� �gA 	 v�M

�
��
�
�
�

�
�����

berechnen� Damit dieser Zustand erreichbar ist� mu� ein Reibkoe�zient � � ��� im
Kontakt herrschen� was auch gegeben sein soll� Die Relativgeschwindigkeit am Ende
der Kompressionsphase lautet dann �gC 	 �
� 
�T �

Expansionsphase� tangentialplastisch� In diesem Fall gilt �T 	 
� Die Ge�
schwindigkeit �gTE� ergibt sich mit Gleichung ���	�� zu ������Nv�� Der tangentiale
Expansionsimpuls verschwindet und der Normalimpuls ergibt sich aus dem Poisson �
schen Gesetz zu�

�E 	 �NMv�

�
��
�




�
������

Die daraus resultierende Relativgeschwindigkeit am Ende des Sto�es

�gE 	 G�E 	 �Nv�

�
��
�

���
�

�
������

ist mit den Komplementarit�tsbedingungen kompatibel und damit korrekt� Die ge�
neralisierten Geschwindigkeiten am Ende des Sto�es lauten dann

�qE 	M��W ��C ��E� � �qA 	 v�

�
BB	

�


��
�
�N

������N
�R



CCA ������

Expansionsphase� reiner Reibsto�� In diesem Fall gilt gem�� dem Poisson �
schen Sto�gesetz f�r den normalen tangentialen Expansionsimpuls �NE 	 ��NC�
Der Tangentialimpuls ergibt sich aus der Forderung� da� auch in der Expansions�
phase Haften herrschen soll� Der Expansionsimpuls lautet damit

�E 	 �NMv�

�
��
�
��
�

�
� ����	�

wobei auch hier � � ��� gelten mu�� was bereits in der Kompressionsphase Voraus�
setzung war� F�r die Relativgeschwindigkeit am Sto�ende gilt�

�gE 	 G�E 	 �Nv�

�
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Die generalisierten Geschwindigkeiten am Ende des Sto�es lauten dann

�qE 	M��W ��C ��E� � �qA 	 v�
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Vergleich� Bei diesem Beispiel zeigt sich tats�chlich beim Vergleich der Endge�
schwindigkeiten �qE ein Unterschied zwischen dem tangentialplastischen und dem
reinen Reibsto�� Beim tangentialplastischen Sto� herrscht am Sto�ende eine tan�
gentiale Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt� was auch der Vorstellung eines
nachgiebigen aber dissipativen Elements entspricht� Beim reinen Reibsto� herrscht
Haften und somit auch keine Relativgeschwindigkeit� Diese Unterschiede erscheinen
bei diesem idealisierten Beispiel gr
�er� als sie in Realit�t ausgepr�gt sind� Folgende
Bedingungen m�ssen m
glichst gut erf�llt sein� um den Unterschied deutlich her�
vortreten zu lassen�

� Die Reibung mu� ausreichend gro� sein� Die Di�erenz wird umso deutlicher�
je gr
�er der Tangentialimpuls werden kann�

� Die Exzentrizit�t des Sto�es mu� m
glichst gro� sein� Bei einem zentralen Sto�
tritt dieser Unterschied �berhaupt nicht auf�

� Die Di�erenz zwischen �N und �T mu� gro� sein� Wird der Sto� sowohl in
Normal� als auch in Tangentialrichtung plastisch� verschwinden die Unterschie�
de beider Modelle�

Treten in einem System bei St
�en tangentialreversible E�ekte auf� was bei den
Experimenten �dargestellt in Abschnitt ��	��� sogar bei Stahl�Stahl Kontakt der Fall
war� mu� immer die tangentialreversible Formulierung gew�hlt werden� Wei� man
nicht� ob solche E�ekte auftreten� ist es zun�chst sinnvoller� die tangentialreversible
Formulierung zu verwenden und den tangentialen Sto�koe�zienten �T 	 
 zu setzen
und damit einen tangentialplastischen Sto� zu berechnen� Nur in Ausnahmef�llen�
in denen die obengenannten Bedingungen in besonderen Kombinationen auftreten
�ob es derartige Materialpaarungen �berhaupt gibt sei dahingestellt�� sollte man mit
einem reinen Reibsto� rechnen�

��� Anmerkung zum Energieerhalt

In den Arbeiten �		� und ���� wird ein Beweis vorgestellt� in dem gezeigt wird� da�
ein Sto�� der nach den auch hier in dieser Arbeit vorgestellten Gesetzen abl�uft�
immer dissipativ oder maximal konservativ ist� Dies ist eine unbedingte Vorausset�
zung f�r die Sinnhaftigkeit des Sto�gesetzes� In ���� wird erstmals ein wesentlicher
Fehler im Beweis aufgedeckt� Hier soll an einem einfachen System gezeigt werden�
da� der Fehler im Beweis nicht zwangsl�u�g bedeutet� da� ein Sto� tats�chlich mit
Energierh
hung verbunden ist�

Als Beispielsystem werden zwei senkrecht �bereinander sto�ende B�lle gew�hlt� die
in ���� im Abschnitt ��	� wenn auch nicht unter Energieaspekten� bereits diskutiert
werden� Das System hat zwei Freiheitsgrade q 	 �y�� y��

T � die die vertikale Bewe�
gung der beiden B�lle mit der identischen Masse m beschreiben� Zwischen den zwei
K
rpern sei die Sto�bindung 	� zwischen Masse � und Boden die Bindung � �siehe
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y1

y2 v0

Bindung  2

Bindung  1

Ball 1

Ball 2

Bild 
���� Normaler Mehrfachsto� von zwei B�llen

Bild ����� Massenmatrix M � Bindungsmatrix WN und die projizierte Massenwir�
kungsmatrix G haben damit folgende Gestalt�

M 	

�
m 



 m

�
� WN 	

�
� ��


 �

�
� G 	

�

m

�
� ��

�� �

�
������

Betrachtet wird nun der Fall� bei dem der obere Ball mit der Geschwindigkeit �q� 	
�v� auf den am Boden liegenden unteren auftri�t� Die kinetische Energie vor dem
Sto� betr�gt TA 	 �

�
mv���

Die Kompressionsphase ist ohne Fallunterscheidungen zu berechnen� Es gilt�
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�
mv�
mv�

�
������

In der Expansionsphase sind in Abh�ngigkeit von den Sto�zahlen �� und �� in den
beiden Kontakten drei F�lle zu unterscheiden�

�� Fall �� � �� und ��� � ���
Beide B�lle separieren voneinander und vom Boden
Expansionsimpuls�

�E 	 mv�

�
��
��

�
������

Relativgeschwindigkeiten nach dem Sto� �zugleich Bedingung f�r die Gren�
zen��

�gE 	 v�

�
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��� � ��

�
�����
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Generalisierte Geschwindigkeiten nach dem Sto��

�qE 	 v�

�
�� � ��
��

�
������

Kinetische Energie nach dem Sto��

TE 	 mv��

�
�

�
��� � ���� � ���

�
������

Die normierte Energiedi�erenz

TA � TE
TA

	 �� ��� � ����� � ���� 	 ��� ����� � ��� � ������� � ���������

kann nicht kleiner null werden� da der erste Klammerausdruck immer positiv
ist und beide Klammern des zweiten Summanden genau die Grenzbedingungen
darstellen und auch immer gr
�er oder gleich null sind�

	� Fall �� � ��� Der untere Ball bleibt am Boden liegen
Expansionsimpuls�
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Relativgeschwindigkeiten nach dem Sto��

�gE 	 v�
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Generalisierte Geschwindigkeiten nach dem Sto��

�qE 	 v�
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Kinetische Energie nach dem Sto��

TE 	
�

�
mv���

�
� ������

Die normierte Energiedi�erenz

TA � TE
TA

	 �� ��� ������

ist o�ensichtlich immer gr
�er als null�
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�� Fall ��� � ��� Beide B�lle heben gemeinsam ab�
Expansionsimpuls�

�E 	
�

�
mv�

�
���
��

�
������

Relativgeschwindigkeiten nach dem Sto��
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�

�
v�

�
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Generalisierte Geschwindigkeiten nach dem Sto��

�qE 	
�

�
v�

�
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��

�
������

Kinetische Energie nach dem Sto��

TE 	
�


mv���

�
� ������

Die normierte Energiedi�erenz

TA � TE
TA

	 ��
�

�
��� ������

ist auch hier o�ensichtlich immer gr
�er als null�

Zusammenfassend kann festgestellt werden� da� bei keiner denkbaren Sto�zahlkom�
bination eine Energieerh
hung erreicht wird� In Bild ���� ist die normierte Ener�
giedi�erenz �ber �� und �� f�r alle m
glichen Kombinationen der Sto�koe�zienten
aufgetragen�

Der �kritische� Punkt im oben angesprochenen Beweis ist die Matrix G� �G�� f�r
die gezeigt werden mu�� da� sie positiv de�nit ist� F�r das vorliegende Beispiel lautet
diese Matrix�

G� �G� 	
�

m

�
�� ��� ���� � �

���� � � �� ����

�
����	�

Die Hauptdiagonalelemente dieser Matrix sind immer positiv� die Determinante lau�
tet ��� ����� � ���� � ����

�
� � ����� �m und kann zum Beispiel f�r �� 	 � und �� 	 


negativ werden� Damit ist die geforderte Eigenschaft �Matrix positiv de�nit� nicht
mehr erf�llt� Die Determinante ist in Bild ��	� �ber �� und �� aufgetragen und zeigt
in zwei Ecken ausgepr�gte Bereiche mit negativen Werten�

Zusammenfassend l��t sich sagen� Ein Sto�� f�r den der Dissipationsbeweis aufgrund
seiner L�cke nicht gilt� verletzt deshalb nicht zwangsl�u�g die Bedingung� da� ein
Sto� dissipativ sein mu�� Zwischen dem Ende des Beweises und tats�chlicher Ener�
giezunahme gibt es o�ensichtlich noch einen Bereich� in dem sich St
�e ereignen
k
nnen� die zwar dissipativ sind� dies mit dem Beweis allerdings nicht zu zeigen ist�
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Bild 
���� Energiebilanz des Sto�es� Aufgetragen ist das Verh�lt�
nis der dissipierten Gesamtenergie �ber den Sto�koe�zienten ��
und ��
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Bild 
��	� Determinante der Matrix G� aufgetragen �ber den
Sto�koe�zienten �� und ��

��� Der Ein�u� gro�er Krfte

In diesem Abschnitt soll ein Sonderfall vorgestellt werden� der eine Grenze des Im�
pulssto�gesetzes aufzeigt und unterstreicht� da� bei der Auswahl des Sto�modells die
in Kapitel 	 jeweils dargestellten Grenzen immer zu beachten sind� Konkret ist die
Bedingung 	 auf Seite �� gemeint� die besagt� da� die sonstigen Kr�fte im System
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gegen�ber den Sto�kr�ften vernachl�ssigbar sind�

Das Testbeispiel besteht aus zwei Massen� die sich auf einer horizontalen Unterlage
bewegen k
nnen �Bild ��	��� Die rechte Masse m bewege sich� wie es durch die
Rollen angedeutet ist� reibungsfrei und sto�e mit v� gegen die linke Masse M die
mit dem Reibkoe�zienten � auf der Unterlage rutschen kann� Diese Masse werde
durch eine hinreichend gro�e Kraft F auf die Unterlage gedr�ckt� Im System sind
zwei einseitige Bindungen vorhanden� Die Bindung � sei der Sto�kontakt zwischen
beiden K
rpern und die Bindung 	 der Normalkontakt zwischen Masse M und der
Unterlage� Die Tangentiale�ekte in Bindung � k
nnen vernachl�ssigt werden� Das
System hat drei Freiheitsgrade� die Verschiebungen der Massen auf der Unterlage x�
und x�� sowie das Abheben der Masse M �Koordinate y�� Der dritte Freiheitsgrad
wird ben
tigt� um die Kontaktnormalkraft in der Bindung 	 zur aktiven Kraft zu
machen�

mM
μ

F

x1x2
y

Kontakt 1

Kontakt 2

Bild 
���� Sto�problem mit gro�en nicht�Sto�kr�ften

��
�� Behandlung mit dem Impulssto�gesetz

Zun�chst soll versucht werden� den Sto� mit Hilfe des Impulssto�gesetzes zu be�
schreiben� Dazu werden zun�chst die kinematischen Gr
�en ben
tigt� Die Bindungs�
matrizen WN � WT und W lauten�
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Mit M 	 diag�m�M�M� ergibt sich
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Wendet man die Sto�klassi�kation aus Abschnitt �� auf diese Matrix an� ist das
Sto�problem mehrfach� unabh�ngig� mischgekoppelt und exzentrisch�
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Die Anfangsgeschwindigkeit sei �qA 	 �v�� 
� 
�
T � die Relativgeschwindigkeiten betra�

gen dann �gNA 	 ��v�� 
�
T und �gTA 	 
� Die Impulsbilanz f�r die Kompressionsphase

lautet��
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Unter Ber�cksichtigung der normalen und tangentialen Sto�gesetze ergibt sich fol�
gende L
sung f�r die Relativgeschwindigkeiten und Kompressionsimpulse�
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m

M �m
v�

�T
� ������
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�

mM

M �m
v�� 
� 


�T
	 ������

Zu beachten ist hierbei� da� in der Bindung 	 kein Normalimpuls wirkt� und die
Reibung durch die Normalkraft F somit ohne Ein�u� ist� Der Bewegungszustand
am Ende der Kompressionsphase besteht darin� da� die beiden Massen sich mit einer
gemeinsamen Geschwindigkeit im Kontakt bewegen�

F�r die Expansionsphase gilt die gleiche Impulsgleichung wie f�r die Kompressions�
phase� Auch hier soll die L
sung sofort angegeben werden�
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Das Ergebnis kann wie folgt interpretiert werden� Die beiden K
rper bewegen sich
so voneinander weg� wie wenn ein zentraler Sto� ohne Reibung stattgefunden h�tte�
Die Normalkraft F taucht in keinem Term des Ergebnisses auf& Wenn diese Kraft
aber so gro� w�re� da� der K
rper M infolge der Reibungskr�fte auch w�hrend des
Sto�es nicht wegrutschen kann� w�rde ein v
llig anderes Ergebnis entstehen�

Dieses Problem kann ohne eine Absch�tzung der Kr�fte� die im Sto�kontakt auftre�
ten� nicht pr�zisiert werden� Dazu eignet sich zum Beispiel Gleichung �	����� Dabei
sind drei F�lle denkbar�

�� Ist die maximale Kontaktkraft deutlich gr
�er� als die maximal m
gliche Reib�
kraft �F � l�uft der Sto� zun�chst wie durch das Impulssto�gesetz beschrieben
ab und die Geschwindigkeit �x� verschwindet bei der weiteren Systemberech�
nung infolge der gro�en Reibkraft� Der sto�ende K
rper bewegt sich so� wie
oben berechnet�
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	� Ist die maximal auftretende Sto�kraft geringer als die Haftkraft des gesto�enen
K
rpers� bleibt dieser liegen und der Sto� l�uft ab� wie wenn der sto�ende
K
rper gegen die starre Umgebung sto�en w�rde�

�� Die Sto�kraft ist ungef�hr so gro� wie die Reibkraft� kommt es zu mehreren
Haft�Gleit��berg�ngen�

Dieser unter Umst�nden eklatante Unterschied soll mit folgendem Parametersatz
verdeutlicht werden� Beide K
rper sollen die Masse m haben und f�r die Sto�zahl
gelte �N�� 	 �� Bei der Berechnung mit dem Impulssto�modell gilt� da� unmittelbar
nach dem Sto� der sto�ende K
rper ruht und sich der gesto�ene mit v� bewegt�
Infolge der Reibung kommt er nach einem Weg x 	 mv�����F ebenfalls zur Ruhe�
Die kinetische Energie ist vollst�ndig dissipiert� Makroskopisch betrachtet ist ein
Vorgang abgelaufen� der einem plastischen Sto� sehr �hnlich ist�

Reicht die Haftkraft dazu aus� den gesto�enen K
rper am Losrutschen w�hrend des
Sto�es zu hindern� l�uft der Sto� ab� wie wenn der sto�ende K
rper mit einer iner�
tialen Wand kollidieren w�rde� Er wird sich nach dem Sto� mit der Geschwindigkeit
�v� wieder wegbewegen� Es �ndet ein komplett elastischer Sto� statt�

Da die Kontaktkraft w�hrend des Sto�es zwischen null und der Maximalkraft va�
riiert� wird die Haftkraft m
glicherweise nur w�hrend Teilphasen des Sto�es aus�
reichen um Losrutschen zu verhindern� Dadurch wird es zu einer Mischform der
beiden oben beschriebenen Extreme kommen� die durch Haft�Gleit��berg�nge ge�
kennzeichnet ist� Derartige Vorg�nge k
nnen mit dem hybriden Sto�modell erfa�t
werden�

��
�� Behandlung mit dem hybriden Sto�gesetz

Es wird das im vorigen Abschnitt vorgestellte System mit dem in Abschnitt 	��
vorgestellten hybriden Sto�modell behandelt� Dabei soll die prinzipielle Eignung
dieses Verfahrens dargestellt werden� ohne auf eine spezielle L
sung einzugehen� Das
System ist in Bild ��		 dargestellt� An den Kontakten ist jeweils eine Zusatzmasse mz

angebracht� die auf einer Seite mit je einer normal und tangential wirkenden Feder
mit einem K
rper verbunden ist und an ihrer anderen Seite einen Reibkontakt mit
dem anderen K
rper beziehungsweise der Umgebung hat� Beide K
rper sollen die
Masse m haben�

Das System hat zun�chst die gleichen Freiheitsgrade und Anfangsbedingungen� wie
in Abschnitt ������ q 	 �x�� x�� y�

T � qA 	 �
� 
� 
�T und �qA 	 �v�� 
� 
�
T � Beide Bin�

dungen haben eine Normal� und eine Tangentialkomponente� Die Bindungsmatrizen
lauten�
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mm

F

x1x2 cT1

cT2

y

Kontakt 1

Kontakt 2

cN2

cN1cN1

mz

mz

Bild 
���� Sto�problem� behandelt mit dem Hybridmodell

Die Massenmatrix ist mE� Damit lassen sich die Massenwirkungsmatrix G und der
Relativbewegungszustand �gA zu Sto�beginn angeben�
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Gem�� Gleichung �	�	�� wird der Vektor der �u�eren Kr�fte zum Zeitpunkt des
Sto�eintritts ben
tigt� der h� 	 �
� 
��F �T lautet� Der Vektor

y 	 �gN�� gN�� gT�� gT�� xN�� xN�� xT�� xT��
T ������

ist der Zustandsvektor der hybriden Bewegungsgleichung� der die Relativverschie�
bungen in den Kontakten und die Bewegungen der Zusatzmassen enth�lt� Bei die�
sem Beispiel mag es seltsam erscheinen ein System mit drei Freiheitsgraden f�r die
Sto�berechnung auf acht Freiheitsgrade zu erweitern� Das ist aber nur in diesem
Spezialfall so� H�tte das System beliebig viele Freiheitsgrade aber nur zwei Sto�kon�
takte wie in Bild ��		� w�re die Sto�modellierung immer noch genau die gleiche und
es erg�ben sich sogar deutlich weniger Freiheitsgrade als es das Gesamtsystem hat�

Mit den Bewegungsgleichungen der Zusatzmassen �	�		� und �	�	�� kann man die
Gesamtbewegungsgleichung des Hybridmodells gem�� Gleichung �	�	� anschreiben�
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Die Kraftgesetze sollen in diesem Fall rein linear�elastisch sein� Die Hinzunahme
von nichtlinearen Anteilen oder D�mpfungstermen l��t die folgenden Gleichungen
komplizierter werden� ohne an der prinzipiellen Aussage etwas zu �ndern�

FN� 	 cN��xN� � gN�� � FN�� ������
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FN� 	 cN��xN� � gN�� � FN�� ������

FT� 	 cT��xT� � gT�� ������

FT� 	 cT��xT� � gT�� �����

Man kann die Kraftgesetze in die Gleichung ������ einsetzen und erh�lt eine Glei�
chung vom Typ �y 	 Ay � b� wobei A eine � 
 ��Matrix ist� Auf die Darstellung
wird hier aus Platzgr�nden verzichtet�

Nun m�ssen die Anfangsbedingungen gem�� Tabelle 	�	 gefunden werden� Die Bin�
dung � zwischen den K
rpern ist vom Typ �neue Bindung�� somit gilt� xN�� 	 
�
�xN�� 	 �v�� xT�� 	 
� �xN�� 	 
 und FN�� 	 
� Die Bindung 	 zwischen dem K
rper
und der Unterlage ist eine �alte Bindung�� die zuvor haftete� Da die Bindung vor
Sto�beginn auch in Normalrichtung geschlossen war� gilt �N 	 F � Die Anfangsbe�
dingungen lauten� xN�� 	 
� �xN�� 	 
� xT�� 	 
� �xT�� 	 
 und FN�� 	 F � Unter
Ber�cksichtigung dieser Anfangsbedingungen stellt man fest� da� die Komponenten
gN�� gT�� xN� und gT� von y w�hrend des gesamten Sto�es gleich null sind und die
anderen Gr
�en nicht beein�ussen� Sie k
nnen folglich aus dem Gleichungssystem
������ gestrichen werden� Es verbleibt ein System mit vier Gleichungen�
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Dieses System kann nun analytisch gel
st oder integriert werden� wobei die Haft�
Gleit��berg�nge an der Bindung der Zusatzmasse 	 zum Untergrund mittels eines
Standardalgorithmus f�r Systeme mit einseitigen Bindungen gel
st werden k
nnen�
Die Gr
�e �T� ist dann� je nach Bindungszustand� entweder Zwangskraft oder aktive
Reibkraft� Die Normalkraft betr�gt konstant �N� 	 F � Der Sto� endet nach der Zeit
T � wenn �N� 	 
 gilt�

W�hrend der Simulation oder bei der analytischen Berechnung m�ssen die Kr�fte
in den Kraftelementen zwischen den K
rpern und den Zusatzmassen aufsummiert
werden und es m�ssen daraus die Sto�impulse gewonnen werden�

�N� 	

TZ
�

FN� dt� �N� 	

TZ
�

FN� dt 	 F � T �����

�T� 	

TZ
�

FT� dt 	 
� �T� 	

TZ
�

FT� dt �����

Will man nun Gleichung �	�	�� auswerten� ben
tigt man noch das Integral �ber h��
das sich� da h� w�hrend des Sto�es konstant sein soll� mit T �h� angeben l��t� Setzt



� 	 Sonderf�lle und Beispiele

man nun alle Gr
�en in die Gleichung �	�	�� ein� erh�lt man

�qE 	

�
BB	

v� �
�N�

m
��N���T�

m






CCA ���	�

Diese L
sung enth�lt nun alle Teill
sungen� die am Ende von Abschnitt ����� disku�
tiert wurden und kann beliebige Haft�Gleit��berg�nge w�hrend des Sto�es abbilden�
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Kapitel 	

Konstruktion der Wurfmaschine

Dieses Kapitel befa�t sich mit der Beschreibung des Versuchsger�tes� mit dem die
Sto�experimente durchgef�hrt wurden� Zun�chst wird die Art der durchzuf�hrenden
Versuche de�niert und ein Maschinenkonzept entwickelt� das in der Lage ist� diese
auszuf�hren� Im zweiten Abschnitt wird auf die technische Realisierung der Maschine
eingegangen� Eine gro�e Bedeutung f�r die Durchf�hrung hat die Steuerung und
Regelung der Maschine� die genauso wie die Me�� und Auswertetechnik in jeweils
eigenen Abschnitten beschrieben wird�

��� Anforderungspro
l

Ziel ist es� das theoretisch entwickelte Sto�gesetz anhand von Versuchen zu veri�zie�
ren� Dazu soll ein Sto� durchgef�hrt werden und mittels geeigneter Me�technik der
Bewegungszustand der Sto�partner unmittelbar vor und nach dem Sto� bestimmt
werden�


���� Grundstzliche Vor�berlegungen

Wie im Kapitel � dargestellt� bestimmen sich die im Sto�kontakt w�hrend des Sto�es
wirkenden Impulse letztlich aus den Relativgeschwindigkeiten der beteiligten K
rper
vor dem Sto�� F�r eine aussagekr�ftige Messung sind deshalb folgende Gr
�en zu
ermitteln�

� die Relativgeschwindigkeiten der beteiligten K
rper vor dem Sto�

� die Relativgeschwindigkeiten der beteiligten K
rper nach dem Sto�

� die w�hrend des Sto�es wirkenden Impulse

Die Impulse sind physikalische Gr
�en� die nur indirekt gewonnen werden k
nnen�
insbesondere da sie nur die Idealisierung eines w�hrend einer endlichen Zeit wir�
kenden Kraftverlaufes darstellen� Sind die Tr�gheitseigenschaften der Sto�partner
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bekannt� k
nnen die Impulse aus der absoluten Bewegungs�nderung der K
rper
w�hrend des Sto�es rekonstruiert werden�

Aus diesen Gr�nden erscheint es sinnvoll� als einen der beiden K
rper die inertialfeste
Umgebung zu verwenden� Unter dieser Bedingung kann man die Messungen von
Relativ� und Absolutbewegungen beider K
rper auf die Absolutbewegungsmessung
des bewegten K
rpers reduzieren�

Somit lassen sich die wesentlichen Anforderungen an das Versuchsger�t wie folgt
formulieren�

�� Das Ger�t mu� in der Lage sein� einen Versuchsk
rper in einen geeigneten
Bewegungszustand zu versetzen� der zu einem kontrollierten Sto� mit der Um�
gebung f�hrt�

	� Der Bewegungszustand dieses K
rpers unmittelbar vor und nach dem Sto� soll
me�bar sein�

Die konstruktive L
sung ist eine �Wurfmaschine�� die einen Probek
rper mit de��
nierten Anfangsbedingungen auf eine de�nierte Stelle der Umgebung wirft� Der dort
statt�ndende Sto� wird mit geeigneter Me�technik� die im Abschnitt ��� beschrieben
ist� ausgewertet�


���� Wurfk�rper

Ein besonderes Augenmerk dieser Arbeit liegt auf tangentialreversiblen Reibst
�
�en� Diese sollen auch experimentell nachvollzogen werden k
nnen� Besonders deut�
lich treten derartige St
�e auf� wenn einer der Sto�partner aus einem gummiartig�
elastischen Material besteht� in dem auch ein erhebliches Ma� an Energie in der
durch die Kontaktreibung induzierten Schubverformung gespeichert werden kann�
Da Gummib�lle einen typischen K
rper dieser Art darstellen� wurde die gesamte
Wurfmaschine so konzipiert� da� sie K
rper von einem Durchmesser von ca� � cm
werfen kann�

Grunds�tzlich sind alle in dieser Arbeit behandelten Sto�vorg�nge eben� Aus diesem
Grund ist es zweckm��ig� einen scheibenf
rmigen Wurfk
rper zu verwenden� Dies
bietet folgende Vorteile�

� Ein ebener K
rper mit zwei parallelen Fl�chen ist in der Wurfmaschine leicht
und de�niert aufzunehmen�

� Auf einer ebenen� zur Wurfebene parallelen Fl�che lassen sich gut geeignete
Markierungen anbringen� um den Bewegungszustand des K
rpers zu detektie�
ren�

� Ein scheibenf
rmiger Wurfk
rper l��t eine Taumel� oder Kippbewegung� was
immer zu einem Fehlversuch f�hrt� wesentlich leichter erkennen als eine Kugel�
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Bild ���� Der rotationssysmmetrische Wurfk
rper

Aufgrund dieser �berlegungen wurde die Geometrie des Wurfk
rpers wie auf Bild
��� dargestellt� festgelegt�

Es handelt sich um einen scheibenf
rmigen K
rper� der zwei planparallele Seiten�
��chen besitzt� Diese Fl�chen haben jeweils einen Absatz� von denen einer in der
Wurfmaschine formschl�ssig gef�hrt wird� Der Absatz auf der anderen Seite ist nur
aus Symmetriegr�nden gefertigt� Zwischen diesen Seiten��chen kann der Wurfk
rper
eine weitgehend frei w�hlbare Form haben� sofern ein von der Maschine vorgegebe�
ner Maximaldurchmesser nicht �berschritten wird� Bei �harten� Materialien �PVC�
Te�on� kann der gesamte K
rper einschlie�lich der F�hrungs��chen aus einem St�ck
gefertigt werden� Bei weichen Materialien ist es erforderlich� einen spulentr�gerf
r�
migen Grundk
rper zu fertigen� auf dem dann der Probek
rper aufgeklebt wird�
Allen Bauformen ist gemeinsam� da� die sto�ende Au�en��che ballig ausgef�hrt ist�
um ein Verkanten beim Sto� zu verhindern�

Bild ���� Aussehen des Wurfk
rpers f�r exzentrische Sto�versu�
che

F�r die Sto�versuche� bei denen ein exzentrischer Sto� durchgef�hrt werden soll�
wurde ein Wurfk
rper mit Dreiecksform entworfen �siehe Bild ��	�� Er besteht eben�
falls aus zwei planparallelen Scheiben und einem dazwischen angebrachten Sto�k
r�
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per� Die Scheiben sind so ausgef�hrt� da� sie an � um jeweils �	�� versetzten Punkten
Formschlu� in der Haltevorrichtung der Wurfmaschine erreichen� Dieser Wurfk
rper
ist ohne "nderungen an der Wurfmaschine vornehmen zu m�ssen� einsetzbar�

Insgesamt wurden f�nf verschiedene Wurfk
rper verwendet� In Bild ��� sind in der
oberen Reihe von links nach rechts die K
rper aus Te�on und PVC zu sehen� die aus
einem St�ck gefertigt sind� Rechts liegt der rotationssymmetrische Gummiwurfk
r�
per� bei dem ein Gummiring auf einem Spulenf
rmigen Aluminiumtr�ger aufgeklebt
ist� Dieser K
rper entspricht in seiner Bauform exakt Bild ���� In der zweiten Reihe
ist links der Stahlwurfk
rper zu sehen� der aus einem Stahlring besteht� der auf einen
PVC�Kern aufgeklebt ist� Rechts unten ist der exzentrische Gummiwurfk
rper zu
sehen� der aus einem Gummiteil und einem Aluminiumtr�ger besteht und in seinem
Aufbau genau Bild ��	 entspricht�

Bild ���� Foto aller verwendeten Wurfk
rper


���� Wirkprinzip� Gr��e und Leistung der Maschine

In diesem Abschnitt soll mit Hilfe der bisher beschriebenen �berlegungen das Anfor�
derungspro�l f�r die Wurfmaschine zusammengestellt und das Wirkprinzip erl�utert
werden�

Die Flugbahn des Wurfk
rpers soll durch Fotogra�eren ausgewertet werden� Pro
Flugbahnabschnitt sollen mehrere Aufnahmen gemacht werden k
nnen� Um dabei
die einzelnen Phasen der Bewegung eindeutig trennen zu k
nnen� ist bei einem Wurf�
k
rper mit ca� � cm Durchmesser eine Flugbahnl�nge von ca� �� cm notwendig� Auf
einer Strecke dieser L�nge erreicht ein frei fallender K
rper aufgrund der Schwerkraft
eine Geschwindigkeit von mehr als � m$s� Dies ist somit die Mindestgeschwindigkeit
f�r die Sto�versuche und gibt zugleich auch einen guten Anhaltswert f�r den Ge�
schwindigkeitsbereich� in dem Versuche �berhaupt durchgef�hrt werden k
nnen� Um




�� Anforderungspro�l �

eine gro�e Variationsbreite f�r die Experimente zu haben� wurde deshalb der Bereich
von � m$s � �� m$s als Auftre�geschwindigkeit mit beliebiger Richtung festgelegt�

Da insbesondere Reibst
�e untersucht werden sollen� ist die tangentiale Relativge�
schwindigkeit im Moment des Sto�es von entscheidender Bedeutung und soll beliebig
eingestellt werden k
nnen� Dies l��t sich durch einen de�nierten Drall� den der Wurf�
k
rper vor dem Sto� erh�lt� erreichen� Um zu gew�hrleisten� da� im Sto�moment
sogar eine der Flugrichtung entgegengesetzte Relativgeschwindigkeit im Sto�ort er�
reicht werden kann� ist es erforderlich� den Wurfk
rper auf eine m
glichst gro�e Um�
fangsgeschwindigkeit beschleunigen zu k
nnen� Bei einem Wurfk
rperdurchmesser
von ca� � cm wird eine Umfangsgeschwindigkeit von � m$s bei ca� �� U$s erreicht�
Dies entspricht zwar nicht der Forderung� die maximale Fluggeschwindigkeit aus�
gleichen zu k
nnen� eine Geschwindigkeit von mehr als ca� �� U$s erwies sich jedoch
als technisch nicht realisierbar� In der Tabelle ��� sind die wichtigen Anforderungen
an die Wurfmaschine zusammengefa�t�

Tabelle ���� Anforderungen an die Wurfmaschine
Anforderung Zahlenwert

Beschleunigen eines rotationssysmmetrischen K
rpers

Translationsgeschwindigkeit max� �� m$s

Rotationsgeschwindigkeit max� �� U$s

Wurfgeschwindigkeit stufenlos einstellbar

Wurfrichtung beliebig einstellbar �� � ���

Translations� und Rotationsgeschwindigkeit entkoppelbar

Abmessungen des Wurfk
rpers �� �

 �
 mm

Gewicht des Wurfk
rpers max� ��� g

St
rungsfreies Halten und Loslassen des Wurfk
rpers

Statischer und dynamischer Massenausgleich

Elektrischer Antrieb

Bedienung ohne Werkzeug

Versuchsablauf fernsteuerbar

Mit diesen Anforderungen wurde in �	�� eine Konzeptstudie durchgef�hrt und die
Maschine entworfen� Grunds�tzliches arbeitet die Maschine mit dem Wirkprinzip
einer Schleuder� wie es in Bild ��� dargestellt ist� Ein Arm h�lt an einem Ende
in einer geeigneten Haltevorrichtung den Wurfk
rper fest� Dieser Arm wird durch
einen Motor auf eine Drehzahl beschleunigt� bei der die Umfangsgeschwindigkeit der
gew�nschten Ab�uggeschwindigkeit entspricht� Bei einem geeigneten Abwurfwinkel
wird der Wurfk
rper ausgeklinkt und �iegt tangential weiter� Die Haltevorrichtung
mu� zugleich so bescha�en sein� da� der Wurfk
rper mit Hilfe eines zweiten unab�
h�ngigen Antriebs auf die gew�nschte Drallgeschwindigkeit gebracht werden kann�
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Bild ��
� Funktionsprinzip der Wurfmaschine

Dieses Prinzip hat zahlreiche Vorteile�

� Es werden nur rotatorische Bewegungen ben
tigt�

� Die Beschleunigung des K
rpers kann w�hrend einer l�ngeren Phase erfolgen�
die Folge ist ein geringerer Leistungsbedarf�

� Ein Massenausgleich ist m
glich�

� Die gew�nschte Auftre�geschwindigkeit kann ohne Verstellung mechanischer
Elemente rein durch die Steuerung erreicht werden�

� Es sind mit geringem Aufwand hohe Geschwindigkeiten erreichbar�

Ein wesentlicher Nachteil ist die Tatsache� da� die Sensorik und Aktorik des An�
triebs f�r die Drallbewegung des Wurfk
rpers und des Ausl
semechanismus sich auf
einem frei drehbaren Teil be�nden und eine Signal� und Energie�bertragung mittels
eines Schleifringes erfolgen mu�� Diese mitgef�hrte Systemeinheit hat dar�berhin�
aus den Nachteil eines hohen Gewichtes� das zusammen mit dem entsprechenden
Gegengewicht zu einem erheblichen Tr�gheitsmoment des Wurfarmes f�hrt� Dies
verursacht erhebliche Energiestr
me beim Beschleunigen und Bremsen� da im Inter�
esse der Betriebssicherheit und einer raschen Versuchsausf�hrung der Wurfarm nach
dem Abwurf aktiv gebremst werden mu��


���� Drallantrieb und Ausklinkmechanismus

Die Beschleunigung des Wurfk
rperschwerpunktes auf die gew�nschte Geschwindig�
keit ist durch den drehenden Hebelarm gew�hrleistet� Die Haltevorrichtung hat zwei
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wesentliche Aufgaben zu erf�llen� Erstens mu� der Wurfk
rper sicher festgehalten
und im exakt richtigen Moment freigegeben werden� und zweitens mu� er im Aus�
l
semoment die gew�nschte Winkelgeschwindigkeit und �lage haben�

Eine grunds�tzliche Anforderung an den Ausl
semechanismus besteht darin� da�
der Wurfk
rper quasi schlagartig ohne weitere Krafteinwirkung losgelassen werden
kann� Jede Kraft kann dazu f�hren� da� die Flugbahn von der gew�nschten abweicht
oder eine Taumelbewegung entsteht� die den Sto� und damit den gesamten Versuch
bis zur Unbrauchbarkeit verf�lscht�

������
������
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������
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������
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Bild ���� Schnitt durch die Drall� und Ausl
seeinheit

Durch das rotatorische Bewegungsprinzip wirken auf den Wurfk
rper erhebliche
Fliehkr�fte w�hrend der Beschleunigung ein� Aus diesem Grund ist ein kraftschl�s�
siges Festhalten ausgeschlossen� Es mu� ein Formschlu� herrschen� der im Moment
des Ausl
sens sehr schnell aufgehoben werden kann� Die konstruktive L
sung ist in
Bild ��� dargestellt� Der K
rper wird zwischen zwei drehbaren Platten �Zi�ern �
und � in Bild ���� festgehalten� von denen die eine �Zi�er �� eine kreisscheibenf
r�
mige Aussparung hat� in die eine der im Abschnitt ����	 beschriebenen Seiten��chen
formschl�ssig hineinpa�t� Im Moment des Ausl
sens wird diese Platte schnell zur�ck�
gezogen� Um das Ausschieben des Wurfk
rpers aus der Vertiefung zu verbessern und
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ein Kippen infolge von Reibung an der Kante zu vermeiden� ist in der Vertiefung
noch eine Druckplatte �Zi�er �� angebracht� die den Wurfk
rper mit Federkraft aus
der Vertiefung herausschiebt�

F�r das Zur�ckziehen der Platte stehen mehrere Wirkprinzipien zur Verf�gung� Hy�
draulisch und pneumatisch sollen � auch angesichts der Tatsache� da� diese Ener�
gieformen auf ein drehendes System �bertragen werden m��ten � von vornherein
ausgeschlossen werden� Ein rein mechanisches Ausl
sen ist ebenfalls nicht m
glich�
da es die Forderung eines frei fernsteuerbaren Versuchsablaufs nicht erf�llt� Insofern
verbleibt nur ein elektrisches Ausl
sen� Hierbei ist sicherlich eine direkte magnetische
Einwirkung den indirekten Verfahren wie zum Beispiel dem Ausl
sen durch Motoren
vorzuziehen� Bei den magnetischen Methoden stehen prinzipiell zwei Verfahren zur
Auswahl�

� Der Wurfk
rper wird durch Magnetkraft festgehalten und durch Abschalten
des Stromes und Zur�ckziehen durch vorgespannte Federn ausgel
st�

� Der Wurfk
rper wird durch Federkraft festgehalten und durch Magnetkraft
ausgel
st

Beide Konzepte haben ihre spezi�schen Vor� und Nachteile� Der wesentliche Vorteil
der erstgenannten Methode besteht darin� da� die zur Durchf�hrung der Ausl
se�
bewegung ben
tigte Energie bereits im System in Form von vorgespannten Federn
vorhanden ist und nicht erst durch Aufbau eines Magnetfeldes eingebracht werden
mu�� Dem steht der Nachteil mangelnder Sicherheit gegen�ber� f�llt der Magnet�
strom w�hrend der Beschleunigungsphase aus� l
st auch der Haltemechanismus aus�
und der Wurfk
rper verl��t die Wurfmaschine mit unkontrollierbarer Flugrichtung�

Das wesentliches Entscheidungskriterium ergibt sich aus der Art der Aufbringung
der ben
tigten Magnetkraft� Die Kraft einer Spule auf eine Gegenplatte nimmt bei
zunehmender Luftspaltgr
�e stark ab� Das bedeutet� da� ein Ausl
sesystem� bei dem
zum Ausl
sen die Magnetkraft aufgebaut werden mu�� ein so starkes Magnetfeld be�
n
tigt� da� es �ber den gesamten Luftspalt hinweg wirkt� Im anderen Fall gen�gt es�
die Gegenplatte mit dem wesentlich geringeren Magnetfeld bei einem Luftspalt mit
nahezu vernachl�ssigbarer Breite festzuhalten� und dieses Feld einfach abzuschalten�
Insofern wurde � trotz der angedeuteten Sicherheitsprobleme � die Variante �Fest�
halten mit Magnet� und Ausl
sen mit Federkraft� gew�hlt� Dazu ist in den Wurfarm
�Zi�er � in Bild ���� eine Ringspule �Zi�er �� eingebaut� die die Gegenplatte �Zi�er
�� gegen die Kraft der eingezeichneten Federn festhalten kann�

Der gew�nschte Drall wird dadurch erzeugt� da� sowohl die oben beschriebene Hal�
tescheibe als auch die gegen�berliegende Scheibe drehbar gelagert sind und letztere
dar�berhinaus durch einen Elektromotor angetrieben wird� Der Motor ist in Bild ���
nicht eingezeichnet� er treibt die Welle �Zi�er �� an� Die Drehbewegung wird reib�
schl�ssig auf den Wurfk
rper �bertragen� da ein Formschlu� an dieser Stelle beim
Ausl
sen zum Verhaken f�hren w�rde�

Die Funktion des Drall� und Auswurfmechanismus l��t sich wie folgt zusammenfas�
sen� Der Wurfk
rper wird w�hrend der Beschleunigungsphase in radialer Richtung
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formschl�ssig festgehalten� um ein Weg�iegen infolge der hohen Fliehkr�fte zu ver�
hindern� Das Halten geschieht magnetisch� Gleichzeitig wird er durch den drehbar
ausgef�hrten Haltemechanismus mit Hilfe eines Motors auf die gew�nschte Drallge�
schwindigkeit beschleunigt� Die Momenten�bertragung auf den Wurfk
rper erfolgt
hierbei reibschl�ssig� Im Moment des Ausl
sens wird der Magnet ausgeschaltet und
eine Halteplatte durch vorgespannte Federn zur�ckgezogen� Der Wurfk
rper kann
ungehindert zwischen zwei parallelen Platten tangential weg�iegen�

��� Realisation

Dieser Abschnitt beinhaltet in knapper Form die Konstruktion der Wurfmaschine
sowie die Beschreibung der Sensoren und Aktoren� die Erl�uterung der verwendeten
Elektronik�Hardware und die Steuerungsprogrammierung�


���� Gestell und Wurfarm

Der Radius von Wurfarmdrehachse zu Wurfk
rpermittelpunkt wurde zu 	�� mm ge�
w�hlt� Damit sind die generellen Abmessungen der Maschine festgelegt� Der gesamte
Wurfarm hat eine L�nge von ca� ��� mm� tr�gt am einen Ende die Abwurfeinheit
und am anderen Ende ein Gegengewicht� Die Abwurfeinheit mu� aufgrund des ma�
gnetischen Ausl
seprinzips zumindest teilweise aus Stahl ausgef�hrt sein� Dies ver�
ursacht eine gro�e exzentrische Masse� die durch ein entsprechendes Gegengewicht
ausgeglichen werden mu�� um einen ruhigen und gleichm��igen Lauf der Maschine
zu gew�hrleisten�

Das Gegengewicht besteht aus zwei Teilgewichten� die in zueinander senkrechten
Achsen unabh�ngig voneinander verstellbar sind� Beide Teile k
nnen zusammen in
radialer Richtung verschoben werden� um den Wurfarm statisch auszuwuchten� Die
zweite Teilmasse kann relativ dazu in axialer Richtung verstellt werden� um einen
dynamischen Massenausgleich herzustellen�

Der Arm kann nur f�r den Betriebszustand vor oder nach dem Abwurf ausgewuchtet
werden� Die zus�tzliche Masse des Wurfk
rpers� die beim Abwurf verloren geht� kann
nicht kompensiert werden� Da der Hochlauf der Maschine bis zum Abwurf der Teil
des Bewegungsablaufs ist� bei dem es auf h
here Pr�zision und Ruhe ankommt� wird
die Maschine immer f�r den Zustand mit eingelegtem Wurfk
rper ausgewuchtet� Das
Bremsen nach dem Abwurf erfolgt notgedrungen etwas unwuchtig�

Um unkontrollierte Bewegungen infolge der Unwucht der Wurfmaschine zu verhin�
dern� steht die Maschine auf einer schweren Grundplatte� Auf dieser Platte sind
zwei seitliche St�tzw�nde befestigt� die die Lager f�r die Hauptachse des Wurfarmes
tragen� Der Antrieb erfolgt mittels eines Gleichstrommotors mit einer Nennleistung
von �� W� Um den gew�nschten Drehzahlbereich zu erreichen� ist der Motor mit ei�
nem fest ange�anschten Planetengetriebe mit der Untersetzung i'��� versehen� Die
Getriebewelle treibt direkt die Hauptachse an� Um die Drehgeschwindigkeit� und
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Bild ��� �bersichtszeichnung der gesamten Wurfmaschine

Lage des Hauptantriebs messen zu k
nnen� ist am Ende der Welle ein inkrementaler
Drehgeber angebracht� In Bild ��� ist die Gesamtmaschine dargestellt�


���� Drallantrieb

Die Funktionsweise des Drallantriebs ist in Abschnitt ����� bereits erl�utert worden�
Die konstruktive Umsetzung wird durch einige Randbedingungen beein�u�t und
eingeschr�nkt�

� Das Gewicht der Drall$Ausl
seeinheit soll beschr�nkt bleiben� um die Anfor�
derungen an den Hauptantrieb begrenzen zu k
nnen�

� Der Bauraum soll m
glichst klein sein� um den Wurfarm kurz und den Abstand
der St�tzen der Wurfarmachse gering halten zu k
nnen�

� Die elektrische Leistung mu� mit einem Schleifring auf den Wurfarm �bertra�
gen werden� Dieser begrenzt den maximal zur Verf�gung stehenden Strom und
kann die Signalqualit�t von Sensorsignalen negativ beein�ussen�
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Die Auswahl des Motors f�r den Drallantrieb ist f�r die gesamte Gestaltung der
Abwurfeinheit von wesentlicher Bedeutung� Er mu� die Anforderungen hoher Lei�
stung� geringen Gewichtes und geringen Bauraums in sich vereinigen� In Anbetracht
dieser W�nsche wurde einen Gleichstrommotor ohne Getriebe zum direkten Antrieb
des Wurfk
rpers gew�hlt� Diese Ma�nahme erm
glicht� den f�r ein Getriebe nicht
mehr notwendigen Bauraum dem Motor zuzuschlagen und einen etwas gr
�eren�
leistungsst�rkeren und in seinem Drehzahlbereich der Aufgabe besser angepa�ten
Motor zu verwenden� Um Bauraum zu sparen� ist die Antriebsplatte� die am Wurf�
k
rper anliegt� dem Motor ��bergest�lpt�� Die Baul�nge der Antriebsseite entspricht
somit genau der L�nge des Antriebsmotors�

Der Ausl
semechanismus mu� unter den genannten Randbedingungen m
glichst
schnell ausl
sen k
nnen� Diesem Ziel mu� man sich mit zwei� sich einander zum Teil
widersprechenden Ma�nahmen ann�hern� Einerseits mu� die Vorspannung der Fe�
dern m
glichst hoch und andererseits das Magnetfeld in der Spule m
glichst schnell
abbaubar sein� In der Spule� die eine erhebliche Induktivit�t darstellt� wird w�h�
rend der Haltephase magnetische Feldenergie gespeichert� Diese mu� schnellstm
g�
lich abgef�hrt werden� um ein langes �Nachhalten� der Magnetspule zu verhindern�
Ein einfaches !�nen des Stromkreises mit sofortiger Unterbrechung des Strom�us�
ses kommt nicht in Frage� da an den o�enen Enden aufgrund der Selbstinduktion
der Spule Spannungen entstehen w�rden� die die Zerst
rung der Halbleiterschaltele�
mente zur Folge h�tten� Daraus ergibt sich� da� eine gewisse Mindestnachhaltezeit
unvermeidlich ist� die in jedem Fall mit der Gr
�e der Spuleninduktivit�t ansteigt�

Andererseits hat eine Spule� die eine starke Haltekraft zwecks hoher Vorspannung
der Federn haben soll� immer auch eine gr
�ere Induktivit�t� Weitere Grenzen dieser
Auslegung sind der Bauraum f�r die Spule� die Versorgungsspannung� der �ber den
Schleifring �bertragbare Strom und die zul�ssige Stromdichte im Spulendraht�

Der magnetische Kreis der Spule mu� mit ferromagnetischen Stahlteilen geschlossen
werden� Diese m�ssen einen Mindestquerschnitt haben� um den magnetischen Flu�
der Spule in entsprechende Haltekraft umsetzen zu k
nnen� was jedoch das Gewicht
der Abwurfeinheit erh
ht und den Spulenbauraum verringert�

Nachdem mittels einer Absch�tzung die groben Bauma�e der Magneteinheit festge�
legt wurden� wurde eine zweistu�ge Optimierung durchgef�hrt�

�� Unter der Randbedingung eines vorgegebenen Bauraumes wurde das Verh�lt�
nis von Spulenquerschnitts��che zu durch�utetem Stahl mit dem G�tefunk�
tional der maximalen Haltekraft optimiert�

	� Drahtst�rke� Windungszahl und verwendeter Vorwiderstand wurden mit dem
Ziel des schnellstm
glichen Ausl
sens optimiert�

Die Einf�hrung eines kleinen Luftspaltes im geschlossenen Zustand konnte ebenfalls
dazu beitragen� die Ausl
sezeit weiter zu vermindern� Der erste Optimierungsschritt
wurde in der Entwurfsphase der Maschine durchgef�hrt� Der zweite Schritt und
die Einf�hrung des Luftspaltes wurden erst nach der Fertigstellung der Maschine
durchgef�hrt und brachten Verbesserungen� die in Tabelle ��	 aufgelistet sind�
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Tabelle ���� Verbesserung der Ausl
sezeit
Zustand Ausl�sezeit

vor Optimierung ��� ms

mit Luftspalt � ms

nach Spulenoptimierung �� ms

Die in Tabelle ��	 dargestellten Ausl
severz
gerungen stellen nur Mittelwerte dar�
Die Streuung dieser Werte� die die Ursache f�r falsche Wurfbahnen darstellt� lie�
sich durch die Reduktion der absoluten Verz
gerung ebenfalls drastisch reduzieren�
Sie liegt nach Abschlu� aller Optimierungen bei ca� 	� ms und damit in der Gr
�
�enordnung des Reglertaktes des Steurrechners des Versuchs �siehe Abschnitt ��	����

Die Messung von Drehgeschwindigkeit und Lage wird beim Drallantrieb durch einen
inkrementalen Drehgeber realisiert� der direkt an den Antriebsmotor ange�anscht
ist�

Zur Signal� und Leistungs�bertragung vom Gestell auf den Wurfarm steht ein ���
poliger Schleifring zur Verf�gung� an dem die folgenden Signale anliegen�

� Motorstrom �	 Leiterbahnen�

� Magnetstrom �	
	 Bahnen� Gefahr der �berlastung einer Schleifbahn�

� Drehgebersignale ��
	 Bahnen� zur sicheren Signal�bertragung�


���� Elektronische Komponenten

Um einen frei programmierbaren Versuchsablauf zu gew�hrleisten� wurde die Steuer�
ung des gesamten Versuchs auf Basis eines Standard�PC realisiert� Dieser ist jedoch
weder in der Lage� die Signale der inkrementalen Drehgeber unmittelbar zu verwer�
ten� noch Leistungssignale� wie sie zur Ansteuerung der Motoren und des Magnets
erforderlich sind� zu liefern� Deshalb war es erforderlich� elektronische Komponen�
ten zu entwerfen� die zwischen Maschine und PC angeordnet werden� Die Aufgaben
dieses �Interface� sind in der Tabelle ��� zusammengefa�t�

Die Sensoren sind handels�bliche inkrementale Drehgeber� Die Elektronik hat die
Aufgabe� die rohen Sensorsignale einzulesen und sowohl die Drehlage als auch die
Geschwindigkeit in computerlesbare Daten umzuwandeln� Die Vierfachauswertung
der Drehgeber f�hrt zu einer Winkelinformation mit ��� Schritten der Drallachse
und mit ���� Schritten der Hauptachse� Um diese Information zum Rechner zu �ber�
tragen� werden diese Werte in die unteren �	 Bit eines ���Bit Registers gespeichert�
In den verbleibenden � Bit wird die Drehrichtungsinformation abgelegt�

Die Geschwindigkeitsmessung geschieht dergestalt� da� die Impulse eines hochfre�
quenten Oszillators gez�hlt werden� die in der Zeit zwischen der Passage zweier
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Tabelle ���� Anforderungen an die elektronischen Komponenten
Anforderung Zahlenwert

Sensorik

Einlesen Encoder Hauptantrieb ��� Striche

Einlesen Encoder Drallantrieb ��� Striche

Aktoren

Strom Hauptantrieb 	� V� � A� PWM mit 		�� Schritten

Strom Drallantrieb �	 V� � A� PWM mit 		�� Schritten

Strom Magnet �	 V� ��� A� an�aus mit schneller Entregung

Kameraverschlu� !�nen$Schlie�en mit Relais

Stroboskopausl
sung

Versorgung des Blitzsensors

Encoderstriche statt�nden� Der Kehrwert dieses Z�hlergebnisses ist das Ma� f�r die
Drehgeschwindigkeit� Da der Z�hler durch ein ���Bit Register realisiert ist� tritt bei
sehr langsamen Drehgeschwindigkeiten ein �berlauf des Z�hlers ein� und eine Mes�
sung ist nicht mehr m
glich� Bei hohen Drehgeschwindigkeiten ist die Anzahl der
Pulse zwischen zwei Strichpassagen nur noch gering� was die Ergebnisgenauigkeit
zunehmend schm�lert� Diese beiden Grenzen k
nnen jedoch mit der Wahl der Z�hl�
frequenz so eingestellt werden� da� im relevanten Drehzahlbereich immer sinnvolle
Messungen m
glich sind� Das Z�hlergebnis im Register kann der Steuerrechner in ein
���Bit Register einlesen� Die Umrechnung von Z�hlstrichen in die tats�chliche Win�
kelstellung und die Berechnung der Geschwindigkeit aus dem Z�hlerstand geschieht
durch die Steuerungssoftware�

Die Leistungssteuerung der Motoren wird mittels der Pulsweitenmodulation �PWM�
durchgef�hrt� Diese hat neben der vollen Linearit�t und der verlustfreien Leistungs�
dosierung den Vorteil� da� Logiksignale bis an die Gates der Leistungstransistoren
gef�hrt werden k
nnen� Jeder Puls kann dabei in der Breite von � �Stillstand� bis 	��
�Vollast� vom Steuerrechner eingestellt werden� Die Umsetzung dieses �Bit Signals
in den entsprechenden Spannungspuls geschieht ebenfalls in der Leistungselektronik�

Die sonstigen Steuerungssignale sind reine ja$nein�Informationen� die als einzelne
Bits in einem �Bit Register vom Steuerrechner an die Elektronik gesendet wer�
den� Dort geschieht f�r den Magneten die Umsetzung in ein Leistungssignal� Zur
Ausl
sung des Stroboskobblitzes wird ein mit dem Triggereingang des Ger�tes kom�
patibles Logiksignal erzeugt� und der Kameraverschlu� wird mittels eines Relais�
das den Ausl
seschalter eines modi�zierten Fernausl
sers �berbr�ckt� ge
�net und
geschlossen�

Eine Sonderstellung nimmt der Blitzsensor ein� mit dem �berwacht werden soll�
ob die ausgel
sten Stroboskopblitze tats�chlich stattgefunden haben� Ziel ist es�
Wurfversuche� deren sp�tere Auswertung durch fehlende Blitze unm
glich ist� sofort
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wiederholen zu k
nnen� Der Sensor wird von der Elektronik mit Strom versorgt und
erh�lt die Blitzausl
sesignale� Mi�t der Blitzsensor mit seinem Fototransistor einen
darau�olgenden Blitz� wird eine LED eingeschaltet� Leuchten nach Wurfende alle
LEDs� haben alle ausgel
sten Blitze ohne Zeitverz
gerung tats�chlich stattgefunden�

PC 486

Wurfmaschine

AT-BUS Steckkarte

Sensor-/
Leistungs-
elektronik

Kamera

Blitz

Blitzsensor

Bild ���� Signal� und Leistungs�u� der Wurfmaschine

Die Gesamtkon�guration ist in Bild ��� dargestellt� Der Steuerrechner �PC���� ent�
h�lt eine speziell angefertigte Einsteckkarte� �ber die die Kommunikation mit der
Elektronik erfolgt� Der Signal�u� l��t sich in den Sendezweig f�r die Aktoren und
den Empfangszweig f�r das Auslesen der Drehgeber aufteilen� Von der Elektronik
�ie�en Leistungsstr
me und Logiksignale zur Wurfmaschine� und die rohen Sensor�
signale werden eingelesen�

In Bild �� ist eine �bersicht aller Komponenten der Versuchseinrichtung gezeigt�
Zentrales Element ist die Wurfmaschine �Zi�er ��� Auf dem Tisch vor der Maschine
steht vor einem schwarzen Vorhang der Datenbildschirm mit schwarzem Geh�use�
der bei jedem Versuch mitfotogra�ert wird �Zi�er ��� Auf dem Tisch vor der Ma�
schine liegen einige Wurfk
rper� Der Steuerrechner ist bei Zi�er 	 zu sehen� Die in
diesem Abschnitt erkl�rten Elektronik�Komponenten stehen in der Mitte zwischen
Steuerrechner und Wurfmaschine bei Zi�er �� Ganz links im Bild ist die Strobo�
skoplampe zu sehen� dahinter ihre elektronische Versorgungseinheit �Zi�er ��� Die
Kamera� mit der die Versuche aufgenommen wurden� stand noch weiter links hin�
ter dem Stroboskop und ist auf diesem Foto nicht zu sehen� W�hrend der Versuche
war der Raum v
llig abgedunkelt� der Standardbildschirm des Steuerrechners war
ebenfalls abgeschaltet� Einzige Lichtquelle war der ebenfalls stark abgedunkelte Da�
tenbildschirm�




�� Realisation ��

1 2 3 4 5

Bild ���� Foto der Versuchseinrichtung


���� Software

Als Steuerrechner wird ein Standard�PC eingesetzt� Dieser hat den Vorteil� da�
er mit verschiedenen Sprachen frei und vor allem komfortabel programmierbar ist�
jedoch den Nachteil� da� die Echtzeitf�higkeit� die zur Realisation einer Regleran�
wendung erforderlich ist� nicht ohne weiteres vorhanden ist�

Das Rechenprogramm hat die Aufgabe die Versuche zu �verwalten�� das hei�t Ver�
suchsparameter zu speichern und f�r eine Auswertung vorzubereiten� die Bahn zu
planen und dann in einem Reglermodus den Ablauf eines Versuches in Echtzeit zu
steuern�

Der Ablauf des Programms ist in Bild ��� dargestellt� Der Rechner be�ndet sich
zun�chst im �PC�Modus�� Die gew�nschten Wurfparameter werden eingegeben� die
komplette Wurfbahn sowie der Hochlauf vorausberechnet� Danach wird der Rech�
ner in einen Proze�rechenmodus umgeschaltet� Es wird nur noch ein Steuer� und
Regelunterprogramm mit einem festen Takt von 	��� Hz abgearbeitet� Dazu wird
der �Timer�Interrupt� des Rechners auf den Regeltakt umprogrammiert und der
Interrupt�Vektor� der sonst auf eine Betriebssystemroutine zeigt� auf das Reglerun�
terprogramm verlegt� In diesem Zustand f�hrt der Rechner nur noch die gew�nschte
Steuerung durch� Die Antriebe werden geregelt� der Abwurf und die Blitze ausgel
st
und der Kameraverschlu� gesteuert� Nach Ablauf des Versuchs wird der Rechner
wieder in den PC�Modus zur�ckgesetzt� und abschlie�ende Berechnungen und die
Archivierung von Daten werden durchgef�hrt�
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Aktuelle Bahnplanung
Auslesen der Sensoren
Regelung Antrieb
Abwurf
Auslösen Blitz/Kamera

Initialisieren des Prozessrechenmodes

Deinitialisieren des Prozessrechenmodes

Archivieren von
Ergebnissen,
Postprocessing

Bild ���� Programmablauf eines Wurfversuchs

Das gesamte Programm wurde in der Programmiersprache C(( realisiert� Da das
Programm immer einen nicht zeitkritischen Prolog und Epilog durchl�uft� treten die
Probleme� die C(( in Echtzeitanwendungen verursachen kann� bei dieser Maschi�
nensteuerung nicht auf�

��	 Steuerung und Regelung

In diesem Abschnitt wird die Bewegungssteuerung der Wurfmaschine erl�utert� Aus�
gangspunkt ist eine Wunschlage und �geschwindigkeit� die der Wurfk
rper im Mo�
ment des Sto�es an einem de�nierten Ort haben soll� Daraus resultiert eine Wurftra�
jektorie� f�r welche die Wurfmaschine die geeigneten Anfangsbedingungen einstellen
mu�� Aus diesen Anfangsbedingungen kann eine Hochlaufabfolge der einzelnen An�
triebe berechnet werden� die dann durch eine geeignete Steuerung und Regelung
auch gew�hrleistet werden mu��


���� Wurfbahnplanung

Das Versuchsziel besteht jeweils darin� einen Sto� des Wurfk
rpers mit gew�nschten
Sto�geschwindigkeiten durchzuf�hren� Zus�tzlich soll sich der K
rper dabei in einer
gew�nschten Winkellage be�nden� Die vier Zielgr
�en sind in Bild ���� dargestellt�
Die Schwerpunktsgeschwindigkeit in x� und y�Richtung unmittelbar vor dem Sto�
�vx�S und vy�S� sowie Winkellage S und �geschwindigkeit �S� Die Winkellage ist nur
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bei einem nicht rotationssysmmetrischen K
rper von Bedeutung und wird bez�glich
eines geeigneten K
rpermerkmals gemessen�

Diese Zielgr
�en sind bei der Wurfmaschine nur indirekt einstellbar� Es ist m
glich�
die Abwurfgeschwindigkeit und �winkel des Wurfarms �im folgenden immer �Haupt�
antrieb� genannt� �H�ab und H�ab vorzugeben� Ebenso k
nnen f�r den zus�tzlichen
Antrieb des Wurfk
rpers ��Drallantrieb�� die Lage und Geschwindigkeit �D�ab und
D�ab vorgegeben werden� Als zus�tzliche Gr
�en gehen in die Wurfbahnplanung
der Radius des Wurfarmes R� der des Wurfk
rpers r und die H
he h des Wurf�
armdrehpunktes �ber der Sto���che ein� Grunds�tzlich werden alle St
�e auf einer
horizontalen Ebene durchgef�hrt� Die letzte f�r die Bahnberechnung wichtige Gr
�e
ist die Erdbeschleunigung g�

vvor

R

h

2r

vx

vy

ϕH,ab

ϕSωS

Bild ���	� Geometrie der Wurfbahn

Der Zusammenhang zwischen Abwurfparametern und Auftre�geschwindigkeiten
l��t sich als

vx�S 	 �H�ab � cosH�ab �����

vy�S 	 �
q
��H�ab � sinH�ab�� � �g�h� r �R cosH�ab� ���	�

darstellen� Die Geschwindigkeit in y�Richtung ist im verwendeten Koordinatensy�
stem unmittelbar vor dem Sto� negativ� Diese Gleichungen m�ssen nun nach �H�ab
und H�ab aufgel
st werden� da diese Parameter in die Steuerung der Wurfmaschine
eingehen� Das ist jedoch nicht analytisch m
glich� Aus diesem Grund werden in der
Steuerungssoftware der Wurfmaschine diese Parameter mit Hilfe eines numerischen
Gleichungsl
sers vor Beginn des Versuches berechnet� Ist die Wurfbahn vollst�ndig
ermittelt� lassen sich nun auch der Auftre�punkt und die Flugzeit angeben� Der
Auftre�punkt ist nicht w�hlbar� Er ergibt sich zwangsl�u�g aus den vorgegebenen
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Geschwindigkeiten� Dieses Problem ist aber dadurch zu l
sen� da� man sowohl die
Auswertetechnik als auch spezielle Sto�partner am bekannten Sto�punkt plazieren
kann�

Die Flugzeit tF wird unter Verwendung der Beziehung f�r den freien Fall berech�
net� die einen Zusammenhang zwischen der Fallh
he einerseits und der Fallzeit mit
Erdbeschleunigung und Anfangsgeschwindigkeit andererseits herstellt�

�h� r� �R cosH�ab 	
�

�
g t�F � j�H�ab � sinH�abj tF � �����

Diese Gleichung kann nach tF aufgel
st werden� Der Ort des Sto�punktes xS l��t
sich ebenfalls �ber die Flugzeit mit

xS 	 �H�ab � cosH�ab � tF �R sinH�ab �����

berechnen�

Die Berechnung der Abwurfgr
�en f�r den Drallantrieb ist einfacher� F�r die Sto��
geschwindigkeit und den Winkel gelten�

�S 	 �D�ab � �H�ab �����

S 	 D�ab � ��D�ab � �H�ab� � tF � H�ab �����

Da es sich bei den Gr
�en� die den Drall beschreiben� um Relativgr
�en bez�glich
des Wurfarmes handelt� gehen in die Berechnung der absoluten Sto�werte die Ab�
wurfparameter des Hauptarmes mit ein� Die Gleichungen k
nnen direkt nach den
f�r die Maschinensteuerung wesentlichen Gr
�en �D�ab und D�ab aufgel
st werden�
In Gleichung ��� ist darauf zu achten da� sich bei Berechnungen von Winkeln unter
Umst�nden Werte ergeben k
nnen� die auf einen sinnvollen Bereich �zum Beispiel
�� � ����� normiert werden m�ssen�


���� Ablaufplanung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde berechnet� in welchem Zustand der Wurfk
r�
per freigegeben werden mu�� um den gew�nschten Sto� durchf�hren zu k
nnen� Die
Beschleunigung des Hauptarmes auf die gew�nschte Drehzahl und das Ausklinken
des Wurfk
rpers ist weder theoretisch noch praktisch ein Problem� Auch eine zu�
s�tzliche Winkelgeschwindigkeit ist ohne Schwierigkeiten realisierbar� Kommt noch
die Forderung dazu� da� sich der Wurfk
rper im Moment des Loslassens in einer
bestimmten Winkelposition be�nden soll� sind diese Forderungen nicht mehr ohne
weiteres zu erf�llen� Ein Steuerungskonzept� das zun�chst beide Antriebe auf die ge�
w�nschte Geschwindigkeit beschleunigt und dann im �richtigen� Moment ausklinkt�
ist nicht ausreichend� da dann die korrekte Winkelstellung des Wurfk
rpers nicht
gew�hrleistet ist�

Um das Ziel des lage� und geschwindigkeitsgenauen Abwurfes zu erreichen� wird fol�
gendes Konzept verwirklicht� Die Hochlaufbahn �Bahn als abstrakte Trajektorie im
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Phasenraum� mu� exakt vorausgeplant und die Startwinkel vor Beginn des Hoch�
laufes so eingestellt werden� da� im Moment des Ausl
sens auch der Wurfk
rper in
der richtigen Position ist� Der Ablauf des Versuchs ist in Bild ���� dargestellt�

BremsenHochlauf FlugKorr.

ϕH

ϕD

ωD

ωH

Δtvor

Winkeldiff.

Auslösen

Abwurf

t

Zielwinkel
jew ±360º

Bild ����� Planung des Bewegungsablaufes vor dem Wurf

Der Versuchsablauf l��t sich in vier Phasen untergliedern� Zun�chst werden die
Stellungen beider Antriebe in der Korrekturphase in die gew�nschte Startposition
gedreht� Der Wurfarm wird dabei aus einer beliebigen Stellung in die senkrechte
Position gefahren� Der Drallantrieb wird ebenfalls in die ben
tigte Startposition
gebracht� die im folgenden erkl�rt wird�

In der darau�olgenden Hochlaufphase werden beide Antriebe mit einem rampenf
r�
migen Geschwindigkeitsverlauf beschleunigt� bis die jeweilige Wunschdrehzahl er�
reicht ist� Nach einer Beruhigungszeit� bei der beide Antriebe sich mit konstanter
Drehzahl drehen� wird der Abwurfmechanismus ausgel
st� Dies geschieht um das
Intervall �tvor vor dem eigentlichen Abwurfzeitpunkt� da der Ausl
semechanismus
eine kurze aber reproduzierbare Ausl
severz
gerung hat� Der Zeitpunkt der Ausl
�
sung ist so berechnet� da� der Wurfarm im Moment der Freigabe des Wurfk
rpers
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in der gew�nschten Position ist� Der Drallantrieb hat zu diesem Zeitpunkt auch die
erforderliche Drehgeschwindigkeit� Die richtige Winkellage des Drallantriebs wird
durch die Winkelkorrektur am Anfang erreicht� Die gestrichelte Linie in Bild ����
stellt den Hochlauf ohne vorherige Winkelkorrektur dar� Nach der Verdrehung wird
auf der durchgezogenen Linie einer der gew�nschten Abwurfwinkel erreicht� Da sich
die Winkelstellung nach jeweils ���� wiederholt� ist eine Korrektur um maximal
	��
� erforderlich�

Nach dem Abwurf werden die Stroboskopblitze ausgel
st� die zur Versuchsbeobach�
tung und �auswertung dienen� Dieser Sachverhalt wird in Abschnitt ��� erl�utert�
In der Bremsphase werden Haupt� und Drallantrieb wieder zum Stillstand gebracht�
Der Versuch ist damit abgeschlossen�

Diese Bahnplanung ist nur sinnvoll� wenn die Wurfmaschine auch tats�chlich die
Bewegungen ausf�hrt� die vorgesehen sind� Insbesondere ist hier eine hohe Pr�zision
erforderlich� Bereits ein Fehler im Abwurfwinkel von �� kann den Versuch v
llig ver�
f�lschen� Deswegen mu� die Steuerung der Maschine so pr�zise gestaltet sein� da�
die Abweichung von Soll� zu Istbewegung zumindest in der N�he des Abwurfmo�
mentes geringer als �� ist� Diese Forderung ist nur mit Hilfe eines geeigneten Reglers
zu realisieren�


���� Antriebsregelung

Der Regler hat die Aufgabe� die Wurfmaschine dazu zu zwingen� den Bewegungs�
vorgaben der Versuchssteuerung m
glichst genau zu folgen� Bei der Auswahl des
Reglerkonzeptes spielen folgende Punkte eine wesentliche Rolle�

� Die beiden Antriebe sind vollst�ndig entkoppelt�

� Das mechanische Modell beider Antriebe ist sehr einfach�

� Die �Bahn� ist im Phasenraum vorher genau bekannt�

Die beiden letztgenannten Punkte erm
glichen es� einen Regler mit ausgefeilter Vor�
steuerung zu verwenden� welche die gesamte inverse Dynamik aufschaltet� Der Regler
mu� dann nur noch kleine Abweichungen um die sich ver�ndernde Sollvorgabe kor�
rigieren� Da beide Achsen entkoppelt sind� kann jeweils ein einfacher linearer Regler
verwendet werden� Gewichtet werden m�ssen auf jeden Fall die Winkel� und die
Geschwindigkeitsabweichung� Da es auf besondere Pr�zision in der Nachf�hrung des
Winkels ankommt� ist auch der I�Anteil der Winkelabweichung erforderlich� der eine
bleibende Regeldi�erenz beseitigt�

Die Bewegungsgleichung f�r die beiden Antriebe lautet jeweils�

J �� � C � � �MReib��� 	 K � u� �����

wobei � die Winkelgeschwindigkeit� J das Tr�gheitsmoment� C und K Motorkon�
stanten und u der Stelleingri� sind� In die Konstanten C und K geht neben den
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technischen Motordaten auch die im Antriebsstrang enthaltene Getriebe�bersetzung
ein� K wird dar�berhinaus durch die Dimension des Stelleingri�s beein�u�t� Hier
sind entweder die Motorspannung oder eine prozentuale oder absolute Pulsbreite
denkbar� Das Gesamttr�gheitsmoment enth�lt alle rotierenden Teile der jeweiligen
Antriebe� Beim Hauptantrieb ist der dominierende Tr�gheitsanteil der Wurfarm�
obwohl der Motor mit einer �bersetzung den Arm antreibt� Der Drallantrieb ver�
f�gt �ber einen Direktantrieb� bei dem die Motortr�gheit klein im Verh�ltnis zur
Drehmasse der Halteplatten und des Wurfk
rpers ist�

Das Reibmoment ist eine Funktion der Drehgeschwindigkeit und entzieht sich ei�
ner genauen Berechnung� Der Hauptantrieb wird durch Reibung nur geringf�gig
beein�u�t� Beim Drallantrieb stellt die Reibung jedoch einen wesentlichen System�
parameter dar�

Die inverse Dynamik besteht aus zwei Anteilen� Einerseits aus der �statischen� Vor�
steuerung� die dem Motor ein Stellsignal aufschaltet� das ben
tigt wird� um die
zu erreichende Geschwindigkeit im Gleichgewichtszustand zu halten� andererseits
dem �dynamischen� Anteil� der den zus�tzlichen Energiebedarf der Beschleunigung
kompensiert� Der statische Anteil soll auch den nicht berechenbaren Reibanteil kom�
pensieren� weshalb hier zum Mittel der Messung gegri�en wurde� Der Stelleingri� u
wird schrittweise erh
ht und die erreichte Drehgeschwindigkeit � ermittelt� Hierbei
mu� jeweils gewartet werden� bis die Drehgeschwindigkeit gegen die Grenzdrehzahl
hinreichend konvergiert ist� Der Zusammenhang wird durch die Funktion

� 	 f�u� 	� u 	 f����� ����

mit der Umkehrfunktion f�� beschrieben� Um diese Umkehrung durchf�hren zu k
n�
nen� ist es erforderlich� die gemessenen Datenpunkte durch eine globale oder mehrere
abschnittsweise umkehrbare Funktionen zu approximieren�

Die dynamische Vorsteuerung wird aufgrund der einfachen Systemdynamik als Kon�
stante angesetzt� die sich zu K�J berechnet� Das gesamte Vorsteuersignal uV ergibt
sich damit zu�

uV 	 f����� �
K

J
� �� �����

Die sinnvolle Anwendung dieser Vorsteuerung setzt voraus� da� die Sollbeschleu�
nigung bekannt ist� Da der gesamte Versuchsablauf von einem Rechner gesteuert
wird� in dem Sollbahnen� Vorsteuerung und Regler digital vorausberechnet werden�
ist dies problemlos m
glich� Die gesamte Struktur eines Antriebes mit Regler ist in
Bild ���	 dargestellt�

Der Sollbahngenerator stellt die Sollage� die �geschwindigkeit sowie die �beschleuni�
gung zur Verf�gung� Diese Gr
�en werden zeitdiskret berechnet� Die Sollbeschleu�
nigung ��S wird nur der Vorsteuerung zur Verf�gung gestellt� Die Sollgeschwindig�
keit �S wird einerseits von der Vorsteuerung ben
tigt und andererseits zum Soll�
Istvergleich an den Reglereingang weitergegeben� Die Sollage S wird nur mit dem
entsprechenden Ist�Signal verglichen�
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Bild ����� Signal�u�plan eines Antriebs

Der lineare Regler gewichtet die Abweichungen auf Geschwindigkeits�� Lage� und in�
tegrierter Lageebene mit den Reglerkoe�zienten und bildet den Reglerausgang uR�
der mit dem Ausgang uV der Vorsteuerung zum Stellsignal u verkn�pft wird� Dieses
Signal wird in 	��
 Stufen diskretisiert und limitiert und �ber die Leistungselek�
tronik auf die Antriebsmotoren aufgeschaltet�

Der R�ckf�hrzweig spaltet sich in eine Lage� und eine Geschwindigkeitsmessung auf�
da beide Gr
�en unabh�ngig voneinander ausgewertet und dem Steuerrechner als
zwei digitale Werte zur Verf�gung gestellt werden� Aus der Perspektive der Reg�
lerauslegung ist das wichtig� da die verwendeten Me�verfahren f�r beide Gr
�en mit
unterschiedlichen Fehlern und Me�rauschen behaftet sind�

Die Reglerauslegung erfolgt nach dem Kriterium des minimalen Abstandsquadrats
zwischen Soll� und Istlage in der N�he des Abwurfmomentes� Dieses Verfahren bie�
tet die M
glichkeit� die optimalen Reglerkoe�zienten im Frequenzbereich direkt zu
bestimmen� Beim vorliegenden System f�hrt das jedoch zu unbefriedigenden Resul�
taten� Der D�Anteil des Reglers wird bei dieser analytischen Optimierung zu hoch
bewertet� Die Messung der Geschwindigkeit ist jedoch mit einem verh�ltnism��ig
hohen Me�rauschen belastet� das dadurch erheblich verst�rkt wird und zu einem
sehr unruhigen Lauf des Antriebs f�hrt� Aus diesem Grund wurde zur Auslegung
des Reglers eine �Hardware�in�the�Loop� Optimierung durchgef�hrt�

Bei diesem Verfahren wird ein numerischer Optimierungsalgorithmus im Steuerrech�
ner gestartet� Zur Ermittlung des G�tefunktionals f�r eine Parameterkombination
wird eine Sollbahn mit bestimmten Reglerkoe�zienten tats�chlich nachgefahren und
die Abweichung Soll�Ist aus automatischen Messungen des Versuchs bestimmt �Bild
������ Dieses Verfahren ist zwar einerseits zeitaufwendig� da die Bahnfahrten tat�
s�chlich in �Echtzeit� durchgef�hrt werden m�ssen� hat aber andererseits den Vorteil�
da� alle nichtlinearen E�ekte� die in einer Modellierung nur aufwendig nachzubilden
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Bild ����� Signal�u� und Ablaufstrategie der �Hardware�in�the�
Loop� Optimierung

w�ren� immer richtig enthalten sind�

��� Gerte zur Messung der Versuche

Bei der Beobachtung eines Sto�vorganges sind die Geschwindigkeiten der Sto�k
r�
per unmittelbar vor und nach dem Sto� von Interesse� Dies sind jedoch Gr
�en�
die einer direkten Beobachtung nicht zug�nglich sind� Man kann allenfalls die Ge�
schwindigkeiten eine gewisse Zeit vor und nach dem Sto� messen und daraus auf
die unmittelbaren Sto�geschwindigkeiten zur�ckschlie�en� Ein wichtiger Aspekt bei
der Auswahl des Me�konzeptes besteht darin� da� die Bewegung des K
rpers nach
dem Sto� unbekannt ist� Die Messung dieser Bewegung ist das eigentliche Erkennt�
nisziel des Versuchs� Die verwendete Me�einrichtung mu� deshalb in der Lage sein�
einen gro�en Bereich messend abzudecken� Zudem sollen nicht nur die translatorische
Geschwindigkeit nach Gr
�e und Richtung bestimmt� sondern auch die Rotations�
geschwindigkeit und die Winkellage gemessen werden�

Um alle diese Forderungen zu erf�llen� wurde folgendes Me�konzept entwickelt� Der
Versuch �ndet in einem v
llig abgedunkelten Raum vor dunklem Hintergrund statt�
W�hrend der Flugphase des K
rpers werden zu de�nierten periodischen Zeitpunk�
ten Stroboskopblitze ausgel
st� die den �iegenden Wurfk
rper momentan beleuchten�
Eine Fotokamera� deren Verschlu� w�hrend des gesamten Versuchsablaufes ge
�net
ist� nimmt den Versuch auf� Als Ergebnis zeigt sich auf dem belichteten Film pro
Blitz eine Aufnahme des Wurfk
rpers� Zudem wird ein Ma�stab und der Computer�
bildschirm des Steuerrechners� auf dem alle wichtigen Versuchsdaten eingeblendet
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werden� mitfotogra�ert� �ber die so in das Foto eingeblendete Blitzfrequenz l��t
sich durch Vermessung der Aufnahmen die Flugbahn des Wurfk
rpers genau rekon�
struieren� Der K
rper ist mit einer Winkelmarkierung versehen� die es erm
glicht�
die Drehlage der Aufnahmen und damit auch die Drehgeschwindigkeit genau zu
bestimmen� Dem Nachteil� da� die Versuchsergebnisse erst nach Entwicklung und
Auswertung der Fotos vorhanden sind� stehen folgende Vorteile gegen�ber�

� Das Bild beinhaltet die volle Versuchsinformation� Im Versuchsmoment treten
nur systematische Fehler auf� die nach deren Erkennen sogar noch korrigiert
werden k
nnen �Verzerrungen o�����

� Statistische Auswertefehler� die zu unplausiblen Versuchsergebnissen f�hren�
sind durch erneute Betrachtung der Bilder meist korrigierbar�

� Die Ergebnisse sind handlich dokumentiert und archiviert�

� Durch Einblendung von Ma�stab und Versuchsparametern ist jedes Foto f�r
sich ohne weitere Information aussagekr�ftig�

� Nimmt man auch die Flugphase vor dem Wurf auf� werden Fehler beim Abwurf
unwichtig� da die tats�chliche An�uggeschwindigkeit gemessen wird�

Bild ���
� Beispiel eines Dias eines Wurfversuchs �Negativ�

Um die Auswertung zu vereinfachen� werden Dias verwendet� die danach in einer
g�nstigen Auswertegr
�e auf ein gerastertes Papier projiziert werden� Dort werden
dann die Schwerpunktslage und der Winkel der Markierung jeder Momentaufnahme
gemessen� F�r die Rekonstruktion der kompletten Flugbahn reichen zwei Belichtun�
gen pro Flugbahnabschnitt �vor und nach dem Sto�� aus� Um die Sicherheit der
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Auswertung zu verbessern und eine Eingangsgr
�e f�r die Fehlerrechnung zu erhal�
ten� werden drei Belichtungen pro Flugbahnabschnitt vorgenommen� Das negativ
eines repr�sentativen Dias ist in Bild ���� gezeigt�

Insgesamt sind sechs Belichtungen des Wurfk
rpers zu sehen� Die Flugrichtung ist
von links nach rechts� Die linken drei Bilder sind vor dem Sto�� die rechten nach dem
Sto� aufgenommen� Deutlich ist auf dem Wurfk
rper die dreieckige Winkelmarkie�
rung zu erkennen� die zur Bestimmung der Drehlage dient� Im unteren Bildbereich
ist die Sto���che und im linken Bereich des Dias ist ein mitfotogra�erter Compu�
terbildschirm zu sehen� Auf diesen blendet der Steuerrechner w�hrend des Fluges
alle wichtigen Versuchsdaten� wie Datum� Uhrzeit� Blitzfrequenz� Abwurfgeschwin�
digkeiten und �winkellagen� Flugzeit� Auftre�punkt und eine laufende Nummer ein�
Unter dieser Nummer werden alle Versuchsdaten in einer Datei gespeichert�
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Kapitel 


Auswertung der Sto�versuche

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Sto�versuche dargestellt� Dazu werden
zun�chst die Rechenschritte erl�utert� die ben
tigt werden� um aus den Fotoaus�
wertungen die physikalischen Gr
�en zu gewinnen und die statistischen Methoden�
um diese Ergebnisse zu verbessern und zu bewerten� In einem weiteren Abschnitt
werden dann die Darstellungsarten der Ergebnisse erl�utert�

Den Kern dieses Kapitels stellt die Vorstellung der Versuchsergebnisse der durch�
gef�hrten zentralen und exzentrischen Sto�experimente und der Vergleich mit den
theoretischen Berechnungen dar�

��� Auswertemethodik

In diesem Abschnitt soll die Aufbereitung der Informationen� die bei der Auswer�
tung eines Dias gewonnen werden� dargestellt werden� Ziel ist es� im ersten Schritt
die Geschwindigkeiten des Wurfk
rpers unmittelbar vor und nach dem Sto� zu be�
rechnen� Daraus k
nnen dann im weiteren die Impulse und mehrere dimensionslose
Sto�ma�e abgeleitet werden�

����� Rekonstruktion der Flugbahn

Pro Flugbahnabschnitt werden durch drei Stroboskopblitze drei Aufnahmen ge�
macht� wobei theoretisch zwei Aufnahmen gen�gen w�rden� um die Flugbahn exakt
rekonstruieren zu k
nnen� Die Redundanz in den Aufnahmen dient einerseits dazu�
die Aussagekraft des Ergebnisses durch Mittelwertbildung zu verbessern� und ande�
rerseits mit Hilfe von statistischen Methoden die Messungsqualit�t absch�tzen zu
k
nnen� Dieses Vorgehen wird in Abschnitt ����	 beschrieben�

Zur Beschreibung der Flugbahn wird� wie in Bild ��� dargestellt� ein x�y�Koordina�
tensystem verwendet� in welchem die y�Achse senkrecht nach oben und die x�Achse
in horizontale Richtung zeigt� Der Wurf erfolgt immer so� da� in der An�ugphase
eine Geschwindigkeit in positiver x� und negativer y�Richtung vorhanden ist� Bei
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Bild ��� Auswertungsschema

der Berechnung der Flugbahn wird von einer idealen widerstandsfreien Wurfpara�
bel ausgegangen� was sich bei der Auswertung der Wurfversuche best�tigt hat� Im
Moment des Sto�es �ndet eine unstetige Umlenkung statt� Deshalb werden zwei
Interpolationsfunktionen verwendet� die eine vor dem Sto� �Index v� und eine nach
dem Sto� �Index n�� Beschrieben werden die Bewegungen in x� und y�Richtung
sowie der Drehwinkel � Die Modellfunktionen sind bei Gleichungsnummer �����
zusammengefa�t�

xv�t� 	 xv� � vxvt
yv�t� 	 yv� � vyvt�

�
�
gt�

v�t� 	 v� � �vt

xn�t� 	 xn� � vxnt
yn�t� 	 yn� � vynt�

�
�
gt�

n�t� 	 n� � �nt
�����

Diese Modellfunktionen k
nnen nun nach einem Minimierungskriterium an die Me��
punkte angepa�t werden� Die zw
lf hierbei zu bestimmenden Gr
�en sind xv�� yv��
v�� xn�� yn�� n�� vxv� vyv� �v� vxn� vyn und �n �siehe Abschnitt ����	��

Sind diese Gr
�en bestimmt� kann nun �ber den �Schnitt� der beiden Wurfbahnan�
teile der Sto�zeitpunkt tS bestimmt werden�

yv� � vyvtS 	 yn� � vyntS 	� tS 	
yn� � yv�
vyv � vyn

���	�

Der Sto�zeitpunkt k
nnte auch �ber den Schnitt der beiden Anteile der x� oder
�Bewegung bestimmt werden� Nachteilig ist hierbei� da� sich bei gewissen Sto��
kon�gurationen die Geschwindigkeit in x� bzw� �Richtung nicht �ndert und somit
die Berechnung von tS nicht gelingt� Aufgrund des Sto�es ist eine deutliche "nderung
der Geschwindigkeiten in y�Richtung immer gew�hrleistet�

Auf dem Auswertefoto ist der exakte Auftre�punkt des Wurfk
rpers nicht zu er�
kennen� Die Wahl des Koordinatenursprungs ist deshalb auch willk�rlich� Mit der
Kenntnis des Sto�zeitpunktes kann die Auftre�h
he

h 	 yv� � vyvtS �
�

�
gt�S �����
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berechnet werden�

Wesentlich f�r die Auswertung der St
�e sind die Geschwindigkeiten unmittelbar
vor �Index A� und nach �Index E� dem Sto�� Zus�tzlich ist bei exzentrischen St
�en
noch die Kenntnis des Verdrehwinkels des Wurfk
rpers im Sto�moment wichtig� F�r
die Bewegung in x�Richtung und die Drehgeschwindigkeit ist dies einfach� da sich
die Geschwindigkeiten annahmegem�� w�hrend der Flugphasen nicht �ndern� Somit
gilt�

vxA 	 vxv
vxE 	 vxn

�A 	 �v
�E 	 �n

�����

F�r die Geschwindigkeit in y�Richtung und den K
rperbezugswinkel unmittelbar vor
dem Sto� mu� die Sto�zeit in die Gleichungen ����� eingesetzt werden� Die Winkel
A und E m�ssen nach der Sto�annahme identisch sein� Dies bietet eine zus�tzliche
Kontrolle f�r die Richtigkeit der Messungsauswertung�

vyA 	 vyv � gtS
vyE 	 vyn � gtS

A 	 v� � �vtS
E 	 n� � �ntS

�����

Diese Geschwindigkeiten und Lagen beinhalten die gesamte Information� die bei
einem Sto�versuch gemessen werden kann� Daraus k
nnen in weiteren Schritten die
Relativgeschwindigkeits�nderungen� die Sto�koe�zienten und � mit Kenntnis der
Tr�gheitsparameter des Wurfk
rpers � auch die �bertragenen Impulse berechnet
werden�

����� Statistische Bearbeitung und Fehlerrechnung

Generell soll zur statistischen Auswertung der Messungen ein Interpolationsverfah�
ren auf Minimierungsbasis verwendet werden� Ziel ist einerseits eine Verbesserung
des Ergebnisses durch Mittelwertbildung und andererseits die Absch�tzung der Er�
gebnisqualit�t durch einen geeigneten Vergleich der Me�punkte mit der interpolier�
ten Funktion�

Zur Auswertung stehen � Messungsquadrupel �ti� xi� yi� i� zur Verf�gung� an die die
Modellfunktionen �Gleichungen ���� angepa�t werden sollen� Besonders zu beachten
ist hierbei�

� Die beiden Abschnitte der Funktionen m�ssen f�r alle Koordinaten aneinander
passen�

� Auch die Zeitpunkte ti k
nnen fehlerbehaftet sein�

Die Ber�cksichtigung dieser beiden Punkte w�rde die statistische Auswertung er�
heblich erschweren� da beide Bedingungen die lineare Ausgleichsrechnung in ein
nichtlineares Ausgleichsproblem verwandeln w�rden�
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Die Verkn�pfungsbedingung wurde fallengelassen� da die Berechnung des Schnitt�
punktes der beiden Achsen �wie in Abschnitt ������ f�r die Koordinate y gut� f�r x
und  jedoch sehr schlecht konditioniert sein kann� Eine Verbesserung des Ergeb�
nisses ist deshalb mit Hilfe dieser Zusatzbedingung nicht zu erwarten�

Bei der statistischen Behandlung von Me�werten sind in der Regel die Funktions�
werte �ber bestimmten St�tzwerten aufgetragen� Im vorliegenden Fall sind es Lagen
und Winkel �ber der Zeit� Hierbei ist grunds�tzlich zu kl�ren� ob nur die Funkti�
onswerte oder auch die Lage der St�tzstellen fehlerbehaftet sind� Das Me�prinzip�
das f�r die Wurfmessungen verwendet wird� kann grunds�tzlich auch Fehler in den
St�tzstellen enthalten� Dieses Ph�nomen tritt ein� wenn die Blitze nicht zum ex�
akt gew�nschten Zeitpunkt statt�nden� Die Formulierung der Ausgleichsrechnung
ist auch f�r Me�reihen mit gestreuten St�tzwerten durchf�hrbar� jedoch entstehen
keine linearen Gleichungen mehr� und die Berechnung von Fehlerschranken ist we�
sentlich aufwendiger�

Ein fehlerhafter Blitz in einem Wurfbahnabschnitt w�rde zu statistischen Fehlern in
allen drei Interpolationskurven f�r x� y und  f�hren� Bei den durchgef�hrten ���
Experimenten wurden insgesamt 	 Versuche identi�ziert� bei denen o�ensichtlich ein
Blitz zum falschen Zeitpunkt auftrat� Diese Versuche wurden ausgesondert� Auf eine
statistische Ber�cksichtigung von Blitzfehlern wurde angesichts der scheinbar hohen
Zuverl�ssigkeit der Blitzzeitpunkte verzichtet�

Somit sind f�r jeden Sto� sechs unabh�ngige Interpolationsaufgaben zu l
sen� Die
Ausgleichsgeraden f�r x� y und � jeweils vor und nach dem Sto�� Jede Ausgleichs�
gerade wird durch den Achsenabschnitt und die Steigung charakterisiert� Da die
Zeitpunkte als genau angenommen werden k
nnen� wird die Bahnkr�mmung infolge
der Erdbeschleunigung durch die Transformation

y�i 	 yi �
�

�
g��i� ��TB�

� �����

mit der Erdbeschleunigung g und der Blitzfolgezeit TB herausgerechnet�

Die Interpolationsaufgabe ist am Beispiel der y�Werte in Bild ��	 dargestellt� gilt
aber genauso f�r x und �

Die Werte y� bis y� wurden vor dem Sto� aufgenommen� die Werte y bis y� danach�
Die Achsenabschnitte der beiden Interpolationsgeraden werden mit av �vorher� und
an �nachher� bezeichnet� die Steigungen mit bv und bn� Diese Gr
�en entsprechen�
im Fall der y�Werte den Parametern yv� etc� in Gleichung ������ Die Interpolations�
gleichungen lauten�

av 	 �
���y� � �y� � y��

bv 	 �
�TB

�y� � y��

an 	 �
���y � y� � �y��

bn 	 �
�TB

�y� � y�
�����

In Bild ��	 ist angedeutet� da� die Werte vor dem Sto� in diesem �ktiven Beispiel
wesentlich st�rker streuen als nach dem Sto�� Es m�ssen folglich Me�� oder Auswer�
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Bild ��� Interpolation und Ausgleich der Messungen

tefehler passiert sein� Diese Tatsache kann man bei redundanten Messungen dadurch
erfassen� da� man die Streuung der Interpolationswerte berechnet �����

��av 	 �
���y� � �y� � y��

�

��bv 	 �
��T �

B

�y� � �y� � y��
�

��an 	 ��
���y � �y� � y��

�

��bn 	 �
��T �

B

�y � �y� � y��
� ����

Diese Gr
�en bed�rfen einer gewissen Interpretation� Es wird davon ausgegangen�
da� die Me�fehler normalverteilt sind� Das hei�t� die Wahrscheinlichkeit� da� ein
Me�wert um einen gewissen Betrag von der �physikalischen Realit�t� abweicht� wird
durch die Normalverteilung beschrieben� Dies ist eine � wenn auch weit verbreitete �
Annahme� die auf einfache Gleichungen f�hrt� Wichtige Gr
�e in diesem Zusammen�
hang ist die Streuung �� Sind Messungen �schlecht� zeigen sie eine gro�e Streuung�
Es ist davon auszugehen� da� auch aus ihnen abgeleitete Gr
�en keine hohe Qualit�t
haben� was sich seinerseits in einer gro�en Streuung dieser Gr
�en ausdr�ckt�

Die Streuung der Messung einer Belichtung bei den in dieser Arbeit durchgef�hrten
Versuchen ist unbekannt� Da aber in der Regel drei Bilder pro Wurfbahnabschnitt
gemacht wurden� kann nach der Interpolation �ber die Abweichung der Me�punkte
von der Interpolationsgeraden eine Qualit�tsaussage gemacht werden� Die Me�werte
y� bis y� in Bild ��	 zeigen eine deutliche Abweichung von der Geraden� Das Vertrau�
en in die ermittelten Werte von av und bv ist demnach viel geringer� als in an und
bn� die in diesem Beispiel o�ensichtlich mit besseren Messungen bestimmt wurden�

Die mathematische Formulierung dieser Erfahrungsaussage steckt in den Gleichun�
gen ����� Liegen die Me�werte auf einer Geraden� verschwindet im Grenzfall der
Klammerausdruck in jedem Term� und die Ergebnisse haben keine Streuung� Wei�
chen sie st�rker davon ab� wird auch die Streuung gr
�er�

Mit der Streuung kann man folgende Aussage machen� Die Wahrscheinlichkeit� da�
der �physikalisch echte� Wert im Bereich 	� um den gemessenen oder abgeleiteten
Wert liegt� betr�gt ���� im Bereich 	�� ����
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Die Fortp�anzung der Streuung auf einen abgeleiteten Wert geschieht wie folgt� Ist
c 	 f�a�� 	 	 	 � an� eine von n ai mit bekannten �ai abh�ngige Gr
�e� gilt

�c 	

vuut nX
i��

�
�f

�ai

��

��ai 	 �����

Auch dieser Beziehung liegt die Annahme normalverteilter Fehler zugrunde� F�hrt
man diese Streuungsfortp�anzung mehrfach hintereinander aus� liegen aber nur we�
nige Basisgr
�en zugrunde� so kann es passieren� da� die Streuung zu hoch gesch�tzt
wird� da sich die Fehler ein und derselben Gr
�e in fortgesetzter Verkn�pfung eli�
minieren k
nnen� die Streuungsberechnung diese Ausl
schungse�ekte jedoch nicht
ber�cksichtigt und das Ergebnis schlechter bewertet wird� als es tats�chlich ist� Dies
wird hier in Kauf genommen� Dementsprechend sind die weiter abgeleiteten Gr
�en
wie Impulse und Reibwerte auch mit gr
�eren Streuungen behaftet�

In allen Ergebnisdiagrammen in den Abschnitten ��	 und ��� sind zu allen Me�er�
gebnissen Streuungsbalken mit dem Bereich 	� eingetragen�

Zus�tzlich zu den im Abschnitt ����� bereits dargestellten Gr
�en wurden die fol�
genden weiteren Auswerteschritte durchgef�hrt �Die Streuungsfortp�anzung gem��
Gleichung ����� ist hier aus Platzgr�nden nicht dargestellt��
Dimensionslose Geschwindigkeiten�

� 	 �
vxA
vyA

�TE 	 �
vxE
vyA

������

Normaler Sto�koe�zient�

�N 	 �
vyE
vyA

������

Tangentialimpuls �Mittelwertbildung��

�T 	
�

�

�
m�vxE � vxA� �

J

r
��E � �A�

�
����	�

Dimensionslose Impulse�

��N 	 � � �N ��T 	 �
�T

mvyA
������

Mittlere Tangentialgeschwindigkeit�

vmitt 	
�

�
�vxE � vxA� ������

Mittlerer Reibwert�

�� 	
��T
��N

������
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In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der zentralen Sto�versuche dargestellt� Es
wurden insgesamt vier verschiedene Wurfk
rper verwendet� die mit unterschiedlichen
Kontaktpartnern in Kollision gebracht wurden� In Tabelle ��� sind die Wurfk
rper
mit ihren wichtigsten Eigenschaften zusammengestellt�

Tabelle ��� Eigenschaften der verwendeten rotationssymmetri�
schen Wurfk
rper

Material Radius �mm� Masse �g� Tr�gheit �kgmm�� Partner

PVC 	� � 	� Melamin
Te�on 	� �� �� Melamin
Gummi a �� �� 	� Melamin
Stahl b �� ��	 ��� Stahl� Alu

a Scheibe� aus einem Gummiball herausgeschnitten
b Stahlring auf einem PVC�Grundk�rper

Die Ergebnisse werden f�r alle Kontaktpartner getrennt� aber in gleicher Form dar�
gestellt� Abgesehen von Sonderdarstellungen� die an der Stelle ihres Auftretens er�
l�utert werden� werden folgende Darstellungsweisen gew�hlt�

�� Die ermittelte Sto�zahl �N als Betrag des Verh�ltnis von �gNE zu �gNA wird dar�
gestellt �ber der Normalgeschwindigkeit �gNA vor dem Sto�� Ziel dieser Darstel�
lung ist es� eine gegebenenfalls vorhandene Abh�ngigkeit der Sto�zahl von der
Sto�geschwindigkeit zu erkennen� Es ist jeweils eine Trendlinie eingezeichnet�
die mit einer Fehlerbetrags�Minimierung gebildet wurde �Bilder A��� A��� A��
und A����

	� Die dimensionslose tangentiale Relativgeschwindigkeit �TE nach dem Sto� wird
�ber der tangentialen Relativgeschwindigkeit � vor dem Sto� aufgetragen� Pro�
totyp dieser Diagramme ist Bild ���� Es ist ein Schl�sseldiagramm� mit dem
die Vorhersagbarkeit der Sto�experimente durch das Impulssto�modell gezeigt
werden kann �Bilder ���� A��� ���� A�� ���� A��� und ���	�� Mit der Kenntnis
der Sto�zahl �N kann man aus diesem Diagramm auch � und �T identi�zieren�
Die daraus resultierenden Vergleichskennlinen sind ebenfalls eingezeichnet�

�� Der dimensionslose tangentiale Gesamtimpuls ��N wird aufgetragen �ber der
tangentiale Relativgeschwindigkeit �� Auch dieses Diagramm eignet sich gut�
die G�ltigkeit des Sto�gesetzes zu veri�zieren� Prototyp ist das Diagramm in
Bild ��� �Bilder A�	� A��� ���� ���� und A�����

�� Das Verh�ltnis von Tangentialimpuls zu Normalimpuls ist ein Ma� f�r die
Reibungsverh�ltnisse w�hrend des Sto�es� Es wird �ber der mittleren Tangen�
tialgeschwindigkeit �vmitt� aufgetragen �Bilder ���� A��� ���� ���� und A��	��
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Da die Darstellung aller Bilder im Text zuviel Platz ben
tigen w�rde und dabei die
��ssige Lesbarkeit des Textes verloren ginge� sind nur die wichtigsten Diagramme
im Text dargestellt� Die weiteren be�nden sich im Anhang A�

Im Anschlu� an die Darstellung der Ergebnisse wird noch das Ph�nomen von Reib�
werten gr
�er als eins diskutiert�

����� Sto�versuche mit dem PVC	Wurfk�rper

Die Abh�ngigkeit der Sto�zahl �N von der Sto�geschwindigkeit ist beim Sto�paar
PVC�Melamin nur gering ausgepr�gt �Bild A����
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Bild ��� Tangentiale Relativgeschwindigkeit PVC

Die Tangentialgeschwindigkeiten im Bild ��� zeigen in ausgepr�gter Weise das Ver�
halten eines tangentialplastischen Sto�es mit �T 	 
� Der zweite und der vierte
Quadrant sind leer� es �ndet keine Umkehrung der tangentialen Relativgeschwin�
digkeit statt� Im Bereich um � 	 
 be�ndet sich der Haftbereich� Bei St
�en in
diesem Anfangsgeschwindigkeitsbereich reicht die Reibkraft aus� um den K
rper im
Sto�kontakt so abzubremsen� da� am Sto�ende im Kontaktpunkt die Rollbedingung
gilt� Ist die Relativgeschwindigkeit vor dem Sto� gro� genug� wird diese nur verrin�
gert und der K
rper verl��t den Kontakt gleitend� Die Ergebnisse der Versuche� bei
denen dieses Ph�nomen auftrat� liegen auf den Geraden� die mit der Steigung eins
durch den ersten und dritten Quadranten verlaufen� Die Vergleichskurve wurde mit
den Sto�parametern �N 	 
	��� �T 	 
	
 und � 	 
	
� berechnet� Diesen Vergleichs�
geraden liegt die Annahme zugrunde� da� f�r alle St
�e die gleichen Sto�parameter
gelten�
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Den normalen Sto�koe�zienten kann man aus Bild A�� gewinnen� Da� �T 	 
 gilt�
erkennt man daran� da� die Punkte im Haftbereich auf der ��Achse in Bild ���
liegen�

Man wei� nun� da� die St
�e mit st�ndigem Gleiten immer auf Geraden mit der
Steigung eins liegen m�ssen� Legt man durch diese Punkte eine Ausgleichsgerade�
kann man deren Schnittpunkt mit der ��Achse bestimmen und dort �grenz ablesen�
das f�r den positiven und den negativen Ast den gleichen Betrag haben sollte� Aus
Tabelle ��� entnimmt man �grenz 	 ����� � �N�� �N ist bereits bekannt� � eine
reine Massen� und Geometriegr
�e� die f�r den Wurfk
rper feststeht� Somit l��t sich
aus der Bedingung f�r �grenz der Reibwert � bestimmen� F�r den PVC�Wurfk
rper
gilt � 	 �	��� Mit den Ausgleichsgeraden wurde �grenz � 
	�� bestimmt� daraus
folgt � 	 
	
�� Inwieweit ein nicht f�r alle Versuche gleiches � diese Identi�kation
verf�lschen kann wird im Abschnitt ��	�� gezeigt�

In Bild A�	 sind die tangentialen Sto�impulse ��T �ber der Relativgeschwindigkeit
� aufgetragen� Da der dimensionslose Normalimpuls immer ��N 	 � � �N betr�gt�
stellen der linke und der rechte horizontale Ast den Tangentialimpuls an der Haft�
grenze dar� Im �bergangsbereich wird nur der Teil des �bertragbaren Impulses aus�
gesch
pft� der tats�chlich ben
tigt wird um Haften zu erreichen�
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Der Grund f�r die zunehmende Abweichung der gemessenen Impulse von den theo�
retisch berechneten f�r gr
�ere Geschwindigkeiten � wird beim Blick auf Bild ���
erkl�rbar� Dort ist das Verh�ltnis des Tangential� zum Normalimpuls aufgetragen�
Dieses Verh�ltnis ist ein Ma� f�r die Reibverh�ltnisse� die w�hrend des Sto�es herr�
schen und wird mit �� bezeichnet� Aufgetragen ist �� �ber der mittleren tangentia�
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len Relativgeschwindigkeit� Bei geringen Geschwindigkeiten� die zu Haften f�hren�
schwankt �� zwischen einem Minimal� und einem Maximalwert� der dem Haftreib�
wert entspricht� Im Bereich des Gleitens ist zu beobachten� da� �� bei zunehmen�
der mittlerer Relativgeschwindigkeit kleiner wird� Hier spiegelt sich eine klassische
Reibkennlinie wider� die bei zunehmender Reibgeschwindigkeit einen zun�chst ab�
fallenden Reibkoe�zienten zeigt�

Zusammenfassend kann man folgendes feststellen�

� Der Kontakt PVC�Melamin zeigt nur eine geringe Abh�ngigkeit der normalen
Sto�zahl �N von der Kollisionsgeschwindigkeit�

� Es treten keine tangentialreversiblen E�ekte auf�

� Der Haftreibkoe�zient liegt bei ca� ����� bei h
heren Geschwindigkeiten sinkt
er bis auf ���� ab�

� Die St
�e lassen sich mit dem Impulssto�gesetz gut vorhersagen�

����� Sto�versuche mit dem Te�on	Wurfk�rper

Mit dem Te�on�Wurfk
rper wurden alle St
�e mit der gleichen normalen Kollisions�
geschwindigkeit durchgef�hrt� Deshalb ist das Sto�zahl�Diagramm nicht aussage�
kr�ftig und es wird auf die Darstellung verzichtet� Der Sto�koe�zient ergibt sich zu
�N 	 
	��� Aus dem Relativgeschwindigkeits�Diagramm �Bild A��� l��t sich� analog
zum Verhalten von PVC ein komplett tangentialirreversibler Sto� mit � 	 
	
� ab�
lesen� wobei aufgrund der geringen Zahl von Messungen hier eine gro�e Unsicherheit
verbleibt� Die Tangentialimpulse verhalten sich ebenfalls so� wie es bei den identi��
zierten Sto�koe�zienten zu erwarten ist �Bild A���� Wie man in Bild A�� erkennen
kann� hat auch die Paarung Te�on�Melamin eine fallende Reibkennlinie�

Zusammenfassend kann man feststellen� da� sich die Wurfk
rper aus PVC und Tef�
lon bis auf kleine Schwankungen in den Sto�koe�zienten identisch verhalten Es
�ndet bei diesen Paarungen ein tangentialplastischer Sto� statt� Dieser ist hier auch
identisch zum reinen Reibsto��

����� Sto�versuche mit dem Gummi	Wurfk�rper

Wie auch schon im Kapitel � beschrieben� war eines der Hauptziele dieser Arbeit�
tangentialreversible St
�e zu untersuchen� Von vornherein war bekannt� da� diese
Art von St
�en bei Gummik
rpern auftreten kann�

Zun�chst ist in Bild A�� die Abh�ngigkeit des Sto�koe�zienten �N von der norma�
len Sto�geschwindigkeit dargestellt� Hier ist ein deutlicher Trend zu erkennen� Die
Sto�zahl verringert sich von �� bei geringen bis zu ��� bei gro�en Sto�geschwin�
digkeiten� Die Ursache daf�r ist� da� der Gummi des Wurfk
rpers bei schnellen
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Bild ��� Tangentiale Relativgeschwindigkeit Gummi

Kollisionen st�rker zusammengedr�ckt wird und dadurch eine gr
�ere Abplattungs�
��che entsteht� Dadurch kann mehr Energie in innerer Reibung dissipiert werden�
Als Wert zur Berechnung der Vergleichskurven in den weiteren Diagrammen wird
�N 	 
	�� gew�hlt�

In Bild ��� ist die tangentiale Reversibilit�t deutlich erkennbar� Von wenigen Aus�
nahmen abgesehen� wurden nur St
�e mit negativer Relativgeschwindigkeit vor dem
Sto� durchgef�hrt� Die tangentiale Expansionsgeschwindigkeit zeigt immer einen
Vorzeichenwechsel� Den Sto�koe�zienten �T kann man in der Umgebung des Ur�
sprungs bestimmen� dort be�ndet sich der Bereich A gem�� Tabelle ���� Man legt
eine Ausgleichsgerade durch die Me�punkte und bestimmt deren Steigung� die ge�
m�� Sto�modell ��N�T betragen mu�� Da �N bereits bekannt ist� kann �T 	 
	�
bestimmt werden� Zur Identi�kation von � eignet sich der Schnittpunkt �Schnitt ei�
ner Ausgleichsgeraden f�r die weiter links liegenden Punkte mit der ��Achse� Dieser
liegt immer im Bereich des Falls B	� Aus der Gleichung f�r �TE in diesem Bereich
ergibt sich � 	 �Schnitt����� � �N��� F�r �Schnitt 	 �	� kann man mit � 	 �	��� f�r
den Gummiwurfk
rper � � �	� berechnen�

Der au��llige Unterschied in der Gr
�e der Fehlerbalken f�r verschiedene Werte
von � l��t sich wie folgt erkl�ren� Die W�rfe mit besonders gro�er Relativgeschwin�
digkeit �weit links in Bild ���� wurden mit sehr geringer An�uggeschwindigkeit auf
kurzem An�ugweg mit hoher Blitzfrequenz aufgenommen� Dadurch erh
hen sich die
statistischen Fehler�

Im Bild ���� wie auch im Bild ��� sind jeweils zwei Vergleichskurven zu theoretischen
Modellen eingetragen� Die mit �Theorie alt� bezeichneten Kurven entstehen� wenn
man das Sto�modell aus �		� verwendet� Die Kurven �Theorie neu� entstehen� wenn
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man das Sto�gesetz aus Abschnitt ��� verwendet� das in Gleichung ���	�� die Gr
�e
�gTE� einf�hrt� Dadurch verschwindet der kurze horizontale Abschnitt in der Ver�
gleichskurve bei �TE 	 
� Bei einem �T von ungef�hr eins f�llt dieser Unterschied
kaum auf� in den Abschnitten� in denen die Ergebnisse f�r den Stahlwurfk
rper
vorgestellt werden ���	�� und ��	���� ist er deutlicher�
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Bild �� Tangentialimpuls Gummi

Die Tangentialimpulse �Bild ���� zeigen ebenfalls eine gute �bereinstimmung zwi�
schen Rechnung und Messung� Auch hier scheint die �Theorie neu� die Versuchser�
gebnisse besser erkl�ren zu k
nnen�

Ein besonders beachtenswertes Ergebnis ist in Bild ��� dargestellt� Der Reibkoe�zi�
ent �� erreicht Werte� die gr
�er als eins� bis hin zu ��	 sein k
nnen� Die Ober��che
des Sto�k
rpers ist so rauh� da� derartige Werte auch plausibel erscheinen� Der
Beweis in Abschnitt ��	�� zeigt� da� damit auch w�hrend des Sto�es ein aktueller
Reibwert dieser Gr
�e geherrscht haben mu��

Zusammenfassend kann zu den Sto�versuchen mit dem Gummiwurfk
rper folgendes
gesagt werden�

� Die Sto�zahl in Normalenrichtung h�ngt in st�rkerem Ma� von der Kollisions�
geschwindigkeit ab� als es bei starren Wurfk
rpern der Fall ist�

� Es zeigt sich ein ausgepr�gtes tangentialreversibles Verhalten mit �T 	 
	��

� Es treten bei dem verwendeten Sto�material Reibkoe�zienten von � � � auf�

� Das Impulssto�gesetz kann den Sto� gut nachbilden� Die bessere �bereinstim�
mung durch die Modi�kation mit �gTE� ist hier erkennbar�
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Zum Abschlu� dieses Abschnitts soll noch ein Beispiel daf�r gezeigt werden� welche
eigenartigen Flugbahnen auftreten k
nnen� wenn Gummik
rper St
�e mit starken
tangentialreversiblen E�ekten durchf�hren� Ein spektakul�res Beispiel ist in Bild
�� �Negativ� dargestellt�

Anflug

1. Stoß2. Stoß

Bild ��� Flugbahn des Gummiwurfk
rpers bei extremer negati�
ver Relativgschwindigkeit vor dem Sto��

Der Wurfk
rper �iegt von links heran und hat im Sto�moment eine Schwerpunkts�
geschwindigkeit von � m$s horizontal und � m$s senkrecht nach unten� Die Winkel�
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geschwindigkeit des K
rpers betr�gt �� U$s im Gegenuhrzeigersinn� Damit ergibt
sich eine tangentiale Relativgeschwindigkeit im Kontakt von ca� �	�� m$s�

Diese Ausgangskon�guration f�hrt im ersten Sto� zu zwei Konsequenzen� Erstens
kehrt sich die Richtung der Schwerpunktsbewegung um� der K
rper �iegt in Wurf�
richtung zur�ck und zweitens rotiert der K
rper � bedingt durch den tangentialre�
versiblen Sto� � danach in entgegengesetzte Richtung�

Im zweiten Sto� kehren sich die Verh�ltnisse erneut um� Bedingt durch den gro�en
Drall �iegt der K
rper wieder in die urspr�ngliche horizontale Flugrichtung und
auch die Rotation �ndet wieder im Uhrzeigersinn statt� Nach einer langgestreckten
Parabel�ugbahn k
nnte erneut ein derartiges Sto�paar auftreten�

����� Sto�versuche Stahlwurfk�rper auf Stahl

Nach den etwas �exotischen� Materialpaarungen in den Abschnitten ��	��� ��	�	 und
��	�� sollen zwei technisch relevante Sto�partner untersucht werden� Im folgenden
der Sto� eines Stahlwurfk
rpers auf eine Stahlplatte und im Abschnitt ��	�� der Sto�
desselben K
rpers auf eine Aluminiumplatte�

Auch beim Kontakt Stahl�Stahl zeigt sich eine Abh�ngigkeit der Sto�zahl �N von
der Kollisionsgeschwindigkeit# sie schwankt zwischen ��� und �� �Bild A���� F�r die
Vergleichsrechnungen wird �N 	 
	�� verwendet�

Die tangentiale Relativgeschwindigkeit ist in zwei Diagrammen dargestellt� In Bild
A� ist der gesamte Verlauf zu sehen und in Bild ��� eine Ausschnittvergr
�erung�

Aus der Steigung in der N�he des Ursprungs kann man �T 	 
	�� identi�zieren� Der
Schnittpunkt der Geraden f�r kleine Gleitgeschwindigkeiten erm
glicht mit � 	 �	�
f�r den Stahlwurfk
rper die Bestimmung von � 	 
	��

In Bild ��� ist im Bereich �
	� � � � �
	 erkennbar� da� sich das modi�zierte
Modell mit �gTE� dem Modell ohne diese Verschiebung der Kennlinie als �berlegen
zeigt� Ein Bereich der tangentialen Relativgeschwindigkeit vor dem Sto�� bei dem
reines Haften herrscht� eingeschlossen von einem tangentialreversiblen und einem
reinen Reibbereich� ist auch physikalisch unanschaulich�

Die Darstellung der Tangentialimpulse� dargestellt in Bild ����� zeigt im Bereich A
�vgl� Tabelle ���� eine gute �bereinstimmung zwischen Rechnung und Messung�

Im Bereich des reinen Gleitens wird die �bereinstimmung bei zunehmender Rela�
tivgeschwindigkeit schlechter� Die Ursache wird bei der Betrachtung von Bild ����
deutlich� Hier wird eine Reibkurve ���vrel� sichtbar� Der Reibwert schwankt im Gleit�
bereich zwischen ���� f�r kleine und ��� f�r gro�e Relativgeschwindigkeiten� Da die
Vergleichskurven immer mit einem konstanten � 	 
	� berechnet wurden� ist die
hiermit Diskrepanz leicht zu erkl�ren�

Zusammenfassend kann zu den St
�en Stahl�Stahl gesagt werden�

� Es ist eine geringe Abh�ngigkeit der Sto�zahl �N von der Kollisionsgeschwin�
digkeit gegeben�
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Bild ��� Tangentiale Relativgeschwindigkeit Stahl�Stahl� Teil�
ansicht
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Bild ��	� Tangentialimpuls Stahl�Stahl

� Auch beim Kontakt Stahl�Stahl treten tangentialreversible E�ekte auf &

� Bei diesem Sto� mu� die starke Abh�ngigkeit des Reibwertes � von der tan�
gentialen Relativgeschwindigkeit ber�cksichtigt werden�
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����
 Sto�versuche Stahlwurfk�rper auf Aluminium

Der Sto� Stahl�Aluminium stellt ebenfalls eine technisch relevante Materialpaarung
dar� Zur Durchf�hrung dieser St
�e wurde der Stahlwurfk
rper auf eine Alumini�
umplatte geworfen�

Die Abh�ngigkeit von �N von der Kollisionsgeschwindigkeit ist nur gering ausgepr�gt
�Bild A���� Als Mittelwert zur Erzeugung der Vergleichskurven wurde �N 	 
	��
gew�hlt�

Die tangentiale Relativgeschwindigkeit �TE ist in zwei Bildern dargestellt� in einer
Ausschnittvergr
�erung �Bild ���	� und einer Gesamtansicht �Bild A����� Aus der
Steigung der �TE�Kurve identi�ziert man �T 	 
	�� und � 	 
	��� In Bild ���	 ist
deutlich zu erkennen� da� das in dieser Arbeit vorgestellte Impulssto�gesetz auch
den �bergangsbereich vom reversiblen Sto� zu reinem Gleiten �
	� � � � �
	 gut
beschreiben kann�

Die zunehmende Diskrepanz zwischen Rechnung und Messung f�r gr
�ere Relativ�
geschwindigkeiten � in den Bildern A��� und A��� liegt auch bei dieser Material�
paarung in der fallenden Reibkennlinie begr�ndet� In Bild A��	 zeigt sich� da� ��

zwischen ��	 an der Haftgrenze und ��� bei gro�en Gleitgeschwindigkeiten schwanken
kann�

Zusammenfassend kann festgestellt werden� da� sich die St
�e des Stahlwurfk
rpers
auf eine Aluminiumplatte �hnlich verhalten wie die auf eine Stahlplatte� Die norma�
len und tangentialen Sto�koe�zienten sind gleich� der Reibwert um ca� ��% h
her�
Die �bereinstimmung Rechnung�Messung ist gut und kann durch Einf�hrung eines
geschwindigkeitsabh�ngigen � noch verbessert werden�
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����� Der Reibwert

Bei den Versuchen mit dem Gummiwurfk
rper wurden Impulsverh�ltnisse������
�
T

��N

����� 	 j��j � � ������

gemessen� An dieser Stelle soll gekl�rt werden� welche R�ckschl�sse damit auf den
Reibkoe�zienten � w�hrend des Sto�es gezogen werden k
nnen� Dazu wird die Reib�
funktion �T �t� 	 �T �t���N�t� de�niert� die den aktuellen Reibbeiwert w�hrend des
Sto�es beschreibt� Herrscht zu einem Zeitpunkt t Gleiten� ist �T �t� 	 	��vrel� W�h�
rend Haftphasen wird ��� � �t�t� � �� gelten� je nach der Gr
�e der Zwangskraft
�T �t��

Die Sto�impulse �� stellen die Integrale der Kr�fte ��t� �ber der Sto�zeit t dar�
Somit gilt�Z

T

�T �t��N �t� dt 	
Z
T

�T �t� dt 	 �T 	 ���N 	 ��
Z
T

�N �t� dt ������

Wichtig sind das erste und das letzte Glied dieser Gleichungskette� Da bei einem
sinnvollen Sto� immer �N�t� � 
 gilt� kann man mit dem Mittelwertsatz der Inte�
gralrechnung folgende Aussage tre�en �siehe ����� S� ����� Die Reibfunktion �T �t�
erreicht zu mindestens einem Zeitpunkt w�hrend des Sto�es den Wert ��� Ist dieser
Wert gr
�er als �� hei�t das� da� w�hrend des Sto�es tats�chlich auch ein Reibwert
gr
�er als � aufgetreten ist�
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��	 Exzentrische St��e

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Sto�versuche mit dem exzentrischen
Wurfk
rper dargestellt� Es wurden nur Versuche mit dem in Bild ��	 dargestellten
Gummiwurfk
rper durchgef�hrt� Gr�nde daf�r waren�

� Die Untersuchung tangentialreversibler E�ekte ist Schwerpunkt dieser Arbeit�
sie treten bevorzugt bei Gummiwurfk
rpern auf�

� Gummi hat einen besonders gro�en Reibkoe�zienten� Dieser ist Voraussetzung
daf�r� da� die Reibe�ekte bei dieser Sto�art gut hervortreten�

� Rutscht ein exzentrischer Wurfk
rper beim Sto� weg� wird in der Regel kein
richtiges Abheben mehr statt�nden k
nnen� Er bleibt gegebenenfalls liegen
oder wird erneute St
�e an anderen Stellen des K
rpers ausf�hren� Diese F�lle
sind mit dem verwendeten Me�verfahren nicht auswertbar�

Exzentrische St
�e lassen sich� im Gegensatz zu zentralen St
�en� nicht durch eine
Variation einer einzigen Gr
�e wie � beschreiben� Deshalb wird bei der Versuchs�
planung wie auch bei der Auswertung ein anderer Weg beschritten� Es wird eine
Serie von W�rfen mit folgenden Anfangswerten durchgef�hrt� Die Schwerpunkts�
geschwindigkeit des Wurfk
rpers betr�gt in Tangentialrichtung �xA 	 � m$s und
in Normalrichtung �yA 	 ��	� m$s� Die Winkelgeschwindigkeit wird so eingestellt�
da� bei senkrechtem Auftre�en mit � 	 
 �gTA 	 
 gilt �keine tangentiale Rela�
tivgeschwindigkeit im Sto�kontakt�� Dies wird mit �A 	 � �xA�R � rSM� erreicht
�Rollbedingung��

x

xA xE

y <0A

yE

y ωA

ωE

α

Bild ���� Geometrie� und Kinematikgr
�en zur Auswertung des
exzentrischen Sto�es

Bei der durchgef�hrten Versuchsreihe wird der Auftre�winkel � �siehe auch Bild
����� von ca� �	�� bis ��� variiert� Gr
�ere Winkel f�hren dazu� da� nach diesem
ersten Sto� ein weiterer Sto� an der benachbarten �Ecke� des Wurfk
rpers auftrat�
Mit dem verwendeten Me�verfahren sind derartige Versuche nicht auswertbar�

Der verwendete Wurfk
rper hat folgende Massen� und Geometrieeigenschaf�
ten �zur Bedeutung siehe Abschnitt ��	�	�� Masse m 	 
 g� Tr�gheitsmoment
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J 	 ��

 gmm�� Rundungsradius R 	 � mm und Abstand des Rundungsmittel�
punktes zum Schwerpunkt rSM 	 �� mm� Die Kennzahlen des Sto�es wurden in
guter �bereinstimmung mit den Ergebnissen f�r den zentralen Sto� mit � 	 �	��
�N 	 
	� und �T 	 
	� identi�ziert� Die Wahl des Reibwertes erweist sich hier als
nebens�chlich� da bei allen hier vorgestellten exzentrischen St
�en Haften vorliegt
und � nur gro� genug sein mu�� um dies zu gew�hrleisten�
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Bild ��
� Normale Schwerpunktsgeschwindigkeit nach dem Sto�

In Bild ���� sind die normalen Abhebegeschwindigkeiten �yE dargestellt� �ber dem
Auftre�winkel � sind die Ergebnisse der Wurfversuche dargestellt� Die Markierun�
gen in Form eines � mit den Fehlerbalken stellen die Me�ergebnisse der einzelnen
Versuche dar wobei als Bandbreite die 	���Streuung eingetragen ist� Die Kreuze in
Form eines 
 stellen die Vorhersage mit dem Impulssto�gesetz dar� Eingangsgr
�
�e f�r die Berechnung waren die Gr
�en �xA� �yA� �A und � aus der Messung der
Flugbahn vor dem Sto�� Bei jedem Winkel � sind demnach je ein Me�wert und ein
berechneter Wert eingetragen�

Mit einer gestrichelten Linie ist in den Bildern die Kurve eingetragen� die entstehen
w�rde� wenn die Anfangsbedingungen der St
�e genau den Vorgaben entsprochen
h�tten� Da die Wurfmaschine jedoch eine gewisse Streuung bei der Verwirklichung
der geforderten Anfangsbedingungen aufweist� liegen die Me�werte und die jeweils
zugeh
rigen berechneten Werte etwas abseits dieser Kurve� Wichtig zur Bewertung
der �bereinstimmung zwischen Rechnung und Messung ist nur der Vergleich der
jeweiligen � mit dem zugeh
rigen 
� die Abweichung von der Kurve macht letztlich
eine Aussage �ber die Funktionsqualit�t der Wurfmaschine�
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Bild ���� Tangentiale Schwerpunktsgeschwindigkeit nach dem
Sto�

Beim Winkel � 	 
�� was einem zentralen Sto� entspricht� ist die Abhebegeschwin�
digkeit 	� m$s� was bei der An�uggeschwindigkeit von ���� m$s die normale Sto��
zahl �N 	 
	� best�tigt� Bei An�ugwinkeln � � 
� springt der K
rper deutlich
�acher ab� Dieser E�ekt spiegelt sich auch in den Bildern wieder� die die Geschwin�
digkeit in x�Richtung und die Winkelgeschwindigkeit zeigen �Bilder ���� und ������
Bei � 	 
� �ndern sich die Bewegungszust�nde nicht� Der K
rper �iegt mit er�
f�llter Rollbedingung an� st
�t ohne die Einwirkung eines Tangentialimpulses �Bild
A���� und �iegt mit erf�llter Rollbedingung � �yE 	 � m$s und �E 	 ��

 rad$s�
weiter� Springt bei negativen Werten von � der K
rper �acher ab� geht dies mit
einer deutlichen Beschleunigung der Tangentialgeschwindigkeit und auch der Win�
kelgeschwindigkeit einher� Bei Winkeln � � �
� kommt es zu gar keinem Abheben
des K
rpers mehr� Insgesamt zeigt sich f�r den Bereich � � 
 eine gute �berein�
stimmung zwischen Rechnung und Messung�

Im Bereich � � 
 spielen sich im wesentlichen die gegenteiligen E�ekte ab wie im
zuvor beschriebenen Bereich� Die Normalgeschwindigkeit nimmt zu und die Tan�
gentialgeschwindigkeit ab� Im Grenzfall bei � � ��� verschwindet die tangentiale
Schwerpunktsgeschwindigkeit und der Wurfk
rper �iegt� bereits mit einem Gegen�
drall versehen� senkrecht nach oben weg�

In Bild ���� kann man den Ein�u� der tangentialen Reversibilit�t erkennen� Hier
sind zus�tzlich noch Vergleichsrechnungen mit einem  eingezeichnet� bei denen mit
�T 	 
 ohne tangentiale Reversibilit�t gerechnet wurde� Man kann erkennen� da�
sich die Messungen damit nicht richtig nachbilden lassen� Die tangentialreversiblen
E�ekte spielen somit auch bei diesem Sto�typ eine wichtige Rolle�
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Bild ��� Winkelgeschwindigkeit nach dem Sto�

Die Bilder A��� und A��� zeigen die Impulse in normaler und tangentialer Rich�
tung w�hrend des Sto�es� Der Verlauf des Normalimpulses ist genau korreliert zur
Abhebegeschwindigkeit �yE� Der Tangentialimpuls verschwindet� wenn � 	 
 gilt�

Au��llig bei allen Ergebnisbildern ist die zunehmend schlechte �bereinstimmung
der Me�ergebnisse mit den Rechnungen f�r gro�e Winkel �� insbesondere bei der
Abhebegeschwindigkeit �yE� was sich auch in der Energiedi�erenz in Bild A��� wider�
spiegelt� Bei diesen St
�en ist der Normalimpuls besonders gro�� Das hat folgende
Konsequenzen�

� Der Sto� dauert l�nger� Es sind deutliche "nderungen des Winkels w�hrend
des Sto�es denkbar� die das Ergebnis nicht mehr mit dem Impulssto�modell
nachvollziehen lassen�

� Der Wurfk
rper wird so stark elastisch verformt� da� man nicht mehr von dem
gleichen �N ausgehen kann� wie bei anderen Sto�kon�gurationen�

Zusammenfassend l��t sich feststellen� Bei den hier durchgef�hrten St
�en steht
die Impulssto�hypothese bereits auf wackeligen Beinen� Bei den zentralen St
�en
ist das nicht aufgefallen� da eine translatorische Verlagerung w�hrend des Sto�es
zu keiner Geometrie�nderung gef�hrt hat� Zudem ist bei den Ballscheiben� die f�r
die zentralen Sto�versuche verwendet wurden� die Kontaktstei�gkeit h
her� als bei
dem mit kleinerem Radius an den Ecken abgerundeten exzentrischen Wurfk
rper�
Die Versuche untermauern die Sto�theorie� insbesondere die tangentialreversiblen
E�ekte� zeigen aber zugleich die Grenzen des Impulssto�modells auf�
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Kapitel �

Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist es� einen Beitrag zum Verst�ndnis und zur Modellierung von
Sto�prozessen in Mehrk
rpersystemen zu liefern� St
�e treten immer auf� wenn Teile
eines Mehrk
rpersystems untereinander oder mit einer inertialfesten Umgebung in
Kontakt kommen und dabei eine Relativgeschwindigkeit zwischen den Kontaktpart�
nern vorhanden ist� In der Mechanik ist der Begri� des Sto�es eng mit der Vorstellung
einer unstetigen Geschwindigkeits�nderung verkn�pft� Da in der Natur alle makro�
skopischen mechanischen Vorg�nge stetig verlaufen� treten derartige �berg�nge nur
bei einer massendiskreten Modellierung der beteiligten K
rper auf� Insbesondere ist
dies der Fall� wenn man die Modellvorstellung �Starrk
rper� zugrunde legt�

Es gibt kein allgemeing�ltiges Sto�modell� das f�r alle Ber�hrungsvorg�nge in Mehr�
k
rpersystemen gleicherma�en geeignet ist� Nach dem Modellierungsgrundsatz �so
einfach wie m
glich� so kompliziert wie n
tig� mu� je nach spezi�schem Ph�nomen
ein geeignetes Modell ausgew�hlt werden�

Bei sehr kurzen Sto�zeiten kann die Weiterbewegung der sto�enden Teile w�hrend
der Ber�hrzeit vernachl�ssigbar sein und die im Kontaktpunkt auftretenden Kraft�
spitzen k
nnen die Betr�ge aller anderen eingepr�gten Kr�fte im System �bersteigen�
Unter diesen Bedingungen ist es m
glich� ein sogenanntes Impulssto�gesetz zu ver�
wenden� Dabei l��t man in einem Grenzproze� die Sto�zeit verschwinden und geht
von unstetigen Geschwindigkeits�nderungen aus� die durch Kraftimpulse verursacht
werden� Diese Impulse entsprechen dem Integral der Kontaktkraftspitzen �ber die
Sto�zeit�

Findet ein Sto� an mehreren Stellen im System gleichzeitig statt� was immer der
Fall ist� wenn in einem System mehrere geschlossene Bindungen vorhanden sind�
kann die auf einen Zeitpunkt reduzierte Impulssto�beschreibung nicht mehr zul�ssig
sein� Auch komplizierte Haft�Gleit��berg�nge in einem Kontakt k
nnen bereits ein
Modell� bei dem der Sto� zeitlich aufgel
st wird� notwendig machen� In dieser Arbeit
wird dazu ein Hybrides Sto�modell vorgestellt� das die Annahme konstanter Lagen
der am Sto� beteiligten K
rper mit der M
glichkeit beliebiger zeitlich aufgel
ster
Kontaktabfolgen verkn�pft� Mit diesem Modell ist es auch m
glich� den Ein�u� ein�
gepr�gter Kr�fte zu ber�cksichtigen� die die Gr
�enordnung der Sto�kontaktkr�fte
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erreichen�

Die Sto�modellierung von elastischen K
rpern mu� immer zeitkontinuierlich erfol�
gen� da die Speicherung und Entspeicherung von Energie nicht auf einen Punkt
konzentriert werden kann� sondern der gesamte K
rper zu diesem Proze� beitr�gt�
Besonders aufwendig wird die Beschreibung� wenn man die Wellenausbreitung in
den K
rpern ber�cksichtigen mu�� die zu v
llig anderen Resultaten des Sto�vor�
gangs f�hren kann� als es mit den anderen Modellen vorhersagbar ist�

Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Darstellung eines Impulssto�modells� das einen
m
glichst gro�en Bereich von denkbaren Starrk
rperst
�en abdecken soll� Insbe�
sondere werden die Vorg�nge in Richtung der Sto�tangente ausf�hrlich modelliert�
Dabei spielt nicht nur die Reibung eine Rolle� ohne die in Tangentialrichtung kei�
ne Kr�fte auftreten k
nnen� sondern auch sogenannte tangentialreversible E�ekte�
Diese beschreiben� da� w�hrend eines Sto�es nicht nur in Normalenrichtung� son�
dern auch in tangentialer Richtung eine Umwandlung von kinetischer in potentielle
Energie statt�ndet� die bei ihrer R�ckumwandlung die Separation der K
rper be�
ziehungsweise eine tangentiale Relativgeschwindigkeit herbeif�hrt�

Der Sto� teilt sich dabei � angelehnt an das Poisson sche Sto�gesetz � in eine
Kompressions� und eine Expansionsphase auf� In der Kompressionsphase werden die
Kontaktpunkte so abgebremst� da� keine weitere Ann�herungsgeschwindigkeit mehr
vorhanden ist� Dabei k
nnen auch in der Tangentialrichtung Geschwindigkeits�ber�
g�nge mit entsprechenden Reibph�nomenen statt�nden� Ein durch den Sto�koe�zi�
enten �N berechneter Anteil des Kompressionsimpulses wird in der Expansionsphase
wieder verwendet� um die Separation der K
rper zu erreichen oder zumindest ein
weiteres Eindringen zu verhindern� Zus�tzlich entspeichert sich ein Teil des Tangen�
tialimpulses� der durch die im Kontakt �bertragbare Reibung begrenzt wird� Daf�r
wird der tangentiale Sto�koe�zient �T eingef�hrt� Somit ist auch in Tangential�
richtung eine Umkehrung der Relativbewegung m
glich� Dieser Vorgang wird als
tangentialreversibler Sto� bezeichnet�

Das Gesetz ist auch auf Mehrfachkontakte anwendbar� da die Bewegungs�nderungen
�ber Impulsbilanzen f�r das Gesamtsystem berechnet werden und eine Formulierung
mit einseitigen Bindungen die Impenetrabilit�t der beteiligten K
rper immer garan�
tiert�

Mit einer Versuchseinrichtung wurde das vorgestellte Sto�gesetz mit Experimenten
verglichen� Diese Anlage besteht einerseits aus einer Wurfmaschine� die scheibenf
r�
mige Probek
rper aus nahezu beliebigen Materialien auf eine Unterlage �iegen und
dort sto�en l��t und andererseits aus der zugeh
rigen Auswertetechnik� Die Bahn
des Wurfk
rpers wird w�hrend der gesamten Flugphase mittels einer Stroboskopbe�
leuchtung fotogra�ert� Anhand der Auswertung dieser Fotos kann die translatorische
und rotatorische Geschwindigkeit des K
rpers vor und nach dem Sto� bestimmt wer�
den� Damit lassen sich die Sto�impulse und die Reibkoe�zienten der Kontaktpartner
bestimmen�

Zentrale Sto�versuche wurden mit verschiedenen Materialpaarungen durchgef�hrt�
Die St
�e von PVC� und Te�on�Wurfk
rpern auf eine Melamintischplatte zeigen das
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Verhalten eines reinen Reibsto�es� Die Tangentialgeschwindigkeit im Kontakt wird
entweder bis hin zur Rollbedingung abgebremst oder der K
rper rutscht w�hrend
des Sto�es komplett durch�

Der Wurfk
rper mit dem Sto�belag aus einem Gummiball zeigt ein ausgepr�gtes
tangentialreversibles Verhalten� Reicht die Reibung aus� um Haften w�hrend des
Sto�es zu gew�hrleisten� wird die Tangentialbewegung nahezu vollst�ndig umge�
kehrt� Hier zeigen sich E�ekte� die von sogenannten Superb�llen bekannt sind� F�r
den tangentialen Sto�koe�zienten konnten aus den Messungen Werte von �T � 
	�
ermittelt werden# sie liegen damit in der gleichen Gr
�enordnung wie der normale
Sto�koe�zient �N f�r diese Materialien�

Ein besonders interessantes Ergebnis dieser Arbeit ist� da� tangentialreversible Ef�
fekte auch bei den technisch relevanten Materialpaarungen Stahl�Stahl und Stahl�
Aluminium auftreten� Diese E�ekte sind nicht so ausgepr�gt wie bei einem Gum�
mik
rper� treten aber dennoch deutlich auf� Der tangentiale Sto�koe�zient liegt
f�r beide Materialpaarungen bei �T � 
	��# zudem zeigt sich bei gro�en Relativge�
schwindigkeiten deutlich der E�ekt der fallenden Reibkennlinie�

Mit einem dreieckf
rmigen Gummiwurfk
rper wurden exzentrische Sto�versuche
durchgef�hrt� Die Ergebnisse stimmen ebenfalls gut mit dem theoretischen Sto�mo�
dell �berein� Die Sto�koe�zienten sind mit den Koe�zienten des zentralen Sto�es
nahezu identisch� Somit scheint auch der tangentiale Sto�koe�zient ein Material�
parameter zu sein� Bei den exzentrischen St
�en� bei denen ein besonders tiefes
Eindringen mit relativ langer Kontaktzeit auftritt� stimmen die Versuchsergebnisse
schlechter mit den theoretischen Berechnungen �berein� Hier ist die Annahme der
konstanten Lagen w�hrend einer vernachl�ssigbaren Sto�zeit nicht mehr erf�llt� Da�
mit ist die Modellierung dieser St
�e mit dem Impulssto�gesetz o�ensichtlich nicht
mehr zul�ssig�

Das in dieser Arbeit vorgestellte Sto�modell ist in der Lage einen weiten Bereich
von St
�en� wie sie in Mehrk
rpersystemen auftreten� richtig zu beschreiben� Von
besonderer Wichtigkeit ist das Konzept des tangentialreversiblen Sto�es� der auch
bei technisch relevanten Sto�paarungen auftreten kann� Damit ist es m
glich� St
�e
in Mehrk
rpersystemen realistischer zu beschreiben� als es bisher der Fall war�
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Anhang A

Bildanhang

Auf den folgenden Seiten sind die Versuchsergebnisse in Bildern dargestellt� die im
Kapitel � erkl�rt sind� dort aber keinen Platz fanden�

Zentrale Sto�versuche
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