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3 Flächentragwerke 
Die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik in kartesischen Koordinaten 
K,L=x,y,z sind (über einen in einem Summanden doppelt auftretenden Index wird 
summiert): 

• Die Gleichgewichtsbedingungen 
• Die Verzerrungs-Verformungsbeziehungen (hier für große Verzerrungen) 
• Das Materialgesetz (hier für linearelastisches Material) 

( )
KL,K L KL LK

KL K,L L,K MN M,K N,L

KL KLMN MN

f 0 ,
1 v v v v
2
C

+ = =

ε = + + δ

= ⋅ ε

τ τ τ

τ

 

 

(3.1) 

 

In 1.1 des Manuskriptes zum Teil Stabtragwerke wurde  die Einteilung von Kon-
struktionselementen nach ihrer räumlichen Ausdehnung vorgenommen. Bei Flä-
chentragwerken ist eine Abmessung (Wanddicke) klein gegenüber den beiden an-

deren Abmessungen 
der Bezugsfläche 
(Mittelfläche). In 
Richtung der 
Wanddickenkoordi-
nate werden physi-
kalisch sinnvolle 
kinematische An-
nahmen (für die 
Verformungen) und 
kinetische Annah-
men (für den Span-
nungsverlauf) ge-
troffen. Infolge die-
ser Annahmen kön-
nen die Grundglei-
chungen (3.1) über 

diese Koordinate integriert werden und aus dem 3D-Problem wird ein 2D-
Problem. 

Beim ebenen Flächentragwerk Abbildung 3.1.1 a) Scheibe (Beanspruchung in der 
Mittelebene), b) Platte (Beanspruchung senkrecht zur Mittelebene) entkoppeln a-
nalog zum geraden Stab  

• Zug/Druck-Stab (Längskraft FL=∫ σzdA, σz=FL/A) = Scheibe 

 

Abbildung 3.1.1: Scheibe, Platte, Schale (2D-Kontinua) 
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• Biegebalken (Biegemoment Mbx=∫ σzydA, σz= Mbxy/Ixx) = Platte  
der Längskraftzustand vom Biegemomentenzustand. Beide Beanspruchungen kön-
nen (bei linearen Theorien) getrennt berechnet und durch Superposition überlagert 
werden. 
Beim gekrümmten Flächentragwerk (Abbildung 3.1.1 c)) gibt es analog zum ge-
krümmten Stab diese Entkopplung nicht 

• gekrümmter Stab = Schale 
Die Verformungen werden, entsprechend der Theorie 1.Ordnung als klein voraus-
gesetzt (Die GGBn dürfen am unverformten Bauteil aufgestellt werden), wenn 
nicht ausdrücklich endliche Verformungen zugelassen werden. Kleine Verformun-
gen bedingen auch kleine Verformungsgradienten. Deshalb dürfen die quadrati-
schen Glieder in den Verzerrungs-Verformungsbeziehungen aus (3.1) vernachläs-
sigt werden. 

3.1 Rechteckscheiben (kartesische Koordinaten) 
Scheiben sind ebene Flächentragwerke, die ausschließlich in ihrer Ebene (hier der 
x,y-Ebene) beansprucht werden. Die Wanddickenkoordinate ist z, mit der Wand-
dicke h und  –h/2 ≤ z ≤ h/2. Die Scheibenmittelfläche z=0 ist die Bezugsfläche.  

3.1.1 Kinematische Annahmen, Verzerrungen 
Die Scheibe bleibt auch im verformten Zustand eben, d.h. die Verformungen in z-
Richtung sind Null: 

( ) ( )x x y y zv v x, y , v v x, y , v 0= = =  (3.1.1.1) 

Damit sind die Verzerrungen: 

x xx x,x y yy y,y

xy xy x,y y,x

v , v

2 v v

ε = ε = ε = ε =

γ= γ = ε = +
 

(3.1.1.2) 

und 

zz z,z

xz xz x,z z,x

yz yz y,z z,y

v 0
2 v v 0
2 v v 0

ε = =
γ = ε = + =
γ = ε = + =

 

 

(3.1.1.3) 

Mit (3.1.1.2) ergibt sich die Verträglichkeitsbedingung: 

x,yy x,xyy y,xx y,yxx xy,xy x,yxy y,xxy

x,yy y,xx xy,xy

v , v , v v

0

ε = ε = γ = +

⇒ ε + ε −γ =
 

(3.1.1.4) 



Flächentragwerke Seite - 5 - 

Volker Hellmann März 2006 

 

3.1.2 Kinetische Annahmen 
Es wird ein ebener Spannungszustand mit über der Wanddicke konstanten Span-
nungen vorausgesetzt: 

( ) ( )
( )

x xx y yy z zz

xy xz yz

x, y , x, y , 0

x, y , 0

σ = σ σ = σ σ = σ =

τ= τ τ = τ =
 

(3.1.2.1) 

Die kinetische Annahme σz=0 steht für die Querdehnungszahl ν≠0 im Widerspruch 
zu der kinematischen Annahme εz=0, da die Kopplung über das Hookesche-Gesetz 
ergibt 

( )z z x y x ymit
1 , 0
E
⎡ ⎤ε = σ −ν σ +σ σ +σ ≠⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.1.2.2) 

3.1.3 Schnittgrößen 
Mit den kinetischen Annahmen (3.1.2.1) können die Schnittgrößen (Kräf-
te/Längeneinheit) eingeführt werden: 

x x x y y y xyn dz h , n dz h , n dz h= σ =σ = σ =σ = τ = τ∫ ∫ ∫  (3.1.3.1) 

 

3.1.4 Gleichgewichtsbedingungen am Element der Scheibenmit-
telfläche 

Aus einer Rechteckscheibe mit den Abmessungen a, b und der Dicke h werden an 
den Koordinaten x und y ein Flächenelement dA=dxdy der Mittelfläche herausge-
schnitten, die Schnittkräfte nx, ny, nxy (an den Schnittlinien x+dx und y+dy mit ih-

 

Abbildung 3.1.1: Element dA der Scheibenmittelfläche 
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ren differentiellen Änderungen) und die Flächenlasten px, py eingetragen: 
Die Kräftegleichgewichtsbedingungen in x- und y-Richtung ergeben: 

( ) ( )

( ) ( )xy y

x x yx yx

x,x yx,y x

xy xy y y

x y

xy,x y,y

x x

y

y

n n dy n n dx dA 0 1/ dA

n n p 0

n dn dn

dn dn p

n dy n n dx dA 0 1/ dA

n n

p

p 0

+ − + + − + = ⋅

⇒ + + =

+ − + + − + = ⋅

⇒ + + =
 

 

(3.1.4.1) 

Das Momentengleichgewicht um die z-Achse (z.B. in Elementmitte) ergibt 

xy xy xy yx yx yx

xy xy xy yx yx yx

xy yx xy yx

dx dx dy dy(n dn )dy n dy (n dn )dx n dx 0 1/ dA
2 2 2 2

1 1 1 1(n dn ) n (n dn ) n 0
2 2 2 2

n n 0 , dn dn 0

+ + − + − = ⋅

+ + − + − =

⇒ − = − =
 

die Gleichheit der zugeordneten Schubkräfte nxy=nyx. Das folgt auch aus der 
Gleichheit der zugeordneten Schubspannungen τxy=τyx mit nxy=τxyh und nyx=τyxh. 

3.1.5 Materialgesetz für die Schnittkräfte (linearelastisch) 
Mit den Schnittkräften von  (3.1.3.1)  kann das linearelastische Materialgesetz: 

( ) ( )

( )

T T
x y xy x y xy

1

2

n E , n n ,n ,n , , ,

E n
D D 0

E EhE D D 0 , G , D
2 1 10 0 Gh

−

= ⋅ ε = ε = ε ε γ

ε = ⋅
⎛ ⎞ν ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= ν = =⎟⎜ ⎟⎜ +ν⎟ −ν⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 

 

(3.1.5.1) 

mit dem Elastizitätsmodul E, der Querdehnungszahl υ, dem Schubmodul G der 
Dehnsteifigkeit D und der Schubsteifigkeit Gh geschrieben werden. 

3.1.6 Differentialgleichungen des Problems 
Es gibt 8 Grundgleichungen: 

• 2 GGBn. (3.1.4.1) 

• 3 Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen (3.1.1.2) 

• 3 Gleichungen des Materialgesetzes (3.1.5.1) 
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für 8 unbekannte Größen: 

• 3 Schnittkräfte nx, ny, nxy (3.1.3.1) 

• 2 Verformungen vx, vy (3.1.1.1) 

• 3 Verzerrungen εx, εy, γxy (3.1.1.2). 
Damit sind die Dgln. des Problems vollständig formuliert. 

3.1.7 Aufbereitung der Differentialgleichungen zur Lösung 
Die Aufbereitung der Dgln. zur Lösung hängt von der Art der RBn und der Flä-
chenlasten px und py ab. 
Bei Vorgabe von  

• Verformungs-RBn, 

• gemischten RBn für Verformungen und Schnittkräfte 

• und/oder px≠konst., py≠konst.: 
Eliminieren der Verzerrungen durch Einsetzen der Verzerrungs-Verformungs-
Beziehungen (3.1.1.2) in das Materialgesetz (3.1.5.1) und damit in die GGBn 
(3.1.4.1) ergibt 2 gekoppelte, partielle, lineare DGln für die Verschiebungen vx und 
vy. 

x
x,xx y,xy x,yy

y
y,yy x,yx y,xx

1 1 pv v v 0
2 2 D

p1 1v v v 0
2 2 D

+ν −ν+ + + =

+ν −ν+ + + =
 

 

(3.1.7.1) 

 

Bei Vorgabe von 

• Schnittkraft-RBn 

• und px=konst., py=konst.: 
Einführung einer übergeordneten Funktion F (Airysche Spannungsfunktion) mit 

x ,yy y ,xx xy ,xy x y

x x y y

x yy y xx xy xy x y

konst. , ,

F , F , F f y f x

B h F , h p h f p h f

n B, , n B, , n B, p y p x

σ = σ = τ =− − −

= ⋅ = = ⋅ = ⋅

= = =− − −

 

(3.1.7.2) 

Diese Spannungsfunktion F erfüllt die GGBn (3.1.4.1) identisch. 
Eliminieren der Spannungen durch Einsetzen von (3.1.7.2) in das Materialgesetz 
(3.1.5.1) und damit in die Verträglichkeitsbedingung (3.1.1.4) ergibt eine partielle, 
lineare Dgl. (Bipotentialgleichung) für die Spannungsfunktion F. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
,xx ,yy

,xxxx ,xxyy ,yyyy

F 0 ,

2

ΔΔ = Δ = +

ΔΔ =Δ Δ = + +
 

 

(3.1.7.3) 

Für Kreis- und Kreisringscheiben wird das Problem besser in Polarkoordinaten r, 
ϑ formuliert 1  (r - Radius, ϑ - Umfangswinkel). Dabei bleibt natürlich die Dgl. 
von (3.1.7.3) erhalten, aber der Differentialoperator ändert sich infolge der von der 
Koordinate r abhängigen Skalierung auf einem Rand r=konst. 

( ) ( ) ( ) ( )2,rr ,r ,
1 1
r r ϑϑΔ = + +  (3.1.7.4) 

 

3.1.8 Beispiel: Rechteckscheibe mit Flächenlast py  
Eine Rechteckscheibe nach Abbildung 3.1.2 wird 
durch eine  konstante Flächenlast py=konst. in Richtung 
der Koordinate y  beansprucht. 
Geg.: Breite a=10mm, Höhe b=20mm, Dicke h, Elasti-
zitätsmodul E=2⋅105MPa, Querdehnungszahl υ=0.3, 
Volumenkraft py/h=10N/mm3 

Ges.:  

• Spannungszustand nach  (3.1.7.2) 
Mit den RBn.: 
nx(±a/2,y)=0 
ny(x,b)=0 
ny(x,0)=pyb 
nxy=0 auf dem gesamten Rand 

• Zugehöriger Verformungszustand. 
Nach (3.1.7.2) muß wegen den RBn für nxy=-B,xy-pyx und px=0 die Funktion B 
mindestens quadratisch in x und linear in y sein. Deshalb wird ein vollständiger 
Polynomansatz bis 3.Ordnung gewählt. Das konstante Glied und die in x bzw. y 
linearen Glieder können weggelassen werden, da in den Schnittkräften nur Anteile 
ab zweiter Ableitung von B auftreten. 

2 2 2 2 3 3
11 20 02 21 12 30 03

x yy 02 12 03

y xx 20 21 30

xy xy y 11 21 12 y

B C xy C x C y C x y C xy C x C y
n B, 2C 2C x 6C y

n B, 2C 2C y 6C x

n B, p x C 2C x 2C y p x

= + + + + + +
= = + +

= = + +

=− − =− − − −

 

 

(3.1.8.1)

 

Abbildung 3.1.2: Recht-
eckscheibe 
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Die Funktion B nach (3.1.8.1) erfüllt schon die Dgln. (3.1.7.2). Das Einsetzen der 
Randbedingungen ergibt über Koeffizientenvergleich für B nur für die Konstanten 
C20 ≠ 0 und C21 ≠ 0. Für B und die Schnittkräfte nx, ny und nxy wird: 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

y 2

x x,x y,y

y y
y y y,y x,x y

y
xy x,y y,x y max

p
B x b y

2
n 0 D v v

n p
n p b y D v v , b y

h h
p

n 0 G h v v , b 200MPa
h

= −

= = +ν

= − = +ν σ = = −

= = ⋅ + σ = =

 

 

(3.1.8.2) 

Die Verformungen ergeben sich aus der Integration von (3.1.8.2). 

( )y
x x0

2
y

y y0

p
v x b y v y

Eh
p y xv y b v x
Eh 2 2

ν
=− − + −ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎢ ⎥⎜= − −ν + +ϕ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

(3.1.8.3) 

Diese Verformungen  erfüllen natürlich auch die Dgln.  (3.1.7.1). 
Die Integrationskonstanten vx0, vy0 und φ entsprechen den möglichen Starrkörper-
bewegungen und können Null gesetzt werden. 
Wenn die Querdehnungszahl υ ≠ 0 ist, wird die Verschiebung vx ≠ 0 und auch die 
Verschiebung vy auf dem Rand y=0 nicht Null. 
Die Vergleichspannungen nach der Gestaltänderungsenergiehypothese von zwei 
zugehörigen FEM-Lösungen mit Verformungsvorgaben auf dem Rand y=0 sind in 
Abbildung 3.1.3 und Abbildung 3.1.4 dargestellt. Der homogene Spannungszu-
stand von (3.1.8.2) wird bei Vorgabe vy(x,0)=0 nur unerheblich gestört. Wenn zu-
sätzlich aber auch vx(x,0)=0 gefordert wird, kommt es auf diesem Rand an den 
Ecken bei x=±a/2 zu einer Spannungssingularität. Mit feiner werdender Vernet-
zung konvergiert die Lösung dort also nicht. 
Demzufolge braucht für die RBn von Abbildung 3.1.3 keine Lösung nach (3.1.7.1) 
gesucht zu werden und für die RBn von Abbildung 3.1.4 ist für x=±a/2 und y=0 
nach der Elastiztätstheorie keine endliche Lösung möglich. 
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Abbildung 3.1.3: Vergleichsspannung, RBn. oberer Rand:  vx(x,0)≠0, vy(x,0)=0 

 

Abbildung 3.1.4 Vergleichsspannung, RBn. oberer Rand: vx(x,0)=0, vy(x,0)=0 
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3.2 Rechteckplatten (kartesische Koordinaten) 
Platten sind ebene Flächentragwerke, die ausschließlich senkrecht zu ihrer Ebene 
(hier der x,y-Ebene) beansprucht werden. Die Wanddickenkoordinate ist z, mit der 
Wanddicke h und  –h/2 ≤ z ≤ h/2. Die Plattenmittelfläche z=0 ist die Bezugsfläche.  

3.2.1 Kinematische Annahmen, Verzerrungen 
Die kinematischen Annahmen sind analog zu denen in der (eindimensionalen) 
Stabtheorie beim Biegebalken.  

• Die Verformungen der Plattenmittelfläche in x- und y-Richtung sind Null. Es 
gilt die Geradenhypothese bezüglich der Abhängigkeit der Verformungen von 
der Wanddickenkoordinate z: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x y

z

u v x, y,z x, y z , v v x, y,z x, y z

w v x, y

= =α ⋅ = = β ⋅

=
 

(3.2.1.1) 

• Die Schubverzerrungen γxz und γyz werden entsprechend der Normalenhypo-
these (Bernoulli-Hypothese) Null gesetzt. Für die Verdrehung der Tangenten 
sind die Bezeichnungen (Winkel) χ=w,x und ψ=w,y eingeführt worden. 

xz ,z ,x

yz ,z ,y

,x

,y

0 u w
0 v w

u z w z
v z w z

γ = = + =α+χ⇒ α=−χ
γ = = + = β+ψ⇒ β=−ψ

=−χ =−
=−ψ =−

 

 

 

(3.2.1.2) 

Damit sind die Verzerrungen: 

x xx ,x ,xx y yy ,y ,yy

xy xy ,y ,x ,xy

u w z , v w z

2 u v 2w z

ε = ε = =− ε = ε = =−

γ= γ = ε = + =−
 

(3.2.1.3) 

und 

zz ,z

xz xz ,z ,x

yz yz ,z ,y

w 0
2 u w 0
2 v w 0

ε = =
γ = ε = + =
γ = ε = + =

 

 

(3.2.1.4) 

3.2.2 Kinetische Annahmen 
Für die Spannungen wird folgende Verteilung über der Plattendicke h voraussge-
setzt:  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x x0 y y0

xy 0

z

2

xz xz0

2

yz yz0

2z 2zx, y,z x, y , x, y,z x, y
h h

2zx, y,z x, y
h

x, y p x, y , p Flächenlast in Richtung der Koordinate z

2zx, y,z x, y 1
h

2zx, y,z x, y 1
h

σ = σ σ = σ

τ = τ

σ =− −
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜τ = τ − ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜τ = τ − ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

 

(3.2.2.1) 

Die kinetischen Annahmen für σx, σy, τxz und τyz entsprechen dabei vollständig 
denen bei der Beanspruchung eines Stabes durch Querkraftbiegung. 
Die Spannungen σz, τxz, τyz sind klein gegenüber σx, σy, τxy und dürfen deshalb 
(wie auch schon analog beim Balken mit Querkraftbiegung) in den Grundglei-
chungen gegenüber den anderen vernachlässigt werden.  

z xz yz 0σ = τ = τ =  (3.2.2.2) 

Die noch verbleibenden Spannungen σx, σy, τxy sind linear über der Wanddicke 
verteilt. Der über h konstante Anteil ist Bestandteil des Scheibenproblems. Mit 
(3.2.2.2) wird in (3.2.2.1) ein ebener Spannungszustand angenommen. Die kine-
matischen Annahmen verschwindender Querkraftschubverzerrungen (3.2.1.2) er-
fordert bei Widerspruchsfreiheit über das Materialgesetz auch, wie in  (3.2.2.2) 
angenommen verschwindende Querkraftschubspannungen. Zur Erfüllung der 
Gleichgewichtsbedingungen (3.2.4.1) sind aber Querkräfte und damit Querkraft-
schubspannungen erforderlich. Kinematische und kinetische Annahmen sind also 
nicht widerspruchsfrei. Die Gleichgewichtsbedingungen können zur Berechnung 
der Querkräfte und mit diesen die kinetischen Annahmen (3.2.2.1) zur Berechnung 
der Querkraftschubspannungen verwendet werden. 

3.2.3 Schnittgrößen 
Mit den kinetischen Annahmen (3.2.2.1) können die Schnittgrößen (Kräf-
te/Längeneinheit, Momente/Längeneinheit) durch Integration der Spannungen über 
die Wanddicke eingeführt werden: 

2 2

x x x0 y y y0

2

xy xy 0

x xz xz0 y yz yz0

h hm zdz , m zdz
6 6
hm zdz
6

2 2q dz h , q dz h
3 3

=− σ =−σ =− σ =−σ

=− τ =−τ

= τ = τ = τ = τ

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

 

 

(3.2.3.1) 
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Die negativen Vorzeichen bei den Schnittmomenten ergeben sich aus der Bedin-
gung, daß die mit den zugehörigen Verdrehungen χ und ψ aus (3.2.1.2) geleistete 
Arbeit positiv sein muß. Wegen (3.2.2.2) können die Querkräfte qx, qy nicht aus 
den Schubspannungen  τxz, τyz berechnet werden. Sie werden nach der Lösung des 
Problems aus den GGBn. (3.2.4.1) ermittelt. Die entsprechenden Gleichungen in 
(3.2.3.1) können bei dann bekannten Querkräften zur Bestimmung der maximalen 
Schubspannungen im Querschnitt τxz0(x,y), τyz0(x,y) verwendet werden. 

3.2.4 Gleichgewichtsbedingungen am Element der Plattenmittel-
fläche 

Die Kräftegleichgewichtsbedingungen in z-Richtung und die Momentengleichge-
wichtsbedingungen in Richtung der x- und der negativen y-Achse ergeben: 

fz dxdy = (qx,x+qy,y+p) dxdy = 0 

gx dxdy = (my,y+mxy,x+qy) dxdy=0 

gy dxdy = (mx,x+myx,y+qx) dxdy=0 

 

(3.2.4.1) 

 

Abbildung 3.2.1: Element dA der Plattenmittelfläche 
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Eliminieren der Querkräfte qx und qy (gx,y und  gy,x in fz eingesetzt) ergibt eine Dgl. 
für die Schnittmomente: 

fz = -(mx,x+myx,y),x - (my,y+mxy,x),y + p = 0 

my,yy + 2mxy,xy + mx,xx = p 

 

(3.2.4.2) 

 

3.2.5 Materialgesetz für die Schnittmomente (linearelastisch) 
Mit den Schnittmomenten von (3.2.3.1)  und den Verzerrungs-Verformungs-
Beziehungen (3.2.1.3) kann das linearelastische Materialgesetz: 

( ) ( )

( )

T T
x y xy ,xx ,yy ,xy

1

3 3

D2

D

m E , m m ,m ,m , w ,w ,2w

E m
K K 0

E Eh GhE K K 0 , G , K , S
2 1 1212(1 )0 0 S

−

= ⋅κ = κ =

κ= ⋅
⎛ ⎞ν ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= ν = = =⎟⎜ ⎟⎜ +ν⎟ −ν⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 

 

(3.2.5.1) 

mit dem Elastizitätsmodul E, der Querdehnungszahl υ, dem Schubmodul G, der 
Biegesteifigkeit K und der Drillsteifigkeit SD geschrieben werden. Der Vektor κ ist 
der Vektor der Krümmungen. 

3.2.6 Differentialgleichungen des Problems 
Es gibt 11 Grundgleichungen: 

• 3 GGBn. (3.2.4.1) 

• 2 kinematische Beziehungen (3.2.1.2) 

• 3 Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen (3.2.1.3) 

• 3 Gleichungen des Materialgesetzes (3.2.5.1) 
für 11 unbekannte Größen: 

• 5 Schnittgrößen mx, my, mxy, qx, qy (3.2.3.1) 

• 3 Verformungen u, v, w (3.1.1.1) 

• 3 Verzerrungen εx, εy, γxy (3.1.1.2). 
Damit sind die Dgln. des Problems vollständig formuliert. 
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3.2.7 Differentialgleichung für die Durchbiegung w, Randbedin-
gungen 

Das Ziel ist, eine Dgl. für die Durchbiegung w aufzustellen. Dazu müssen die an-
deren Unbekannten aus den Grundgleichungen eliminiert werden. Die Verzer-
rungs-Verformungs-Beziehungen (3.2.1.3) eingesetzt in das Materialgesetz 
(3.2.5.1) zur Eliminierung der Verzerrungen 

( ) ( )x ,xx ,yy y ,yy ,xx

xy D ,xy

m K w w , m K w w

m S 2w

= +ν = +ν

=
 

(3.2.7.1) 

und danach weiteres Einsetzen in die GGB (3.2.4.2) zur Eliminierung der Schnitt-
momente  und in die zwei letzten Gleichungen (3.2.4.1) führt zu der gesuchten 
Dgl.: 

K w pΔΔ =  (3.2.7.2) 

und den Dgln. für die Berechnung der Querkräfte: 

( ) ( )x y,x ,yq K w , q K w=− Δ =− Δ  (3.2.7.3) 

An einem Rand y=konst. können entsprechend Abbildung 3.2.1 die 3 Schnittgrö-
ßen qy, myx, my vorhanden sein. Es sind aber infolge der Vernachlässigung der 
Querkraftschubverzerrungen (Normalenhypothese) (3.2.1.2) nur zwei kinemati-

sche Größen 
vorhanden, die 
Durchbiegung w 
und die Verdre-
hung ψ=w,y. A-
nalog gilt das am 
Rand x=konst. 
mit den 3 
Schnittgrößen qx, 
mxy, mx und der 
Durchbiegung w 
und der Verdre-
hung χ=w,x. Des-
halb müssen die 
Drillmomente 
statisch äquiva-
lent den Quer-

kräften zugeschlagen werden. Das differentielle Drillmoment myxdx wird in ein 
statisch äquivalentes Kräftepaar umgewandelt. Der Betrag dieser differentiellen 
Kräfte ist dfy= (myxdx)/dx=myx  Die statische Äquivalenz an der gemeinsamen 
Grenze der Elemente dx auf dem Rand y=konst. ergibt nach  Abbildung 3.2.2: 

 

Abbildung 3.2.2: Ersatzquerkraft 
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( )

( )

( )

yx yx,xyx
y y

y y yx,x ,yy ,xx ,y

x x xy,y ,xx ,yy ,x

analog

m m dx dxm dx
q dx q dx

dx dx
q q m K w 2 w

q q m K w 2 w⇒

+
= + −

⎡ ⎤⇒ = − =− + −ν⎣ ⎦

⎡ ⎤= − =− + −ν⎣ ⎦

 

 

 

(3.2.7.4) 

An den Ecken bleiben Eckkräfte FE=myx+mxy übrig, die nicht statisch äquivalent 
durch die RBn. erfüllt werden. 
Die Randbedingungen am Rand y=konst sind: 

y

y

entweder w oder q
 sind vorgegeben
entweder  oder m

⎫⎪⎪⎬⎪ψ ⎪⎭
 (3.2.7.5) 

und am Rand x=konst.: 

x

x

entweder w oder q
sind vorgegeben

entweder  oder m
⎫⎪⎪⎬⎪χ ⎪⎭

 (3.2.7.6) 

Das sind an jedem Rand 2 RBn., entweder für eine der beiden Verformung auf 
dem Rand oder für die entsprechende, zugeordnete Kraftgröße auf dem Rand. 
Für einen gelenkig gelagerten Rand R bei y=yR gilt: wR=0 und myR=0. Wegen 
wR=0 auf  R bleibt R gerade und damit sind auch alle partiellen Ableitungen nach 
der Koordinate x auf R gleich Null, also ist auch die Krümmung (w,xx)R=0. Damit 
folgt aus (3.2.7.1) wegen myR=0 auch (w,yy)R=0 und deshalb auch (Δw)R=( w,xx+ 
w,yy)R =0. Analog gilt auch für einen Rand R bei x=xR wR=0 und (Δw)R=0. Die 
Lösung für eine Rechteckplatte mit diesen RBn. wurde erstmals 1823 von Navier 
angegeben. 
Zur Formulierung und Lösung des Plattenproblems für Kreis- und Kreisringplatten 
(in Polarkoordinaten) wird auf entsprechende Literatur verwiesen z.B. 1, 2, 3. Au-
ßerdem wird sie in 3.4.4.1 als Spezialfall der Rotationsschale behandelt. 
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3.2.8 Beispiel: Rechteckplatte mit Flächenlast p  
Geg.:  
Längen a, b, Dicke h, Biege-
steifigkeit K, Ort des Last-
zentrums u, v, Größe des be-
lasteten Gebietes 2c, 2d, Flä-
chenlast p0, gelenkige Lage-
rung auf allen 4 Rändern R 
mit wR=0 und (Δw)R=0. 
Ges.: 
Plattendurchbiegung w(x,y) 
(diese Lösung ist z.B. in 1) 
Lösung:  
Für die Partikulärlösung der 
Dgl. wird die Last in x- und y-
Richtung jeweils in eine Fou-
rierreihe so entwickelt, daß 
jedes Reihenglied auf den zu-
gehörigen Rändern den Wert 
Null für den Funktionswert 
und die zweite Ableitung hat. 
Das ist wichtig zur Erfüllung 

aller RBn. schon durch die Partikulärlösung. 

x m m m m
m

y n n n n
n

0 x y

mn m n
m n

0
mn m m n n2

4 mf (x) sin u sin c sin x ,
m a

4 nf (y) sin v sin d sin y ,
n b

p(x, y) p f (x) f (y)

p sin x sin y

16pp sin u sin c sin v sin d
m n

π= α ⋅ α ⋅ α α =
π

π= β ⋅ β ⋅ β β =
π

= ⋅ ⋅

= ⋅ α ⋅ β

= α ⋅ α ⋅ β ⋅ β
π ⋅

∑

∑

∑∑
 

 

 

 

 

(3.2.8.1) 

 

Wenn man die Fourierreihe p(x,y) in die Dgl. KΔΔw(x,y)=p(x,y) einsetzt ergibt 
sich aus dem Koeffizientenvergleich für jedes Reihenglied die Fourierreihe der 
Lösung w(x,y): 

 

Abbildung 3.2.3: Rechteckplatte mit Flächenlast 
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( ) ( )

mn m n
m n

mn
mn 22 2

m n

w(x, y) w sin x sin y

pw
K

= ⋅ α ⋅ β

=
⎡ ⎤α + β⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑
 

 

(3.2.8.2) 

Diese Lösung ist die exakte Lösung, da sie die Dgl. und alle RBn erfüllt. In 
Abbildung 3.2.4 sind die Flächenlast p(x,y) und die Durchbiegung w(x,y) für eine 
quadratische Platte mit den Werten: 
E=2.1 105MPa, ν=0.3, p0=1MPa, a=b=100mm, u=v=50mm, c=d=25mm, h=5mm 

dargestellt. Die Lösung für w konvergiert mit 
( )5

1
m n⋅

 schon nach wenigen Rei-

hengliedern. Die Normalspannungen werden nach (3.2.7.1) und (3.2.3.1) aus den 
Krümmungen, also den 2.Ableitungen von w berechnet. Diese konvergieren im-
mer noch mit mindestens der dritten Potenz von m und n im Nenner. Die maxima-
le Durchbiegung ist wmax=0.089mm. 

Die zugehörige Lastfunktion fx(x), die mit p(x,y)=p0fx(x)fy(y) die Dgl. und die 
RBn. erfüllt, ist in Abbildung 3.2.5 dargestellt. Der Wertebereich ist von x=0mm 
bis x=100mm. 

 

Abbildung 3.2.4: Lösung p(x,y) und w(x,y) für eine Quadratplatte 
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3.3 Grundlagen der Biegetheorie der Rotationsschalen 
Allgemeine Schalen sind doppelt gekrümmte Flächentragwerke, d.h. eine Abmes-
sung, die Wanddicke der Schale, ist klein gegenüber den Krümmungsradien. 
Durch geeignete kinematische und kinetische Annahmen in Richtung der Wanddi-
cke können aus der 3D-Theorie der Kontinuumsmechanik 2D-(Schalen-)Theorien 
hergeleitet werden. Die Klasse der Rotationsschalen, als ein Sonderfall der allge-
meinen Schale, hat eine drehsymmetrische Geometrie. Während es für allgemeine 
Schalen notwendig ist, numerische Lösungsverfahren anzuwenden, gibt es für die 
Rotationsschalen analytische Formulierungen der zugehörigen Randwertprobleme 
und für wichtige Spezialfälle auch geschlossenen Lösungen. In Abbildung 3.3.1 ist  
die Geometrie einer allgemeinen Rotationsschale dargestellt 

Abbildung 3.2.5: Flächenlastfunktion fx(x) 
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Durch die Rotation des Meridians um die Rotationsachse entsteht die Schalenmit-
telfläche (SMF). 

Spezialfälle: 

( ) ( )
( )

( )

o
1 2

o
1 2

o o
1

1 2

s 0 Kreisscheibe bzw. platte , r , r

90 Kreiszylinderschale , r , r r

konst. ( 0 ,90 ) Kreiskegelschale , r
r r konst. Kugelschale

⎧⎪ϕ = − →∞ →∞⎪⎪⎪⎪ = →∞ =⎪⎪⎨⎪⎪ = ≠ →∞⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 

Die Abbildung 3.3.2 
zeigt ein Element ds der 
Schalenmittelfläche zur 
Herleitung der differen-
tialgeometrischen Bezie-
hungen von (3.3.1) . 
 

 

 

 

 

Abbildung 3.3.1: Geometrie der Rotationsschale 

 

Abbildung 3.3.2: Element ds der Schalenmittelfläche 
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( ) ( ) ( )

( )

1 ,

2

2 2

1 1

1 2
2

ds r d

r r sin
r r sin r cos
dr dscos r cos d r r cos

r r cos
dy dssin r , für sin 0

sin

ϕ
∂′= ϕ = =
∂ϕ

= ϕ
′ ′= ϕ+ ϕ

′= ϕ= ϕ⋅ ϕ⇒ = ϕ
− ϕ′= ϕ = ϕ≠

ϕ

 

 

 

(3.3.1) 

3.3.1 Verzerrungs-Verformungsbeziehungen für die Rotations-
schale (kleine Verzerrungen) 

Die allgemeinen mathematischen Koordinaten des Verzerrungstensors sind in kar-
tesischen Koordinaten K,L=x,y,z und in beliebigen (krummlinigen, schiefwinkli-
gen) Koordinaten λ,μ=x1,x2,x3  : 

( )

( )

K L
KL

MN
KL L,K K,L M,K N,L

| | | |

e e g g

1 v v v v
2
1 v v g v v
2

λ μ
λμ

νρ
λμ λ μ μ λ ν μ ρ λ

ε= ε ⋅ ⋅ = ε ⋅ ⋅

ε = + + δ ⋅

ε = + + ⋅

GG G G G G

 

 

(3.3.1.1) 

Über in einem Summanden einmal oben und einmal unten auftretende gleiche In-
dizes wird summiert. 

Im kartesischen Koordinatensystem, sind die Basisvektoren (unveränderliche) Ein-
heitsvektoren. Es sind im Verzerrungstensor nur die Koordinaten ortsabhängig. Im 
beliebigen Koordinatensystem sind auch die Basisvektoren nicht mehr konstant. 
Bei Fortschreiten in Koordinatenrichtung müssen auch deren partielle Ableitungen 
berücksichtigt werden. Das hat zur Konsequenz, daß die partiellen Ableitungen 
formal durch die kovarianten  Ableitungen ersetzt werden müssen, z.B. vL,K durch 
vλ|μ. Bei kleinen Verzerrungen dürfen die in den Verformungen quadratischen 
Glieder vernachlässigt werden. Über die relevanten Grundlagen der Tensorrech-
nung und deren Anwendung in der Festigkeitslehre kann in 4 nachgelesen werden. 

Bei der Rotationsschale werden die Meridianbogenkoordinate s, die Breitenkreis-
winkelkoordinate ϑund die Wanddickenkoordinate z verwendet. Diese Koordina-
ten sind orthogonal, also nicht schiefwinklig, aber krummlinig. Die aus (3.3.1.1) 
abgeleiteten Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen der Rotationsschale für klei-
ne Verzerrungen in physikalischen Koordinaten sind:  
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Die Meridianbogenkoordinate s ist im Gegensatz zur  Winkelkoordinate φ immer 
eindeutig. Für einen geraden Meridian (Platte/Scheibe, Kegel, Zylinder) gilt 
φ=konst. 

 dφ = 0, aber r1→ ∞ und ds = r 1dφ ≠ 0 . 

Deshalb wurden in den Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen der Tabelle 3.3.1 
die partielle Ableitung nach φ durch die Ableitung nach s ersetzt. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

μ  
λμ

μλ

ε =

ε
 

ϕ  ϑ  z 

ϕ  1 ,s z

1z

r v v
r

ϕ +  , 1 ,s

z 1z

v v cos r v1
2 r r

ϕ ϑ ϑ ϑ⎛ ⎞− ϕ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
1 z,s

,z
1z

r v v1 v
2 r

ϕ
ϕ

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

ϑ   , r

z

v v
r

ϑ ϑ +  
z,

,z
z

v v sin1 v
2 r

ϑ ϑ
ϑ

⎛ ⎞− ϕ⎜ +⎜⎜⎜⎝ ⎠
 

λ  

z     symmetrisch z,zv  

 

( )1z 1 z 2r r z , r r z sin= + = + ϕ  

Tabelle 3.3.1: Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen in physikalischen Koordinaten 
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3.3.2 Kinematische Annahmen 

3.3.2.1 Körperfeste Verformungen 
Bei der Schale entkoppeln Scheiben- und Plattenzustand entsprechend (3.1.1.1), 

(3.2.1.1) nicht mehr. Dem Scheibenzu-
stand entsprechen die Verschiebungen vφ 
und vϑder Schalenmittelfläche, und dem 
Plattenzustand die Verschiebung vz, die 
Verdrehung der Meridiantangente χ und 
der Breitenkreistangente  ψ 

• Es gilt die Geradenhypothese bezüg-
lich der Abhängigkeit der Verformun-
gen von der Wanddickenkoordinate z: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

z z

h hv s, , z v s, s, z , z , h r , r
2 2

v s, , z v s, s, z

v s, ,z v s,

ϕ ϕ

ϑ ϑ

ϑ = ϑ −χ ϑ ⋅ − ≤ ≤

ϑ = ϑ −ψ ϑ ⋅

ϑ = ϑ

�

 

 

(3.3.2.1) 

• Die beiden Schubverzerrungen z , zϕ ϑγ γ  werden entsprechend der Normalen-
hypothese (Bernoulli-Hypothese) Null gesetzt: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1z 1 z 2 ,s ,

z z 1 z 1z
1z

z
1

z z z z
z

z

mit r r z , r r z sin , ,

12 0 r v v z r
r

v
v

r
12 0 v v z sin r
r

1 v v sin
r

ϑ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϑ ϑ ϑ

ϑ

′
= + = + ϕ = =

⎡ ⎤′γ = ε = =−χ+ − −χ⎢ ⎥⎣ ⎦

′⇒ χ= −

⎡ ⎤γ = ε = =−ψ+ − −ψ ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ ψ= − ϕ

⋅

⋅

i

i

i

 

 

 

 

 

(3.3.2.2) 

Analog (3.2.1.2) enthält (3.3.2.2) infolge der Normalen-Hypothese zwei Zwangs-
bedingungen für die Verdrehungen χ und ψ. 

 

Abbildung 3.3.3: Verformungen der 
Rotationsschale 
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3.3.2.2  Raumfeste Verformungen 
Die Verformungen vφ und vz ha-
ben eine körperfeste Basis. In 
Abbildung 3.3.4 ist exemplarisch 
der Übergang einer Kugelschale 1 
mit dem Öffnungswinkel φ11<90° 
in eine Zylinderschale 2 mit dem 
Winkel φ20=90° dargestellt. 
Es gilt vz1(φ11)  ≠ v z2(φ20) und 
vφ1(φ11 ) ≠  vφ2(φ20). 

 Bei körperfesten Verschie-
bungen ist am Bereichsüber-
gang eine Koordinatentrans-
formation notwendig (Das ist 

natürlich kein Problem) . 

 Bei endlichen Verformungen dreht sich bei körperfesten Koordinaten die Basis 
mit. Das führt zu komplizierten Dgln. 

Deshalb ist es, besonders bei der Berücksich-
tigung endlicher Verformungen, sinnvoll, 
raumfeste Verformungen vr und vy einzufüh-
ren. Mit den Abkürzungen: 

            1 1

1 1

Meridianbogenkoordinate

s sin , c cos

d d 1
ds r d r
1 1c , c s
r r

s

s

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= ϕ = ϕ

ϕ ϕ′ϕ = = =
ϕ

′

−

′ = =−
 

ergeben sich die erforderlichen Transformationen für die Verschiebungen und de-
ren Ableitungen: 

( )

( )

r y z r y

z
r y r y r y

1 1

z r y r y r y
1 1

v v c v s , v v s v c

1 vv v c v s v s v c v c v s
r r

v1v v s v c v c v s v s v c
r r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= + = −

′ ′ ′ ′ ′= + + − + = + −

′ ′ ′ ′ ′= − + + = − +

 

 

(3.3.2.3) 

Die jeweils letzten Summanden in den Gleichungen für die Ableitungen heben 
sich mit den entsprechenden Glieder von εφφ und εφz aus Tabelle 3.3.1 weg. 

 

Abbildung 3.3.4: körperfeste Verschiebungen 
vφ und vz  

 

Abbildung 3.3.5: raumfeste Ver-
schiebungen vr und vy 
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3.3.2.3 Linearisierung in Wanddickenrichtung 
Die Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen aus Tabelle 3.3.1 sind nichtlinear in 
z, wegen der Wanddicken-Koordinate z im Nenner. Bei der Beschränkung auf 
dünne Schalen und Voraussetzung der Normalen-Hypothese ist es sinnvoll, diese 
Beziehungen zu linearisieren, um einfachere Gleichungen zu erhalten. Bei der Er-
weiterung der Schalentheorie für dickere Schalen durch Berücksichtigung von 
Gliedern mit höheren Potenzen in z bei den kinematischen Annahmen (3.3.2.1)  ist 
das nicht mehr erlaubt. 

Die Linearisierung ergibt z.B. für ein Glied mit: 

1 1

2
1 1 1 1 1

z h h h1, z ,
r 2 2 2r

1 1 1 1 1 1 1 1 1
r z r 1 r 1 1 r r1

α= − ≤ ≤ α ≤

−α −α −α= = = ≈
+ +α +α −α −α

�
 

 

(3.3.2.4) 

Der bei dieser Linearisierung auftretende Fehler beträgt: 

Also selbst bei 
einer schon relativ 
dicken Schale mit 
z.B. der Wanddi-
cke h=100mm und 
dem Krümmungs-
radius r1=1000mm 
beträgt dieser Feh-
ler nur 0.25%. 

 

 

3.3.2.4 Linearisierte Verzerrungs-Verformungsbeziehungen 
Nach der Einführung raumfester Verformungen und der Linearisierung in Rich-
tung der Wanddickenkoordinate z ergeben sich folgende Verzerrungs-
Verformungsbeziehungen: 

 Exakt Näherung [ ]Näherung %
exakt

 

1

h
r

 maxα  
max

1
1+α

 ( )max1−α  2
max1−α  

0.01 0.005 0.99502 0.99500 99.9996 
0.05 0.025 0.97561 0.97500 99.9375 
0.1 0.05 0.95000 99.7500 

Tabelle 3.3.2: Fehler bei der Linearisierung in z-Richtung 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

r y
1

r
2

r y

Linearisierte Verzerrungen

s, ,z s, s, z

s, ,z s, s, z

2 s, ,z s, s, z

v c v s ,
r

1 1v v , c
r r r
1 v c v s v c
r

ϕϕ ϕ ϕ

ϑϑ ϑ ϑ

ϕϑ ϕϑ ϕϑ

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϑ
ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϕ

ϕϑ ϕ ϕ ϑ ϕ

⎫ε ϑ = ε ϑ −κ ϑ ⋅ ⎪⎪⎪⎪⎪ε ϑ = ε ϑ −κ ϑ ⋅ ⎬⎪⎪⎪ε ϑ = γ ϑ −ω ϑ ⋅ ⎪⎪⎭
ε

′ ′ ′ε = ⋅ + ⋅ κ =κ + κ =χ

εε = + κ =κ + κ = χ⋅ +ψ

′γ = ⋅ + ⋅ − ⋅ +

i i

i i

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

z

1 2

y

v

r y r y

,s ,

mit

und

1 1v , ( )
r r

v2
r r

1v s v c (v s v c v s )
r

s sin s , c cos s , ,

ϑ ϕϑ ϕϑ ϕϑ

ϕϑ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϑ ϕ

ϕ ϕ ϑ

ω =ω + − γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ω = +χ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

′ ′χ= ⋅ − ⋅ ψ= ⋅ − ⋅ − ⋅

′= ϕ = ϕ = =

i

i
i

i i

i

��������������

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.3.2.5) 

Dabei sind:

Verzerrungen der SMF

Krümmungsänderungen der SMF

Verdrehung der Meridiantangente

Verdrehung der Breitenkreistangente

SMF Schalenmittelfläche

, ,

, ,
ϕ ϑ ϕϑ

ϕ ϑ ϕϑ

χ

ψ

−

⎧ε ε γ⎪⎪⎪⎪κ κ ω⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 

Für die Glieder:
1 2 1 2

1 1, , ( )
r r r r
ϕ ϑ

ϕϑ
ε ε − γ  in den Krümmungsänderungen gilt bei 

dünnen Schalen 
1 2 1 2

1 1, , ( )
r r r r
ϕ ϑ

ϕ ϑ ϕϑ ϕϑ
ε εκ κ − γ ω� � � . Sie sind bei 

Starrkörperbewegungen gleich Null und wurden genau aus diesem Grund so ge-
wählt. Sie werden wegen ihrer Kleinheit vernachlässigt und es gilt für die Krüm-
mungsänderungen näherungsweise: 
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( )
y

1 c
r

v2
r r

ϕ

ϑ ϕ

ϕϑ

′κ =χ

κ = χ⋅ +ψ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ω = +χ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

i

i
i

 

 

 

(3.3.2.6) 

Starrkörperbewegungen liefern bei Vernachlässigung der kleinen Glieder keine 
Verzerrungen, damit auch keine Spannungen und verletzen also nicht die Gleich-
gewichtsbedingungen. Sie können deshalb bei dünnen Schalen gegenüber den ü-
berstrichenen Gliedern vernachlässigt werden. 

3.3.3 Kinetische Annahmen 
Die kinetischen Annahmen berücksichtigen die bei (gekrümmten) Schalen auftre-
tende Kopplung des Membranspannungszustandes mit über der Wanddicke kon-
stanten Spannungen (entspricht dem Scheibenzustand (3.1.2.1)) und des Biege-
spannungszustandes mit über der Wanddicke linear verteilten Spannungen (ent-
spricht dem Plattenzustand (3.2.2.1)): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 0 1

0 1

z z z

2

z z0

2

z z0

2z 2zs, ,z s, s, , s, , z s, s,
h h

2zs, ,z s, s,
h

s, p s, , p Flächenlast in Richtung der Koordinate z

2zs, ,z s, 1
h

2zs, ,z s, 1
h

ϕ ϕ ϕ ϑ ϑ ϑ

ϕϑ

ϕ ϕ

ϑ ϑ

σ ϑ = σ ϑ +σ ϑ σ ϑ = σ ϑ +σ ϑ

τ ϑ = τ ϑ +τ ϑ

σ ϑ =− ϑ −
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜τ ϑ = τ ϑ − ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎛ ⎞⎢ ⎟⎜τ ϑ = τ ϑ − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎣

⎤
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

 

 

 

 

(3.3.3.1) 

Auch hier gilt, wie schon in (3.2.2.2), die Spannungen mit einem Index z sind 
klein gegenüber den anderen und dürfen deshalb in den Grundgleichungen ver-
nachlässigt werden.  

z z z 0ϕ ϑσ = τ = τ =  (3.3.3.2) 
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Es gilt z.B. für eine Kugelschale unter Innendruck die GGB: 
   

2: h2 R p R 0
pR
2h

↓ σ π − π =

⇒σ=−
 

Die Normalspannungen σz auf der 
Kugeloberfläche sind klein gegen-
über den Membranspannungen σ. 
 

( )
( )

z
z z zmax max

z

hz p R2 p
2hhz 02

⎫⎪σ =− =− ⎪⎪⎪ σ = ⇒ σ = σ σ⎬⎪σ = = ⎪⎪⎪⎭

�  

Es gelten näherungsweise die Voraussetzungen eines ebenen Spannungszustandes. 
Für nicht mehr streng dünnwandige Schalen mit entsprechend um Glieder mit hö-
heren z-Potenzen erweiterten kinematischen Ansätzen (3.3.2.1) kann nicht mehr 
von einem ebenen Spannungszustand ausgegangen werden. In diesem Fall ist ein 
allgemeines 3D-Stoffgesetz zu verwenden und die Spannungsverteilung ergibt sich 
über die kinematischen Annahmen widerspruchsfrei aus dem Materialgesetz. 

3.3.4 Materialgesetz (Hookesches Gesetz) 
Das Materialgesetz für den ebenen Spannungszustand ist: 

( )

( )

( )

z

zz z

aus Normalenhypothese

1 12
E G
1 0
E

0
E

ϕϕ ϕ ϑ ϕϑ ϕϑ ϕϑ

ϑϑ ϑ ϕ ϕ

ϕ ϑ ϑ

ε = σ −νσ γ = ε = τ

⎫⎪⎪ε = σ −νσ γ = ⎪⎪⎪⎬⎪ν ⎪ε =− σ +σ γ = ⎪⎪⎪⎭

 

 

(3.3.4.1) 

und mit (3.3.2.5) und (3.3.2.6) umgestellt nach den Spannungen: 

 

Abbildung 3.3.6:Kugelschale unter Innen-
druck 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

E E z
1 1

E E z
1 1

EG2 G z G
2 1

ϕ ϕϕ ϑϑ ϕ ϑ ϕ ϑ

ϑ ϑϑ ϕϕ ϑ ϕ ϑ ϕ

ϕϑ ϕϑ ϕϑ ϕϑ

⎡ ⎤σ = ε +νε = ε +νε − κ +νκ⎢ ⎥⎣ ⎦−ν −ν
⎡ ⎤σ = ε +νε = ε +νε − κ +νκ⎢ ⎥⎣ ⎦−ν −ν

τ = ε = γ −ω =
+ν

 

 

 

(3.3.4.2) 

Bezüglich der Widersprüchlichkeit von kinematischen und kinetischen Annahmen 
gelten analoge Aussagen wie in Abschnitt 3.2.2 

( )z z zz z,z

z z
z

z

z z z
z z

aber Querkräfte Dieses Material

gibt es nicht.

v v , v 0

1 00
G

q dz 0
1 0 G

G q dz 0

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϑ ϑ
ϑ ϑ

= ϕ ϑ ⇒ ε = =
⎧ ⎫⎪ ⎪⎫⎪⎪ ⎪≠⎪ ⎧γ = τ = ⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪= τ ≠ ⇒⎬⎨ ⎬ ⎨⎪⎪ ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪γ = τ = →∞⎪⎪ ⎪ ⎪⎪⎩⎪⎪ ⎪= τ ≠⎪⎪ ⎪⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
∫

 

 

 

(3.3.4.3) 

 

3.3.5 Trapezeffekt 
Infolge der Krumm-
linigkeit der Koordi-
natenlinien ist die 
Größe des Volumen-
elementes dV ent-
sprechend Abbildung 
3.3.7 von der Wand-
dickenkoordinate z 
abhängig. Dieser Ef-
fekt wird Trapezef-
fekt genannt. 

 

Abbildung 3.3.7: Trapezeffekt 
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( )

z 1z 2 1
2 1

2 1 1 2

z 2 1z 1

z zdV r d r d dz r 1 sin d r 1 d dz
r r

z z z z1 1 r d dsdz , , 1
r r r r

r r z sin , r r z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ϑ ϕ = + ϕ ϑ⋅ + ϕ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + ⋅ + ϑ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + ϕ = +

�  

 

(3.3.5.1) 

3.3.6 Schnittgrößen 
Die Schnittgrößen resultieren aus der Integration der Spannungen mit den in 3.3.3 
getroffenen kinetischen Annahmen über die Wanddicke. Durch den Trapezeffekt 
ergibt sich bei den Schnittgrößen eine Kopplung des Membran- und des Biege-
spannungszustandes, z.B. bei nφ und mφ: 
 

2

2

2

0 1

0 1

0

für lineare Spannungsverteilung

Membranspannung:  Biegespannung:  

zdA 1 r d dz
r

zr d n dA n 1 dz
r

zr d m z dA m z 1 dz
r

2z:
h

,

1 hn
6

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎛ ⎞⎟⎜= + ϑ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ϑ = σ ⇒ = σ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ϑ =− σ ⇒ =− σ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

σ = σ + σ

σ σ

= σ +

∫ ∫

∫ ∫

2

1 1 0
2 2

1 h hh , m
r 2 r 6ϕ ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜σ =− σ + σ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 

 

 

 

(3.3.6.1) 

 
Das ergibt die Kopplung von Membran- und Biegespannungszustand: 

( ) ( )0 1 0 1n n , , m m ,ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= σ σ = σ σ  

Bei Vernachlässigung des Trapezeffektes im Volumenelement (3.3.5.1) und den 
Flächenelementen entsprechend (3.3.6.1) und sinnvoller Weise der Glieder glei-
cher Größenordnung in den Verzerrungs-Verformungsbeziehungen (3.3.2.5) : 
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2

zdV 1
r

= +
1

z1
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⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⋅ +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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r d dsdz

zn 1
rϕ ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ϑ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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1 hdz
6 rϕ ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ = σ + σ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫

2

h

zm z 1
rϕ ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

=− σ + 1 0
2

1 hdz
2 rϕ ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ =− σ + σ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫
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1

h
6

r
ϕ

ϕ ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

ε
κ = κ +

2
,

r
ϑ

ϑ ϑ
εκ = κ +

1 2

1 1,
r rϕϑ ϕϑ

⎛ ⎞⎟⎜ω = ω + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ϕϑγ

 

 

 

 

(3.3.6.2) 

werden die Schnittgrößen entsprechend der Definition in  Abbildung 3.3.8: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

3

3

2 2

n dz D m zdz K

n dz D m zdz K

hn dz G m zdz G
12

Eh EhD , K
1 12 1

ϕ ϕ ϕ ϑ ϕ ϕ ϕ ϑ

ϑ ϑ ϑ ϕ ϑ ϑ ϑ ϕ

ϕϑ ϕϑ ϕϑ ϕϑ ϕϑ ϕϑ

= σ = ε +νε =− σ = κ +νκ

= σ = ε +νε =− σ = κ +νκ

= τ = γ =− τ = ω

= =
−ν −ν

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

 

 

(3.3.6.3) 

Nur bei Vernachlässigung des Trapezeffektes folgt aus der Gleichheit der zuge-
ordneten Schubspannungen auch:  

 

Abbildung 3.3.8: Schnittgrößen der Rotationsschale 
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ohne Trapezeffekt n n , m mϕϑ ϑϕ ϕϑ ϑϕ ϕϑ ϑϕτ = τ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = =  (3.3.6.4) 

Die negativen Vorzeichen bei den Schnittmomenten resultieren aus der Forderung, 
daß die Arbeit positiver Schnittgrößen an den positiven zugeordneten Verformun-
gen, den Krümmungsänderungen, positiv ist.  

3.4 Biegetheorie der Rotationsschale mit rotationssymmet-
rischer Belastung 

3.4.1 Dgl. und RBn für Kreis-(Ring-) Scheibe 
• Die Kreis-(Ring-)Scheibe mit rotationssymmetrischer Belastung wurde schon 

in der Lehrveranstaltung SF3 des Grundstudiums behandelt. 

• Beliebige Belastung weiter hinten in 3.5 als Spezialfall (φ=0°, r1,r2→∞, 
( )r z,v v , 0, v 0,v 0ϕ ϑϑ≡ = = = ) der beliebig belasteten Rotationsschale. 

• Hier soll die Möglichkeit vorgestellt werden, die Dgln. und die RBn. aus einem 
zugehörigen Extremalprinzip herzuleiten. 

Über die Grundlagen der Anwendung der Variationsrechnung in der Elastizitäts-
theorie und die Extremalprinzipe der Elastizitätstheorie kann in 4 nachgelesen wer-
den. Das ist im Rahmen des hier vermittelten Stoffes nicht zwingend erforderlich, 
wenn man die verwendeten Prinzipe und die damit im Zusammenhang stehenden 
Regeln der Mathematik als Definition ohne Beweis akzeptiert. 
Ausgegangen werden kann vom „Prinzip der virtuellen Arbeit“: 
Bei einem sich im Gleichgewicht befindlichen mechanischen System (resultieren-
de Wirkung aller angreifenden äußeren Beanspruchungen ist Null) ist die durch 
virtuelle Verformungen geleistete virtuelle Arbeit gleich Null: 

 δW = δWi - δWa = 0   δW – virtuelle Arbeit 

δWi-virtuelle innere Arbeit, δWa-virtuelle äußere Arbeit  

 

(3.4.1.1) 

Virtuelle Verformung δv, δφ, δε, δγ: 

• Verschiebung δv, Verdrehung δφ, Dehnung δε, Winkeländerung δγ 

• Gedachte Verformung 

• Differentiell klein 

• Mit den inneren (Zusammenhang des Kontinuums) und äußeren (Lager-, Ver-
formungsbedingungen) Bindungen verträglich 
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Die virtuelle innere Arbeit bei einer Kreisscheibe nach Abbildung 3.4.2 mit der 
Radialverschiebung vr und den Dehnungen aus (3.3.2.5) beträgt: 

( ) ( )

( ) ( )

* T T
i i

T T r
r r rmit und

d
W W dV dV dV ,

dr
v, , v ,
rϑ ϑ

′δ = δ = σ δε = δ σ ε =

⎛ ⎞⎟⎜ ′σ = σ σ ε = ε ε = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
 

 

(3.4.1.2) 

und die virtuelle äußere Arbeit der Volumenkraft im Gebiet r0≤r≤r1 und die virtuel-
le Arbeit der Spannungen auf den Rändern r=r0 und r=r1 : 

( ) 0 1

a r r r r R r

R R , r

mit Volumenkraft

Flächenelement auf Scheibenmittelfläche

und Flächenelement auf Rand R r

W f v dV v dA f , dV hdA

dA rd dr
dA h r d

−

=

δ = δ + σ δ − =

= ϑ
= ⋅ ⋅ ϑ −

∫ ∫  

(3.4.1.3) 

 

Abbildung 3.4.1: spezifische innere Energie Wi
*, Endwertarbeit Wa der Volumen-

kraft fr 
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Mit der Integration über die Wanddicke h werden die Schnittkräfte im Inneren, die 
Randschnittkraft und die Flächen-
last eingeführt: 

r r r

r r r r r r

n dz h n dz h

n dz h p f dz f h

ϑ ϑ ϑ= σ =σ = σ =σ

= σ =σ = =

∫ ∫
∫ ∫

Die Integration über den Um-
fangswinkel ergibt unter der Vor-
aussetzung  (3.4.1.1) (δW=0): 

2

0

Wd 2 P 0
2

π δϑ= π ⇒ δ = =
π∫

  

[ ]

( ) ( )

1 1

00

r r
r r r r rr

r
r r r r r r

r
r r r r

mit

P Q(r,v ,v )dr n r v 0

vQ n v n p v r , v v
r

vQ n v n p v r
r

ϑ

ϑ

′δ = δ − δ =

⎛ ⎞δ ⎟⎜ ′ ′ ′δ = δ + − δ δ ≡ δ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ′= + − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫
 

 

 

(3.4.1.4) 

Ab hier ist es sinnvoll, das Symbol δ nicht mehr für die Bezeichnung einer virtuel-
len Verformungsgröße δv zu betrachten, sondern als 1.Variation δv einer Verfor-
mung v. Man kann dann rein formal die Regeln der Variationsrechnung verwen-
den, ohne sich um die anschauliche Bedeutung entsprechend des „Prinzipes der 
virtuellen Arbeit“ kümmern zu müssen. Die hier verwendeten Regeln der Variati-
onsrechnung sind analog zu den entsprechenden der Differentialrechnung (totales 
Differential, Kettenregel, Produktenregel). 

1.Variation der  Verformung δv, δφ, δε, δγ: 

• Verschiebung δv, Verdrehung δφ, Dehnung δε, Winkeländerung δγ 

• Differentiell kleine Abweichung von der exakten Lösung 

• Mit den inneren (Zusammenhang des Kontinuums) und äußeren (Lager-, Ver-
formungsbedingungen) Bindungen verträgliche Änderung der exakten Lösung 

 

Abbildung 3.4.2: Kreisscheibe (ein Viertel) 
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Zur Variation sind nur die Verformungen (hier vr) und keine Verformungsablei-
tungen (hier rv′ ) zugelassen ⇒partielle Integration 

( [ ] 1
0

r
ruv dr uv u vdr′ ′= −∫ ∫ ): 

1

0

r r r
r r r

r

r r r
r r rr

r r

Dgl.

und

damit wird aus dem 2.Summanden nach partieller Integration :

Q Q QQ v v u v v
v v v

Q Q Qv dr v v dr
v v v

Q QP 0
v v

∂ ∂ ∂′ ′ ′δ = δ + δ ⇒ = δ =
′ ′∂ ∂ ∂

′⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜⎢ ⎥′δ = δ − δ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜′ ′ ′∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤′⎛ ⎞⎢ ⎥∂ ∂ ⎟⎜δ = = − ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
11

00

rr

r r r
r rr

RBn.

Qv dr n r v
v

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ⎟⎜⎢ ⎥δ + − δ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ′∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫

��������	�������
������	�����


 

 

 

 

(3.4.1.5) 

Da δvr≠0  eine kleine, kompatible aber sonst beliebige Variation der Radialver-
schiebung vr ist, kann das Integral in δP allgemein nur für „Dgl.=0“ Null werden. 
Demzufolge müssen die RBn. auch an jedem Rand für sich verschwinden. Aus 
(3.4.1.6) folgt die Dgl. der Scheibe:  

( )r r
r r

Q Q n r p r n 0
v v ϑ

′⎛ ⎞∂ ∂ ⎟ ′⎜− = − ⋅ − ⋅ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′∂ ∂⎝ ⎠
 

(3.4.1.6) 

und die RBn.: 

( ) ( )

( ) ( )

1

0

r
r r r r

1 r1 r1 r1 0 r0 r0 r0

r n r n v

r n n v r n n v 0

⎡ ⎤⋅ − ⋅ δ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − δ − − δ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
(3.4.1.7) 

⇒An jedem Rand ri (i=0,1) ist entweder die wesentliche RB: 
ri ri riv 0 v vδ = ⇒ = - vorgegebene Verschiebung auf dem Rand r=ri  (bei ei-

ner vorgegebenen Verschiebung am Rand r=ri muß die Variation der Verschiebung 
δvri auf diesem Rand Null sein) 
oder 

die natürliche RB:  

( )i ri ri ri rir n n 0 n n− = ⇒ =  - vorgegebene Randschnittkraft auf dem Rand r=ri 
zu erfüllen. 
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Bisher (bei den Stäben, 
Scheiben und Platten) haben 
wir die GGBn am freige-
schnittenen, differentiellen 
Element des Bauteiles aufge-
stellt. Die Abbildung 3.4.3 
zeigt ein solches Element der 
Scheibe. Die GGB in radialer 
Richtung ergibt: 

( )

( )

r r r

r
r r

g d r n d n d dr p dA 0 , dA rd dr
g r n n rp 0

d dr

ϑ

ϑ

= ϑ− ϑ + = = ϑ

′= − + =
ϑ

 
(3.4.1.8) 

Ein Vergleich zeigt, daß die Dgl. (3.4.1.6) die GGB  (3.4.1.8) des Problems ist. Sie 
gilt allgemein für kleine Verzerrungen (im Sinne der Theorie 1.Ordnung: GGB am 
unverformten Bauteil) , da noch kein Materialverhalten voraussgesetzt wurde. 
Wenn man in (3.4.1.2) schon das Materialgesetz einsetzt, wird: 

T
2

T T T T T
i

1EE , E E
11

1W dV E dV E dV
2

⎛ ⎞ν⎟⎜σ= ⋅ ε = =⎟⎜ ⎟⎟⎜ν⎝ ⎠−ν

δ = σ δε = ε δε = δ ε ε∫ ∫ ∫
 

(3.4.1.9) 

Die Variation darf nicht auf das ε des Materialgesetzes angewendet werden. Des-
halb ergibt sich beim Vorziehen des Variationssymboles δ vor das Integral der 
Faktor ½ im Integral. Analog wie in der Differentialrechnung für das Differential 
einer Funktion 

2 2k d ky(x) x , dy x dx k xdx
2 dx 2

⎛ ⎞⎟⎜= = = ⋅⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

gilt in der Variationsrechnung: 

T T
i

T T T T T T
i

1W E dV
2

1 1W E dV E dV E dV
2 2

= ε ε

⎛ ⎞∂ ⎟⎜δ = δ ε ε = ε ε δε = ε δε⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂ε

∫

∫ ∫ ∫
 

 

(3.4.1.10) 

In dieser Form folgt aus dem „Prinzip der virtuellen Arbeit“ (3.4.1.1) die notwen-
dige Bedingung δW=0 für das „Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpo-
tentials“: 

 

Abbildung 3.4.3: Element der Scheibenmittelflä-
che 
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Die in einem elastischen System auftretenden Verformungen stellen sich im 
Gleichgewichtszustand so ein, daß das elastische Gesamtpotential einen minimalen 
Wert annimmt. 

( )

T T
i a i

i a

1W W W Min. ,W E dV
2

W W W 0

= − = = ε ε

⇒ δ = δ − =

∫  

W- elastisches Gesamtpotential  

Wi- innere Arbeit (lineare Elastizität),  Wa- äußere Endwertarbeit 

 

(3.4.1.11) 

Die äußere Endwertarbeit Wa ist dabei nicht gleich der äußeren Arbeit der einge-
prägten Lasten. Bei einem linearelastischen System ist sie entsprechend Abbildung 
3.4.1 genau doppelt so groß. 
Bei der Methode der finiten Elemente (FEM) wird durch Diskretisierung des Kon-
tinuums in finite Elemente und die Einführung geeigneter Ansätze für die Verfor-
mungen dieser Elemente, ausgehend von der Extremalforderung  (3.4.1.11), das 
Problem in ein algebraisches Gleichungssystem für die Freiwerte der Ansätze ü-
berführt. 
Wir wollen hier aus (3.4.1.11) die exakten Dgln. ableiten, die wir dann analytisch 
oder numerisch integrieren. 
Aus (3.4.1.11) wird mit den Dehnungen von (3.4.1.2) und der Integration über die 
Wanddicke h entsprechend (3.4.1.4) aus (3.4.1.6) die Eulersche Dgl. der Kreis-
scheibe: 

( )

2
2 r r

r r r r2

r
r r r r

r r

r

Eulersche Dgl. :

v v1Q D v 2 v p v r
2 r r

vQ Q D v p r D rv v
v v r

D v

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥′ ′ ⎟δ = δ + ν + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎟ ′⎜ ⎟⎜ ′ ′− = ν + − − +ν⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎜ ′ ⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠

′⇒ − ν r
r r r

v v rv v
r

⎛ ⎞⎟⎜ ′ ′′ ′+ + + + ν⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ( ) r

2
r r r r

r r r2 Volumenkraft

p r 0

v v p p1v f , f
r D E hr

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

′ −ν′′⇒ + − =− =− = −

 

 

 

 

(3.4.1.12) 

Die RBn. entsprechend (3.4.1.5) sind: 

( ) 1

0

rr
r r r r 2 Dehnsteifigkeit

v EhD v r r n v 0 , D
r 1

−
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜ ′⎢ ⎥+ν − ⋅ δ = =⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ −ν⎣ ⎦

 
(3.4.1.13) 
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Die RBn. enthalten für jeden Rand immer jeweils entweder eine Vorgabe für eine 
generalisierte Verformungsgröße oder für die zugeordnete (konjugierte) Kraftgrö-
ße. Es ist auch möglich analog zur Herleitung der Dgl. (3.1.7.3) für die Scheibe in 
kartesischen Koordinaten die Dgl. für eine übergeordnete Spannungsfunktion her-
zuleiten. Diese ist für rotationssymmetrische Beanspruchung: 

( ) ( ) ( )

r ,r ,rr

,rr ,r

1F , F
r

1F 0 ,
r

ϑσ = σ =

ΔΔ = Δ = +
 

 

(3.4.1.14) 

 

3.4.2 Kanonisches Differentialgleichungssystem 
Natürlich gibt es für die Dgl. (3.4.1.12) geschlossene Lösungen. Hier soll am ein-
fachen Beispiel der Kreis-(Ring-) Scheibe mit rotationssymmetrischer Belastung 
die Umformung der Eulerschen Dgl. in ein kanonisches Dgl.-System vorgenom-
men werden, für dessen Lösung effektive numerische Verfahren existieren. Das 
Ziel besteht dann in der  numerischen Integration für Probleme, bei denen eine 
geschlossene Lösung nicht existiert, bzw. relativ aufwendig ist und in der Regel 
auch numerisch ausgewertet werden muß. 
Kanonisches Dgl.-System (3.4.2.1): 

• lineares, gewöhnliches Dgl.-System k-ter Ordnung, k=2,4,... 

• System von k-Dgln. je 1.Ordnung 

( ) ( ) ( ) ( )k,k kk ky B y b′ = ⋅ +�� �  (3.4.2.1) 

Die Koeffizientenmatrix von (3.4.2.1) kann man in Untermatrizen darstellen: 

 
 

 

 

(3.4.2.2) 

 
Die Symmetriebeziehungen nach (3.4.2.2) gelten allgemein, wenn die Energieaus-
drücke in (3.4.1.11) ein Potential bilden und können zur Kontrolle bei der Herlei-
tung der Koeffizientenmatrix verwendet werden. 
In den Eulerschen Dgln. entsprechend (3.4.1.12) sind Ableitungen 2.Ordnung der 
Verformungen enthalten. Um diese bei der Überführung in ein kanonisches Dgl.-

( )
( ) ( )

( ) ( )

00 01

k2,k2 k2,k2
k,k 10 11

k2,k2 k2,k2

T T T01 01 10 10 11 00

k
k2

2

B B
B ,

B B

B B , B B , B B

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= = =−

� �
�

� �

� � � � � �
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System zu eliminieren, werden nach dem Formalismus von Hamilton-Jacobi Hilfs-
größen Z eingeführt: 

( )durch Einsetzen in F

Q QF 0
v v
Q QZ Z
v v

′⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜= − =⎟⎜ ⎟⎜ ′⎝ ⎠∂ ∂
′∂ ∂= ⇒ =

′∂ ∂

 

 

 

(3.4.2.3) 

In (3.4.2.3) sind statt der k/2 Dgln. je 2.Ordnung von F  2 mal k/2 Dgln. je 
1.Ordnung in Z=... und Z′=..., die noch in die Form (3.4.2.1) gebracht werden 
müssen. 
Am Beispiel der Kreisscheibe mit k=2 durchgeführt: 

( )

( )

r r
r r r r

r

r
r r r

r
2

r r r
r r r r

T
r r

r

Q v v 1Z Dr v v Z
v r r Dr
Q vZ D v p r
v r

D 1v Z vD p r v Z p r
r Dr r r r

1 01y y , y v ZD
p rr Eh

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ′ ′= = +ν ⇒ =−ν +⎟⎜ ⎟⎜′ ⎝ ⎠∂
⎛ ⎞∂ ⎟⎜′ ′= = ν + −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂

−ν⎡ ⎤⎛ ⎞ ν⎟⎜⎢ ⎥= ν −ν + + − = + −⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎛ ⎞−ν⎢ ⎥ ⎟⎜′ = + =⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎟⎜−⎢ ⎥ ⎝ ⎠ν⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �

 

 

 

(3.4.2.4) 

Die k=2 RBn nach (3.4.1.13) ergeben sich zu: 

( )
( )
( )

1

0

0

1

r
r r r r

r r r00 0

r r r11 1

vr0 r0

vr1 r1

für r r : und damit v

für r r : und damit v

Z r n v 0

Z r n oder v 0

Z r n oder v 0

=

=

=

=

⎡ ⎤− ⋅ δ =⎣ ⎦
= ⋅ δ =

= ⋅ δ =

 

 

(3.4.2.5) 

Aus den RBn (3.4.2.5) kann man auch die physikalische Bedeutung der mit 
(3.4.2.4) eingeführten Hilfsgröße Zr als mit dem Radius r multiplizierte Schnitt-
kraft nr ablesen. Sie hat die Bedeutung einer der generalisierten Verschiebung vr 
(hier gibt es nur eine Verschiebung) zugeordneten (konjugierten) generalisierten 
Kraft.  
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3.4.3 Numerische Lösung 

3.4.3.1 Überführung der RWA in eine zugehörige AWA 
Mit dem allgemeinen kanonischen Dgl.-System (3.4.2.1) k-ter Ordnung und den 
zugehörigen RBn (3.4.1.13), bzw. entsprechend (3.4.2.4) und (3.4.2.5) für den 
Spezialfall der Kreis-(Ring-) Scheibe mit rotationssymmetrischer Belastung liegt 
eine 2 Punkt Randwertaufgabe (RWA) vor, d.h. an jedem der 2 Ränder sind je k/2 
der generalisierten Verformungen oder der dazu konjugierten Kraftgrößen bekannt 
und die anderen k/2 Größen sind unbekannt. Eine numerische Integration vom 
Rand r0 zum Rand r1 kann aber nur mit k bekannten Anfangswerten des Zustands-
vektors y�  am Rand r0 durchgeführt werden. Deshalb muß zuerst die RWA in eine 
AWA (Anfangswertaufgabe) überführt werden. Zur einfacheren Schreibweise wird 
das kanonischen Dgl.-System (3.4.2.1) formal in eine „homogene Formulierung“ 
überführt. Dabei wird der Zustandsvektor um eine „1“ ergänzt. Außerdem werden 
die RBn in eine Vektor-Matrix Schreibweise überführt: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

T T T T

0 1T

0 0 0

1 11

Hinzufügen der "Dgl"

je k / 2 RBn am Rand s s :

und am Rand s s :

y s B s y s y s y s 1 v s Z s 1

B s b s
B s , s s s

0 0
1 0

S y 0
S y 0

=

=

′ = ⋅ = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
′=

⋅ =
⋅ =

�

�

 

 

 

 

(3.4.3.1) 

Wenn das Berechnungsmodell aus mehreren Bereichen besteht, müssen an jedem 
Bereichsübergang zwischen 2 Bereichen j und j+1 je k Übergangsbedingungen 
erfüllt werden. Diese ergeben sich aus Stetigkeits- oder Unstetigkeitsforderungen 
in der Form 

j 1 jy R y r+ = ⋅ +  (3.4.3.2) 

Mit (3.4.3.1) liegt eine RWA k-ter Ordnung vor. Die Bogenkoordinate s ist dabei 
die unabhängige Ortsvariable (bei Kreisscheibe s = r - r0). 
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Beispiel für RBn bei einer Kreisringscheibe: 
Rand r=r0: Scheibe ist auf „starre 
Welle“ aufgeschrumpft: 

• Bekannt: Übermaß r0v  

• Unbekannt: Schnittkraft r0n  

Rand r=r1:Scheibe wird von außen 
mit Druck p beansprucht: 

• Bekannt: Schnittkraft r1n p h=− ⋅  

• Unbekannt: Verschiebung r1v  

Die zugehörigen RBn aus (3.4.3.1) 
sind: 

( )

( )

r0

0 0 r0 r0 r0 r0

r1

1 1 1 r1 r1 1

v
S y 1 0 v Z v v 0

1

v
S y 0 1 r p h Z Z r p h 0

1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⋅ = − = − =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⋅ = ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 

 

(3.4.3.3) 

Die numerische Integration muß mit bekannten Anfangswerten durchgeführt wer-
den: 
⇒  Überführung RWA in AWA 
Am Anfangsrand s=s0 wird ein Unbekanntenvektor x eingeführt, der alle k/2 am 
Anfangsrand unbekannten Größen des Zustandsvektors y0 (und wegen der „Ho-
mogenisierung“ in  (3.4.3.1) die bekannte „1“ ) enthält: 

( )
0 0 0

1 1

S y 0 y A x

S y 0 S S

⋅ = ⇒ = ⋅

⋅ = =
 

(3.4.3.4) 

Für das Beispiel entsprechend (3.4.3.3) gilt: 

 

Abbildung 3.4.4: Kreisringscheibe 
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r0
1

r0 r0r0 r0

0 r0 1 r0 1
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0 v
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A 1 0 , x
1

0 1

v vv v
y Z x A x Z x

1 1 1 1

⎛ ⎞⎟⎜ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜= =⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎪⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎪⎪⎟ ⎟⎜ ⎜= = = ⋅ ⇒ =⎟ ⎟ ⎨⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎪⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ =⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩

 

 

 

(3.4.3.5) 

Aus der RWA (3.4.3.1) wird mit k1=k+1 und k2=k/2+1: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )P

( ) ( ) ( )

k1,k 2

k1 k1,k1

0 k1,k2 k2

F s

0k1,k1

1 1 1k / 2,k1

y B y

y A x

y s Ü s y Ü A x F x , y F x

S y S F s x G x 0 x , G S F s

y F x B y B F x F B F

′ = ⋅

=

′ ′= = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⇒ = ⋅

′ ′ ′= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅

#

#

 

 

 

 

(3.4.3.6) 

die AWA 

( )

( ) ( ) ( )

0F s A

F s B s F s

=

′ = ⋅
#  

(3.4.3.7) 

Die Übertragungsmatrix Ü(s) bzw. die daraus folgende Zustandsmatrix 
F(s)=Ü(s)A wird durch numerische Integration des kanonischen Dgl.-Systems aus 
(3.4.3.1)  zwischen s0 und s berechnet. Am Endrand s=s1 wird das zu den End-
randbedingungen gehörige (inhomogene) Gleichungssystem gelöst. Das Ergebnis 
ist der (nun bekannte) Unbekanntenvektor x. Damit liegt die Lösung des Problems 
vor: 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

y s F s x

y s B s y

z s f s, y s , y s

⇒ = ⋅
′ = ⋅

′=

 

(3.4.3.8) 

Der Vektor  z(s) enthält alle interessierenden Größen, z.B. Verformungen, Schnitt-
größen, Verzerrungen, Spannungen, Vergleichsspannungen. 

3.4.3.2 RK4-Integration einer Dgl. 
Die numerische Integration des kanonischen Dgl.-Systems erfolgt mit dem Runge-
Kutta-Vierschrittverfahren (RK4). Dies soll entsprechend der speziellen Dgl. in 
Abbildung 3.4.5 zunächst für eine allgemeine Dgl. der Form ( ) ( ) ( )y x g x y x′ = ⋅  
demonstriert werden. Zunächst muß das Integrationsintervall von x in Abschnitte 
dx eingeteilt werden. 

 

 

Abbildung 3.4.5: Runge-Kutta-Vierschritt-Integration über einen Abschnitt dx 
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(3.4.3.9) 

Integriert wird hier über einen Abschnitt dx=x2-x0.Der Funktionswert y0 für x=x0 
ist bekannt, entweder aus der RB am Anfang des Integrationsintervalls, wenn der 
Abschnitt dx, über den integriert wird der 1.Abschnitt des Integrationsintervalls ist, 
oder aus der Integration über den vorhergehenden Abschnitt dx. Es werden 4 An-
stiege K0, K11, K12 und K2 berechnet. Aus diesen ergibt sich der gemittelte Anstieg 
K und mit diesem die Berechnung des diskreten (genäherten) Funktionswertes y2 
für x=x2. RK4 ist ein Integrationsverfahren 4.Ordnung, d.h. es ist genau bis ein-
schließlich der Glieder mit (dx)4 in der durch ein Polynom in dx angenäherten ex-
akten Lösung für einen Abschnitt dx. In dem Beispiel aus Abbildung 3.4.5 ist der 
Fehler zwischen exakter und genäherter Lösung noch relativ groß, damit man den 
Näherungs-Charakter der Lösung im Diagramm erkennen kann. Eine Halbierung 
der Schrittweite dx auf dxzul=0.1 (s. 3.4.3.4) drückt den Fehler schon in den ‰-
Bereich. 
Die Integration mit RK4 nach (3.4.3.9) entspricht der Integration nach der Simp-
son-Regel für eine Dgl. der Form ( )y f x′=  

( )

( ) ( ) ( )
2 2

0 0

y x
0 2

0 2
y x

Dgl : y f x

x x1dy f x dx f x 4 f f x
6 2

′=

⎡ ⎤⎛ ⎞+ ⎟⎜⎢ ⎥= ≈ + ⋅ +⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫

 

(3.4.3.10) 
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3.4.3.3 RK4-Integration für Matrizen 
Integriert werden soll  (3.4.3.7): ( ) ( ) ( )F s B s F s′ = ⋅ . 

• Die Integration erfolgt über einen diskreten Abschnitt Δs=si+2-si von s=si nach 
s=si+2. Die Mittelstützstelle ist bei s=si+1=si+Δs/2. 

• Die Zustandsmatrix F0=F(s=si) ist aus der Integration vom Anfangsrand s=sa 
bis s=si bekannt. Am Anfangsrand s=sa ist F0=A mit der Matrix A der RBn 
y0=A⋅x. 

• Berechnung der Anstiegsmatrizen mit B0=B(si), B1=B(si+1), B2=B(si+2), F0=F(si) 
analog (3.4.3.9). 

0 0 0 0 11 0 0

11 1 11 12 0 11

12 1 12 21 0 12

2 2 21

Anstiege : Funktionswerte :
sK F B F Y F K

2
sK B Y Y F K

2
K B Y Y F K s
K B Y

Δ′= = = + ⋅

Δ= ⋅ = + ⋅

= ⋅ = + ⋅Δ
= ⋅

 

 

 

(3.4.3.11) 

 

• Matrizen der gemittelten Anstiege und Zustandsmatrizen F2=F(si+2) und 
F1=F(si+1) an den Integrationsstützstellen s= si+2, si+1  

( )

( )( )

( )

0 11 12 2

2 0

1 0 11 12 2
2

1 0 1
2

4
genau bis zur Potenz s

3
nur genau bis zur Potenz s , wird aber zur Integra

tion über den nächsten Abschnitt s nicht gebraucht

1K K 2 K K K
6

F F K s

1 5 1K K K K K
6 4 4

F F K s

Δ

Δ −

Δ

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

= + ⋅Δ

⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + ⋅Δ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 

 

 

(3.4.3.12) 

Integration über n-Abschnitte Δsj, j=1,2...,n von s=sa bis s=sb 



Flächentragwerke Seite - 46 - 

Volker Hellmann März 2006 

a

i i

b b

y A x

y F x

S y S F x 0 x

= ⋅
⋅
⋅
⋅
= ⋅

⋅
⋅
⋅
⋅ = ⋅ ⋅ = ⇒

 ( )a b

Mittelstützstellei 1,...,n 1 ohne
einschl. y und yi 1,...,2n 1 mit

⎧⎪⎫= + ⎪⎪⎪⎬⎨⎪⎪= + ⎪⎭⎪⎩
 

• Berechnung der benötigten Größen: 

Verformungen 
Spannungen, Vergleichsspannungen 
Verzerrungen 

i i i

i i i i

y B y

z f (s , y , y )

′= ⋅
′=

 

• Nachteil des Verfahrens: RK4 ist nur für Randwertaufgaben mit linearen ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen anwendbar, also auf lineare Differential-
gleichungen für eindimensionale Probleme beschränkt.  

• Unterschied zur FEM: Bei der FEM wird das Problem entsprechend dem 
RITZschen Verfahren auf der Basis des Energiepotentials algebraisiert und bei 
RK4 werden die exakten Differentialgleichungen (näherungsweise) integriert. 

• Vorteile des Verfahrens: 

- Die Kraftgrößen und damit die Spannungen haben die gleiche Genauigkeit 
wie die Verformungsgrößen. Bei der FEM auf der Basis von Verformungsan-
sätzen ergeben sich die Spannungen über die Verzerrungen aus den Verfor-
mungsableitungen und sind demzufolge ungenauer als die Verformungen. 

- Für die Größe der zulässigen Integrationsschrittweite Δszul existiert ein zuver-
lässiges Kriterium und der Integrationsfehler kann gut abgeschätzt werden. 
Bei der FEM läßt sich ein solches Kriterium nicht angeben. 

3.4.3.4 Integrationsschrittweite Δszul, Fehlerabschätzung 
Die obere Grenze Δszul für die Integrationsschrittweite Δs ≤ Δszul läßt sich aus dem 
betragsmäßig größten Eigenwert der Koeffizientenmatrix des kanonischen Dgl.-
systems bestimmen: 
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( ) ( )

zul max K
max

Einheitsmatrix

Cs , | | max | (B) |
| |

B I 0 det B I 0 , I

Δ = λ = λ
λ

−λ⋅ = ⇒ −λ⋅ = −

�

� �
 

(3.4.3.13) 

C – Konstante (hängt von der Problemstellung und Ziffernzahl der numerischen 
Berechnung ab). Bei den Schalen sollte ungefähr eingehalten werden 0.7≤C≤1.3.  

 

• C<0.7  unnötiger Aufwand, wenn nicht aus 
Gründen der Auswertung feiner diskreti-
siert werden muß. 

• C>1.3 kann zu völlig unbrauchbaren Er-
gebnissen führen. 

• Analytische Bestimmung der Eigenwerte 
ist oft sehr aufwendig oder nicht möglich 
⇒numerische Berechnung von max| |λ . 

 
 

Für Kreis-(Ring-)Scheibe mit (3.4.2.4): 
 

2 2

2 2
2 2

2 2 2

1 1
1 1r Ehr r EhrB det 0

r r rEh Eh
r r r r

⎛ ⎞ν −ν ν −ν⎟⎜ ⎟− − −λ⎜ ⎟⎜ ν −ν⎟⎜ ⎟= ⇒ =− +λ − =λ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ν ν⎜ ⎟⎟⎜ −λ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

�

 

2
zul2

1 1 s C r
rr

λ = ⇒ λ=± ⇒ Δ = ⋅  

Für Kreiszylinder ergibt sich aus dem oberen kanonischen Dgl.-System  (3.4.4.17) 
: 

( )
( )

2
4

2 2 24max

12 1 1 Rh0
R h 12 1

−ν
λ + = ⇒ =

λ −ν
 

Dieser Wert ist auch sehr gut zur Abschätzung der zulässigen Schrittweite für be-
liebige (doppelt gekrümmte) Rotationsschalen geeignet. 

• Fehlerabschätzung: RK4 ist genau bis einschließlich Glied mit ( )4sΔ ⇒  

 Fehler 

Δs Δszul
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Zwei Integrationen durchführen (Das entspricht der Netzverfeinerung bei der 
FEM. Allerdings kann der Fehler bei RK4 im Gegensatz zur FEM quantitativ 
abgeschätzt werden) 

1.Integration über L=n s⋅Δ  mit Schrittweite sΔ  über n Abschnitte.   

Fehler:   ( )5sf n K sΔ ≈ ⋅ ⋅ Δ           K - unbekannte „Konstante“  

2.Integration über L= ( )n 2 s
2
⋅ ⋅Δ  mit Schrittweite 2 s⋅Δ  über n

2
 Abschnitte. 

Fehler:    ( ) ( )5 5
2 s

nf K 2 s 16nK s
2Δ ≈ ⋅ ⋅ ⋅Δ = Δ            

( )
( )

5
s s 2 s

5
2 s

y y nK s | 16 16y yy
15y 16 nK s | ( 1)

Δ Δ Δ

Δ

⎫⎪≈ + Δ ⋅ ⎪ −⎪⇒ ≈⎬⎪⎪≈ + ⋅ Δ ⋅ − ⎪⎭
 

Bedingung: 2 sΔ darf sΔ zul nicht wesentlich überschreiten. 

3.4.3.5 Numerische Stabilität 
Die numerische Stabilität des Verfahrens wird am Beispiel der Anfangswertaufga-
be für eine Dgl. erläutert: 

a a a b a by (s) g y(s), RB: y y(s ), g konst., s s s , s 0, s L′ = ⋅ = = ≤ ≤ = =

Die Lösung lautet g s
a

a

yln( ) g s y y e
y

⋅= ⋅ ⇒ = . Der Eigenwert ist gλ= . 

Für 0λ>  läßt sich die Lösung umformen: 
sL

s a
a a aL L

e yy y e y e , y , s L s
e e

−λ⋅−λ
λ⋅

−λ −λ= ⋅ = = = −
�

�� � . Die Lösung klingt je nach 

dem Vorzeichen des Eigenwer-
tes λ  vom Anfang oder Ende 
des Intervalls ins Innere ab. 

• Allgemein gilt für ein Sys-
tem von k kanonischen Dif-
ferentialgleichungen 

j s
i ij

j
y A e , i, j 1,2,...,kλ= =∑
 

• Dieses Abklingverhalten ist 
günstig für analytische Lö-
sungen. Wenn die Abkling-
faktoren j| |λ ⋅L groß genug 
sind, entkoppeln die Lösun-
gen für positive und negati-
ve Eigenwerte und können 

 

Abbildung 3.4.6: Abklingverhalten der Lösung 
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demzufolge getrennt aus den Randbedingungen am Anfangsrand sa (für 
j 0λ < ) und am Endrand sb (für j 0λ > ) erfüllt werden. 

Bei der Anfangswertaufgabe (3.4.3.7): 

( ) ( ) ( ) ( )a a by A x F s x, F s B(s) F s x, S F s x 0⎡ ⎤′= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎣ ⎦    

ist es wegen dieses Abklingverhaltens ab einer bestimmten Übertragungslänge 
ΔLk=sk+1-sk nicht mehr möglich, den Zustandsvektor 
( ) ( )k 1 k 1 k ky s F(s ) x , y s F(s ) x+ += ⋅ = ⋅  

durch die am Anfangsrand eingeführten Komponenten des Unbekanntenvektors x 
auszudrücken. Die Zeilen der Matrix F(sk+1) werden wegen der begrenzten Zif-
fernzahl der numerischen Berechnung linear abhängig. Durch lineare Transforma-
tionen des Unbekanntenvektors x nach jeweils der Übertragungslänge 

k zulL 5 sΔ ≈ ⋅Δ  lassen sich diese numerischen Instabilitäten beseitigen. Die Lö-
sung ist dann über beliebig lange Integrationsintervalle stabil. 
Physikalisch entsprechen diese Transformationen elastischen Einspannungen von 
jeweils zwei Teilschalen an der Transformationsstelle ineinander. 
Die Transformation des Unbekanntenvektors xk  an der Stelle sk+1 (zur einfacheren 
Schreibweise ohne Lastspalte, also ohne Komponente „1“, im Unbekanntenvektor 
x und Zustandsvektor y) wird wie folgt durchgeführt: 

v v
k k k k 1

Z Z neu

F F v
y(s ) F x x x , y

ZF F +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= ⋅ = ⋅ = ⋅ =⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�� � � � �  

Wenn als Komponenten des neuen Unbekanntenvektors xk+1 die Verformungen v 
an der Stelle  sk gewählt werden gilt: 

1
v v1

k 1 v k k v k 1 neu 11
Z vZ v

IF F
x v F x x F x F

F FF F

−
−

+ + −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟= = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = =⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎟ ⋅⎜ ⎝ ⎠⋅⎝ ⎠
� � � �  

Falls die Matrix Fv singulär ist, weil z.B. durch Lagerungsbedingungen an der Stel-
le sk Verformungen Null sind, können auch (beliebige, nicht verschwindende) an-
dere Komponenten des Zustandsvektors ky(s )� als neuer Unbekanntenvektor k 1x +�  
eingeführt werden. 

3.4.3.6 Radius r=0 
Bei Rotationsschalen sind die entsprechend (3.4.2.3) nach dem Formalismus von 
Hamilton-Jacobi eingeführten Komponenten des Kraftgrößenvektors Z die mit 
dem Radius r multiplizierten Schnittgrößen. Deshalb hat der Kraftgrößenvektor Z 
(bei i.a. endlichen Schnittgrößen) für im Scheitel r=0 geschlossenen Schalen bei 
r=0 verfahrensbedingt eine Singularität. Bei der Modellbildung muß dort ein 
„Loch“ gelassen werden (minimaler Lochradius≈Wandicke). Die Lösung am 
Lochrand weicht natürlich dann von der richtigen Lösung ab und muß extrapoliert 
werden. Man kann auch alternativ (bei einem kleinen Loch) am Lochrand die 
Randbedingungen für die Verformungen auf der Rotationsachse r=0 vorgeben 
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(z.B. vr(r=0)=0, χ(r=0)=0) oder die Schnittgrößen am 
herausgeschnittenen Teil aus den GGBn. bestimmen 
und damit den Fehler der Lösung am Lochrand ver-
ringern. 
Beispiel Platte:  

a a ya a a
F2 r q F 0 Z r q

2ϕ ϕΠ + = ⇒ =− =
Π

 

   
Beispiel Kugel: 

 
 
 

3.4.4 Beliebige Ro-
tationsschale mit kleinen Verformungen 

• Ableitungen nach dem Winkel ϑ sind Null: ( ) 0=i  

• Außerdem ohne Torsionsproblem: v 0ϑ =   

(wird als Spezialfall der allgemeinen Belastung behandelt) 

• Abkürzungen s sin , c cos , s= ϕ = ϕ −� Meridianbogenkoordinate, ( ) ( ) s,′ = �  

Entsprechend (3.4.1.4), Integration über den Breitenkreiswinkel ϑ  und die Wand-

dicke h (
3

2 hdz h, zdz 0, z dz
12

= = =∫ ∫ ∫ ) ⇒Entkopplung von Gliedern der 

Mittelflächenverzerrungen und der Krümmungsänderungen) durchgeführt ergibt: 

( )

( )

( )

2 2 2

3
2 2 2

r y r r y y

3

2 2

1 1Q D 2 Gh
2 2

1 1 hK 2 G r
2 2 12

( v s v c) (p v p v ) r

Eh EhD , K , s sin , c cos
1 12 1

ϕ ϕ ϑ ϑ ϕϑ

ϕ ϕ ϑ ϑ ϕϑ

⎡
= ε + νε ε + ε + γ +⎢

⎢⎣
⎤
⎥+ κ + νκ κ +κ + ω ⋅ +⎥⎦

⎡ ⎤′ ′+ λ χ− + − +⎣ ⎦

= = = ϕ = ϕ
−ν −ν

 

 

 

 

(3.4.4.1) 

2
a

a a a
a

2
a a a a ya a a

ra a a

prZ r n
2sin

2 r n sin p r 0 Z Z sin

Z Z cos

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

⎧⎪⎪ = =⎪⎪ ϕ⎪⎪⎪⎪Π ϕ − Π = ⇒ = ϕ⎨⎪⎪⎪ = ϕ⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 

0

0
ϕϑ

ϕϑ

⎫⎪⎪⎪ ⎧γ =⎪ ⎪⎪⎪ ⎪⇒⎬ ⎨⎪ ⎪ω =⎪ ⎪⎩⎪⎪⎪⎪⎭
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Der 5. Summand ist eine der Nebenbedingungen von (3.3.2.5): r yv s v c 0′ ′χ− + =  
aus der Normalenhypothese mit (s)λ � als Lagrangescher (noch unbekannter) Mul-
tiplikator-Funktion. Nach Einsetzen der Verzerrungs-Verformungsbeziehungen  
(3.3.2.5), sortieren, und mit Randgliedern der äußeren Arbeit (entsprechend 
(3.4.1.4) wird das Funktional P in Vektor-Matrix-Schreibweise: 
 

( )

( ) ( )

( )
( )

( )

T
R

T T
r y r y

T T T T
00 01 10 11

T T
0 1

T
r y r z y z

T
10 01

mit

und

und

P Q v, v , ds r n v Min.

v v ,v , , n n ,n ,m

1Q v A v v A v v A v v A v
2

g v g v pvr

p p ,p ,0 , p p c p s, p p s p c

A A

ϕ

ϕ ϕ

⎡ ⎤′= λ − =⎢ ⎥⎣ ⎦
= χ =

′ ′ ′ ′= + + + +

′+λ + −

= = + = −

=

∫ �

 

 

 

 

(3.4.4.2) 

 

Mit den 3 Dgln. entsprechend (3.4.1.6):  

Q Q 0
v v

′⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜− =⎟⎜ ⎟⎟⎜ ′⎝ ⎠∂ ∂
,  

den Hilfsgrößen (generalisierten Kräften) entsprechend (3.4.2.3):  

QZ
v

∂=
′∂
 und QZ

v
∂′=
∂

  

(Diese erfüllen die Dgln., aber keine 2.Ableitungen mehr in den Dgln.) 

( ) ( )T
r y r yZ Z ,Z ,Z r n , r n , r mχ ϕ= = ⋅ ⋅ ⋅  (3.4.4.3) 

und wegen der Nebenbedingung 
Q 0∂ =

∂λ
 ergeben sich die 7 Gleichungen: 

T
01 11 1

11 1T T
0 1 T

1

00 01 0

Z A v A v g

A g
0 g v g v 0

g 0

Z A v A v

C

g pr

′= + +λ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′= + +λ⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

′ ′= + +λ −

 

 

(3.4.4.4) 
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Die Matrix A11 ist singulär, da die Komponenten des Verformungsvektors wegen 
der Nebenbedingung nicht linear unabhängig sind. Deshalb muß bei der Auflösung 
von (3.4.4.4) die reguläre Matrix C invertiert werden 
Die Matrizen und Vektoren von (3.4.4.4) haben folgenden Aufbau: 

( )
( )

( )

T T
01 10 00 00

2

2
T
02 T

11 11 T
1

11mit aber

Dc Ds 0 D 0 0
1A 0 0 0 A , A 0 0 0 A ,
r

0 0 Kc 0 0 Kc

Dc Dcs 0
g r 0 0 1

A r Dcs Ds 0 A ,
g r s c 00 0 K

Det A 0 Det( ) rDK 0C

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟= ν = = =⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ = −⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= =− ≠

 

Die Auflösung der 1. vier Gleichungen von (3.4.4.4) ergibt: 
T
011 1
T
0

2

rr
2

yy

AZ v
v

0 g

c cs 0 s
D D Zv
cs s Zv 1 0 c
D Dr Z

10 0 0 0K
s c 0 0

C C− −

χ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ′⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎜= + ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎜⎜ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎛ ⎞′ ⎟⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜′ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⇒ = ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎜⎟′χ ⎜⎟⎜ ⎟⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎟ ⎜⎜⎜ ⎟⎜ ⎜λ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎜ ⎟

r

y

Dc 0 0
v

Ds 0 0
v

0 0 Kc
0 0 r

⎛ ⎞ν ⎟⎜ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ν ⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎟− ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ν⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎟⎜ χ⎝ ⎠⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎟ ⎟⎝ ⎠

  

Das sind 4 Gleichungen. Einsetzen der ersten drei dieser Gleichungen in die letz-
ten drei Gleichungen (3.4.4.4) und Eliminieren von  

( )r y r y
1 s Z c Z s n c n q
r ϕλ= − ⋅ + ⋅ =− ⋅ + ⋅ =−  (3.4.4.5) 

(negative Quer-(Schnitt-)kraft) ergibt das kanonische Differentialgleichungssystem 
entsprechend (3.4.2.1): 

( ) 00 01T
T

10 11

B b B B
y B y , y v Z 1 , B , B

B B0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟′ ⎜= ⋅ = = = ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

�
�  

(3.4.4.6) 
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2

2
T T

00 11 01 01

T
10 10

3

2

c scc 00 s D Dr
s 1 sc sB B 0 c , B B 0
r r D D

c 10 0 0 0
r K

Eh 0 0
1B B 0 0 0
r

Eh0 0
12c

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟ν ⎜ ⎟⎟ ⎜⎜− ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ν ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟=− = − − = =⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ν ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ⎠

( )T
r y, b 0 0 0 r p r p 0= − ⋅ − ⋅

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟

 

2

2r

y

r

y

3
2

c scc 0 sr 0
D D

v sc ss 0 cr 0v D D
11 0 0 c 0 0

Z Kr
Eh 0 0 c s 0Z
0 0 0 0 0 0Z

Eh0 0 c sr cr c
12

χ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−ν⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜′ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ −ν −⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜χ⎜ ⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟ −ν= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟ν ν⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜⎝ ⎠⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ν⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎟

r

y

r r

y y

v 0
v 0

0
.

Z rp
Z rp
Z 0χ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟χ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎟+⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ − ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜− ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎜⎝ ⎠ ⎜⎟

 

 

 

 

(3.4.4.7) 

 

Die Randbedingungen entsprechend (3.4.2.5) sind: 

( )
b

a

sT

s
(Das sind 6 Randbedingungen.)

Definition der Hilfsgrößen

Z n r v | 0

Z n r

− ⋅ δ =

⇒ = ⋅
 

(3.4.4.8) 

in (3.4.4.8) sind entweder Komponenten der Randschnittkraftgrößen nR oder der 
Randverformungen vR vorgegeben (R = sa, sb). 
 z.B.: nrR=100N/mm ⇒ZrR = (r⋅nr)R und vrR  ist unbekannt oder 

  vrR=1mm         rv 0⇒ δ =        und    ZrR ist unbekannt 
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• Es sind auch RBn. aus Lagersteifigkeiten möglich. Dann sind die Schnittgrö-
ßen am Rand: nR=CR⋅vR, mit der Matrix CR der Federsteifigkeiten 

Spannungsberechnung aus den Schnittgrößen (3.4.4.5): 

r
r y

y
r y

n
n n cos n sin1n Z n ,
q n sin n cosr

m

ϕ

ϕ
ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ = ϕ+ ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ = ϕ− ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  

• Einsetzen der Verzerrungs-Verformungsbeziehungen (3.3.2.5) in die Definition 
der nach den Verzerrungen ( ),ϑ ϑε κ  aufgelösten Gleichungen für die Schnitt-
größen  (3.3.6.3) 

zur Elimination von undϑ ϑε κ ⇒

r

3

vn Eh n
r

Ehm cos m
12 r

ϑ ϕ

ϑ ϕ

⎧⎪⎪ = +ν⎪⎪⎪⎨⎪ χ⎪ = ϕ+ν⎪⎪⎪⎩

 

• Damit Berechnung der Spannungen und der Vergleichsspannung nach der Ges-
taltänderungsenergiehypothese 

3 3

2

z

2 2 2 hv z v max v z
2

n 12m n 12mz , z
h hh h

q3 z1
2 h h / 2

3 , Max

ϕ ϕ ϑ ϑ
ϕ ϑ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϑ ϑ ϕ =±

σ = − σ = −

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜τ = − ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞⎟⎜σ = σ −σ σ +σ + τ σ = σ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 

 

(3.4.4.9) 

 

3.4.4.1 Spezialfälle: Kreisscheibe und Kreisplatte 
Für den Winkel φ=0 und damit s=sinφ=0 und c=cosφ=1 entkoppelt das kanonische 
Dgl.-System (3.4.4.7) in ein System für den Scheibenzustand  
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r

r r

1v 01y , B , bD
Z rpr Eh

⎛ ⎞⎟⎜⎛ ⎞ ⎛ ⎞−ν ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟= = =⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎟⎜ ν⎝ ⎠
��  

 

(3.4.4.10) 

und eins für den Plattenzustand  

y

y y
3

0 r 0 0
v 010 0 01 Ky , B , b0 0 0 0Z rpr
Z 0Eh0 r

12
χ

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜⎛ ⎞ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜ −ν⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟χ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎟= = = ⎟⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎜⎟⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎜⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟ν ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎟⎜

��  

 

 

(3.4.4.11) 

 

Mit (3.4.4.10) wird das kanonische Dgl.-System für die Kreisscheibe: 

r r r r r r

r r r r r r r r r

1v v Z Z Dr v v
r Dr r

Eh EhZ v Z rp Z v Dr v v rp
r r r r r

⎛ ⎞ν ν ⎟⎜′ ′=− + ⇒ = + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ν ν ν ⎟⎜′ ′ ′⎢ ⎥= + − ⇒ = + + −⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

↓  

 
 

(3.4.4.12) 

Um eine übergeordnete Dgl. für die Radialverschiebung vr zu erhalten, muß Zr aus 
(3.4.4.12) eliminiert werden: 
Die 1.Gleichung abgeleitet (mit D=konst und υ=konst): 

r r r

r r r r
2 2

1v v Z
r Dr

v v 1 Z Z
r D rr r

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν ⎟ ⎟⎜ ⎜′′=− +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′⎟ ⎟⎜ ⎜=−ν − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

r rZ und Z′ aus (3.4.4.12) eingesetzt und nach Ableitungen von vr geordnet ergibt: 

r r r 2
r r 1 rp rp2 partikulär Lösung

v v p Av , v A r v , v
r D rr
′′′+ − =− = + + −

 

Das ist die Gleichung (3.4.1.12) aus  3.4. 
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Durch ein analoges Vorgehen kann man aus (3.4.4.11) eine übergeordnete lineare, 
gewöhnliche Dgl. 4.Ordnung für w=vy herleiten: 

( )

y2 3

mit

2 1 1K w K w w w w p
r r r

1 ww r w w
r r

⎛ ⎞⎟⎜ ′′′′ ′′′ ′′ ′⋅ΔΔ = ⋅ + − + =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
′ ′′ ′′Δ = ⋅ = +

 

(3.4.4.13) 

Diese ist mit (3.2.7.2) in kartesischen Koordinaten schon von der Rechteckplatte 
aus 3.2 bekannt. Die Schnittgrößen sind entsprechend (3.2.7.1) und (3.2.7.3)   

( )y
2

mit

auf Schnitt konst.

Z wm K w w
r r

wm K w
r

Z w wq K w K w
r r r

χ
ϕ

ϑ ϑ =

⎛ ⎞′⎟⎜ ′′ ′= =− +ν =−χ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞′ ⎟⎜ ′′=− +ν ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞′′ ′ ′⎟⎜ ′′′= =− + − =− Δ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

 

 

(3.4.4.14) 

Die allgemeine Lösung der Platten-Dgl. ist: 

( ) 2 2
1 2 3 4 p

4
4a

p
a a

für p konst.

w B B ln( ) B B ln( ) w

prr dw 1 dw, w , w
r dr r d 64K

=

β = + β + β + β β +

′β= = = = β
β

 

 

(3.4.4.15) 

 

3.4.4.2 Spezialfall: Kreiszylinderschale 
Für den Winkel φ=90° und damit s=sinφ=1 und c=cosφ=0, den Radius r=R wird 
aus (3.4.4.7) 

r r

y y

r r

y y

0 0 R 0 0 0
v v10 0 0 0v vD

11 0 0 0 0 0 .
KZ ZR

Eh 0 0 0 0Z Z
0 0 0 0 0 0Z Z
0 0 0 R 0 0

χ χ

⎛ ⎞⎟⎜′ ⎟⎜⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜−ν⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜χ χ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎜⎟⎜⎟ = ⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ν⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎜⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟−⎝ ⎠⎟⎜

r

y

0
0
0
Rp
Rp
0

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎟+ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎟ − ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎟ ⎜− ⎟⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎟⎟ ⎟⎝ ⎠⎜⎟

 

 

 

(3.4.4.16) 
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 Dieses System kann in zwei (schwach gekoppelte) Systeme eingeteilt werden 

r r

2
r r r y

y

y

0 R 0 0 0v v
1 00 0 01 1
KZ ZR R R p ZEh 0 0 0

Z Z 00 0 R 0

1v 01
DZ R 0 0

χ χ

′ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟χ χ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟= ⋅ +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ − +ν⎟⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝⎜ ⎠ ⎝⎜ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎟⎜⎜ ⎟−⎝ ⎠
′ ⎛⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

r
y

y
y

vv
R

Z Rp

⎛ ⎞⎞ ⎟⎜⎟⎛ ⎞⎜ −ν⋅ ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎟+⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟−⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 

 

(3.4.4.17) 

Aus dem ersten kann man die übergeordnete Dgl. für die Radialverschiebung vr 
der Kreiszylinderschale ableiten: 

( )2*
y4 4 *r

r r r r2 2 2 2

12 1 Zp Ehv 4 v , 4 , p p
K R K R h R

−ν
′′′′+ α = α = = = −ν

 

 

(3.4.4.18) 

Das Koppelglied mit Zy beeinflußt lediglich die Partikulärlösung. Die Lösung für 
eine Zylinderschale der Länge L ist: 

( ) ( )

( ) ( )*

y
r 1 2 r

y * * *
3 4 rp

v e C cos y C sin y v

e C cos y C sin y v , y L y

−α

−α

′⎡ ⎤= α + α =χ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ α + α + = −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

(3.4.4.19) 

Die Lösungen klingen jeweils von einem Rand y=0 oder y=L örtlich exponentiell 
ab, analog dem zeitlichen Abklingen gedämpfter Schwingungen. 

Für lange Zylinderschalen (e-αL<<1) entkoppeln die Lösungsanteile mit y und y*, 
d.h., es können jeweils zwei der insgesamt 4 Konstanten aus einem entkoppelten 
Gleichungssystem für C1 und C2 bzw. C3 und C4 bestimmt werden. 

Die Dgl. (3.4.4.18) ist identisch mit der für den elastisch gebetteten Balken. Dort 
sind 4α4=c/EI und das Störglied q/EI mit der Bettungssteifigkeit c, der Streckenlast 
q und der Biegesteifigkeit EI.  

Die 2.Gleichung des 2.Dgl.-Systems von (3.4.4.17) ist eine GGB zur Bestimmung 
von Zy. Die zugehörige Integrationskonstante kann bei statisch bestimmter Lage-
rung aus der entsprechenden RB bestimmt werden. Mit der 1. Gleichung wird 
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dann bei bekannter Radialverschiebung  vr noch die Längsverschiebung vy berech-
net. 

3.4.4.3 Beispiel: Rohr mit Platte 
Das Beispiel (Abbildung 3.4.7) hat akademischen Charakter. Es dient zum Ver-

gleich der analytischen Lösung des Prob-
lems mit der numerischen aus der Integrati-
on des kanonischen Dgl.-Systems (3.4.4.7). 
Der E-Modul beträgt E=2⋅105MPa, die 
Querdehnungszahl ν=0 (dafür wird die ana-
lytische Lösung einfacher), die Flächenlast 
p=2MPa, die Länge L=400mm, der Radius 
R=200mm, die Wanddicke h=10mm. 

Der obere Rand des Zylinders ist ohne Ver-
formungsvorgaben und ohne Lasteinleitun-
gen. 

Die Konstanten B2 und B4 für die Platte 
ergeben sich aus den RBn. auf der Rotati-
onsachse. Sie sind Null (w‘=0 ⇒  B2=0, 
q=0 ⇒  B4=0). Die Lösungen des Zylin-
ders mit den Konstanten C3 und C4 klingen 
vom Rand y=L ab und haben auf den Rand 
y=0 des Zylinders keinen Einfluß (wegen 1 
>> e-αL = 7.7⋅10-6). Wegen der RB mφ=0 
und q=0 auf dem Rand y=L gilt bei dieser 
RWA C3=C4=0. 

Die Rand- und Übergangsbedingungen am Übergang Platte-Zylinder sind: 

( )

4

1 3 y

2

r 1

3
3

r 2 1

2
23

r 22

pRw(1) 0 B B , w v
64K

pRv (0) 0 C
Eh

2B pRw (1) v (0) C C
R 16K

2B 3pRKw (1) Kv (0) 2 C
16KR

= = + + ≡−

= = +

′ ′= ⇒ + =α −

′′ ′′= ⇒ + =− α

 

 

 

 

(3.4.4.20) 

 

 

 

 

Abbildung 3.4.7: Modell Platte-
Zylinder 



Flächentragwerke Seite - 59 - 

Volker Hellmann März 2006 

 

Daraus ergeben sich die Konstanten: 

4 2 4 2

1 3

2 2

1 2

pR 2 R 5 pR 2 R 3B , B
2 R 1 64K Eh 2 R 1 32K Eh

pR pR R 1C , C
Eh 2 R 1 8 K Eh

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α + α α + α⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥α + α +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞⎟⎜=− =− + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠α + α

 

 

(3.4.4.21) 

 

Die Funktionsverläufe w(β) der Platte (biegt sich in Richtung der Flächenlast 
durch, also nach unten, w(β)=-vy(r)>0 ): 

 

 

und vr(y) des Zylinders (Am Rand y=0 ist die Verdrehung gleich der in der Platte 
an deren Außenrand. Deshalb ist in der Nähe des Randes y=0 vr<0.): 

 

Abbildung 3.4.8: Plattendurchbiegung w 

 

Abbildung 3.4.9: Zylinderaufweitung vr 
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Zum Vergleich die numerische Lösung des Programmes RoScha. Diese wurde mit 
dem Dgl.-System (3.4.4.7) für 2 Bereiche berechnet, also nicht für die Spezialfälle 
Platte oder Zylinder. 

Der Einfluß der Randstörung im Zylinder durch die elastische Einspannung in die 
Platte ist in der Entfernung y=R vom Rand praktisch abgeklungen.  

Bei Berechnung mit der Querdehnungszahl ν=0.3 wird im Zylinder 
vr_max/min=0.0448/-0.0712 und in der Platte vy_min=-3.48.  

3.4.5 Beliebige Rotationsschale mit endlichen Verformungen 
• Ableitungen nach dem Winkel ϑ sind Null: ( ), 0ϑ=    
• Außerdem ohne Torsionsproblem: v 0ϑ =  

(Torsion wird als Spezialfall der allgemeinen Belastung behandelt) 
• Abkürzungen: s sin , c cos , s= ϕ = ϕ −� Meridianbogenkoordi-

nate 

• ( ) ( ) ( ) ( )
,

s t
∂ ∂′ = =
∂ ∂

i

�
 ,  t- Zeit bei zeitabhängigem Stoffge-

setz, sonst Lastparameter, der die Geschichte der Lastaufbringung 
beschreibt. 

• Linearelastisches, isotropes Materialverhalten (trotzdem wird der 
Parameter t als Zeit bezeichnet und Ableitungen nach diesem Pa-
rameter als Geschwindigkeit) 

• , ,λ μ" - körperfeste Schalenkoordinaten (oder s), zϕ �  (,ϑ ) 
• k,l,  …  - raumfeste (Zylinder-)Koordinaten r, y (,ϑ ) 
• K,L,… - kartesische Koordinaten x, y (, z) 

 

Abbildung 3.4.10: RoScha-Vergleichslösung 

 

Abbildung 3.4.11: 
kartesisches Koordi-
natensystem 

0

0
ϕϑ

ϕϑ

⎧γ =⎪⎪⇒⎨⎪ω =⎪⎩
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• Einführung einer konvektiven (zeitlich mitgeführten) Metrik 
 
Der Ortsvektor r

G
zu einem beliebigen Punkt P auf der Scha-

lenbezugsfläche ergibt sich aus der Produktsumme (über einen 
oben und unten je einmal auftretenden Index wird summiert) 
aus Koordinaten und Basisvektoren. Dessen Differential dient 
zur Definition der Basisvektoren in den verschiedenen Koor-
dinatensystemen. Das Besondere an den konvektiven Koordi-
naten ist: Die Koordinaten von P behalten per Definition wäh-
rend der Verformung ihren Wert. Es ändern sich die Basisvek-
toren. Anschaulich bedeutet das, auf die unverformte Struktur 
wird ein Gitternetz von Koordinatenlinien aufgebracht, jeder 
Gitterpunkt erhält eine Nummer (die konvektive Koordinate). 
Das Gitternetz der Koordinatenlinien wird bei Lastaufbrin-
gung verzerrt, der Punkt behält seine Nummer. 

K
K
K k

K k
K k

K k

K K k k

K k
K k

K k

Definition der Basisvektoren

Definition

r x e

dr dx e dx g dx g

r, dx r, dx r, dx
r, e , r , g , r , g

dr dx e dx g d dxx g dx g

e g 0

0

λ
λ

λ
λ

λ λ

λ λ
λ

λ
λ

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪= = = ⎪⎪⎬⎪= = = ⎪⎪⎪⎪⇒ = = = ⎪⎪⎭

= = == +

= =

G G

G G G G

G G G
G G G G G G

G G G G G� � �� � �
G G� �

 

 

 

 

(3.4.5.1) 

 
 

 

 

 

• Die Skalierung des Netzes ändert sich ( Die 
Basisvektoren gλ

G
sind veränderlich, da ihr 

Zuwachs g 0λ ≠G� ist.) 

• Bei der Rotationsschale ist die konvektive 
Koordinate des Punktes P die Schnittstellen-
nummer i auf dem Meridian oder auch die 
Bogenlänge sP (ist nur im Ausgangszustand 
die „wirkliche Bogenlänge“) 

 

Abbildung 3.4.12: raum-
feste Verformungen 

 

 

Abbildung 3.4.13: konvektive 
Koordinate der Rotationsschale 

Der Punkt P behält seine Koordinaten Pxλ  
beim Übergang von t0 zu t1 bei. Die Koor-

dinaten Pxλ  sind reiner Zählindex analog 
den Knotennummern bei der FEM. 
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3.4.5.1 Variationsprinzip in Zuwuchsformulierung, ohne Arbeit 
der Randspannungen 

Verschiebungsgeschwindigkeiten:  

( )k k
k kw v w g w g v g v gλ λ

λ λ= = = = =
iG G G GG G� �  (3.4.5.2) 

 

⇒nur in raumfester, zeitlich unveränderlicher Basis gilt:  

k k k kw v v w dt= ⇒ = ∫�  (3.4.5.3) 

Verzerrungsgeschwindigkeiten für konvektive Koordinaten: 

( )
( )

( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

| |

*

* *

* *

mathematische Koordinaten

physikalische Koordinaten

1d w w g g
2

d g d

d g g g

g d

λμ λμ λ μ μ λ λ μ

λμ
λμ λμ

λμ λμ λμ
λμ λμ λμ λμ λμ

λμ
λμ λμλμ

= ε = + = ⋅

=

≠ ε = ε = ε + ε

ε = ε +

i

G G��

�� �

��

 

 

 

(3.4.5.4) 

Für kleine Verzerrungen (bei linearem Stoffgesetz sind i.a. nur kleine Verzerrun-
gen zugelassen) gilt: * *dλμ λμ≈ ε�  

Beispiel: Ringdehnung (3.4.1.2) mit quadratischem Glied entsprechend (3.3.1.1), 
(3.4.5.8) (physikalisch) * 1ϑϑε � : 

( )
2

* r r r r r
r r r2

2
* r r r r

2
* * * *r r

v v v v v1 1, v r v r 1 , r v
r 2 r r r rr

v v v v1 1
r r r r

v vd d 1 d 1
r rϑϑ ϑϑ ϑϑ

ϑϑ

ϑϑ

ϑϑ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ε = + = − = − =⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ε = + = −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜= ⇒ ε = − ≈ − ε⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

i

i

�� �� �

��

� � ( )2* *d
ϑϑϑϑ

⎡ ⎤ ≈⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

 

(3.4.5.5) 
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damit ergibt sich die 1.Variation des Potentials I in der Zuwuchsformulierung: 

( )
P

( ) ( )

k

k k
k k

k
k

| |

c p

c w | c w |

I dV d ( p dA) w

1 g ( w w )dV
2

λ
λ

ν ρ μλ

λμ
λμ

λμ νρ
ν λ ρ μ

⋅

δ = σ δ − δ +

+ σ δ ⋅

∫ ∫

∫

i i

��������
 

 

(3.4.5.6) 

I 0δ =  ist die notwendige Bedingung für ein Minimum des Potentials I. 

Die Gleichung (3.1) (Koordinaten des Verzerrungstensors für große Verzerrun-
gen):  

( )mn
kl k,l l,k m,k n,l

1 v v v v
2

ε = + + δ ⋅  

in beliebigen Koordinaten werden die partiellen Ableitungen durch die kovarianten 
Ableitungen ersetzt und die Koordinaten des Kronecker-Tensors kl k le eδ = ⋅G G

 
durch die Koordinaten des Metrik-Tensors g g gμν μ ν= ⋅G G

: 

( )| | | |
1 v v g v v
2

νρ
λμ λμ μ λ νλ ρμε = + + ⋅  (3.4.5.7) 

⇒Das quadratische Glied der Verzerrungen in  (3.4.5.7) hat die gleiche Form wie 
das quadratische Glied der Geschwindigkeiten im 3.Summanden, dem geometrisch 
nichtlinearen Glied von (3.4.5.6) . Wenn die quadratischen Verzerrungsglieder 
bekannt sind, ist damit auch das geometrisch nichtlineare Glied bekannt. Die phy-
sikalischen, in Wanddickenrichtung z linearisierten Verzerrungskoordinaten mit 
den quadratischen Gliedern sind ( ( )v 0 , , 0ϑ ϑ= = ): 

( ) ( )
lineares Glied 22 2

r y r y r y
1

2
r r r

lineares Glied

1v c v s z v c v s v c v s z
2 r

v c 1 v v cz z
r r 2 r r r

ϕϕ

ϑϑ

⎡ ⎤χ⎡ ⎤ ⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ε = + − χ + + +χ − + χ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞⎟⎜ε = − χ + − χ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

��������������

����	���


 

 

(3.4.5.8) 
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3.4.5.2 Aufbereitung der Gleichungen 
Der 1.Summand von (3.4.5.6) ergibt: 

( ) ( )
mit der Volumenänderungsgeschwindigkeit

dV e dV

dV e dV

λμ λμ λμσ = σ + σ

= ⋅

i
��

� �
 

 

(3.4.5.9) 

Für kleine Verzerrungen ist e 0≈� und es darf dV 0=�  gesetzt werden. Feldkräfte 
im Kontinuum können als Kräfte/Masseeinheit definiert werden mit 
dM=ρdV=konst., so daß die Vernachlässigung der Volumenänderungsgeschwin-
digkeit die GGBn. nicht verletzt. 

Aus dem 2.Summanden wird: 

P

N

( )

k k

("Drehglied")

k k k k

p p

r

mit der Mittelflächenänderungsgeschwindigkeit

(c p dA) (c p c p a c p )dA

dA a dA

dA rd ds , dA rds rds d

dA r dsa d d
dA r ds

λ λ λ λ
λ λ λ λ

ϕ

= + +

= ⋅

= ϑ = + ϑ

= = + = +

i

�

� � ���������	�������


� �
� ��� � �

� �� ��
�

 

 

(3.4.5.10) 

Die Mittelflächenänderungsgeschwindigkeit könnte wegen ihrer Kleinheit auch 
vernachlässigt werden. Dann stimmen aber die Gleichgewichtsbedingungen nicht 
mehr (exakt). Bei einer Änderung der Größe der Mittelfläche ändern sich auch bei 
zeitlich konstanten Flächenlasten deren resultierende Kräfte. 

Nach Abbildung 3.4.12 gilt: 

mit

wird

s sin c cos
s c c c s s

ϕ=−χ
= ϕ = ϕ
= ϕ =−χ =−ϕ =χ

� �

� �� � � �
 

 

(3.4.5.11) 

Damit ergibt sich für die Zuwüchse der Flächenlasten in den raumfesten Richtun-
gen r und y: 

y rr y

r z y z

r z z y z z

z z z z

p pp p

p p s p c p p c p s

p p s p c p s p c p p c p s p c p s

p s p c ( p c p s) p c p s ( p c p s)

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
−

= + =− +

= + + + =− + − +

= + +χ − + =− + +χ − −
� �

� � � � � � � � � �

� � � �� �
����	���
 ������	�����
 �����	����
 ������	�����


 

(3.4.5.12) 
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Aus (3.4.5.6) wird mit  

2
1Ee 0 , d 2 , z dz 0 , d

11

⎛ ⎞ν⎟⎜= ϑ= Π = σ= ⋅⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ν⎝ ⎠−ν∫ ∫� �  

( ) ( )
2

2 r r
r y r y

2
2

r y r y r y

r y
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p pyr

1 I U ds 0
2

1 1 v vU D v c v s 2 v c v s
r 2 r r

1 c cK 2
2 r r

(p p ) v (p p ) v

1 1 Z c Z s
r D

δ = δ =
Π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜′ ′ ′ ′δ = δ + + ν + + +⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜′ ′+ δ χ + νχ χ+ χ +⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

− +χ δ − −χ δ +

− + +

∫

� �
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� �� � � �

� � � �
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����	���
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ϑ
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(3.4.5.13) 

Die Mittelflächenänderungsgeschwindigkeit könnte einfacher durch 

( ) r
0 0 r yz 0

va d d d d v c v s
rϑ ϕ ϑ ϕ=

′ ′= + = + = + +�� � �  (3.4.5.14) 

ausgedrückt werden.  
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Für die nachfolgende Variation und die Erstellung des kanonischen Dgl.-Systems 
ist es aber günstiger, die Verzerrungen über das Materialgesetz durch die Schnitt-
größen und diese durch die generalisierten Kraftgrößen zu ersetzen 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r
0 0

2
r

r y r

r y

r y

1 v 1d n n , d n n
Eh r Eh

1 1 va n n n 1
Eh Eh r

Z r n r n r n Z c Z s , r v

Z c Z s r q , s c , c s

r q Z s Z c

ϕ ϕ ϑ ϑ ϑ ϕ

ϕ ϑ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ

= −ν = = −ν

−ν −ν= + = + −ν

= ⋅ = ⋅ + ⋅ = + =

= + +χ ⋅ =−χ =χ

⋅ =− +

ii

�� � � �

�� � � �

� � � � �

� � � �� � �

 

 

 

 

(3.4.5.15) 

 

Das Variationssymbol δ ist in (3.4.5.13) nicht vor das Integral gezogen worden, 
um zu kennzeichnen, daß die Variation nur für die Verformungsgrößen durchzu-
führen ist, vor denen das Variationssymbol steht. 
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3.4.5.3 Kanonisches Dgl.-System, Lösungs-Schema 
Die Gleichung (3.4.5.13) wird analog dem Vorgehen in 3.4.4 für die Rotations-
schale mit kleinen Verformungen in ein kanonisches Dgl.-System überführt. 

Eulersche Dgln.für die Zuwüchse: k r y
k k

U U 0 , v v , v ,
v v

′⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜ ⎟ − = = χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′∂ ∂⎝ ⎠� �
 

Hamilton-Jacobi:       k k k r y
k k

U UZ , Z , Z Z , Z , Z
v v χ
∂ ∂′= = =

′∂ ∂
� �

� �
 

außerdem aus Nebenbedingung: ( )r y
U v s v c 0∂ ′ ′=χ− − =

∂λ
� ���  

⇒kanonisches Dgl.-System für die Zuwüchse: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0 0 0

T T
r y r y

0 A
0

0 A

0 0
0

0

konvektive Koordinate

y s , t B s , Z s , t y s , t

v
y Z , v v v , Z Z Z Z

1

, s s t t
s s

s , t 0
1ds(t) 1 s , t ds y y B y

1 s

y 1 B y
s

ϕ
ϕ

ϕ

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦⎣ ⎦
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= = χ = χ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∂ ∂′ = ≠ = =
∂ ∂

− =
∂⎡ ⎤ ′= + ε ⇒ = = ⋅⎣ ⎦ + ε ∂

∂ = + ε ⋅
∂

� � � � � �

� �
� �
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(3.4.5.16) 
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Lösung: Integration über A Et , t t t≤ ≤  (AWA, AnfangsWertAufgabe) mit ein-
gebetteter Integration über a es , s s s≤ ≤� � � �   (RWA, RandWertAufgabe) 

Die Geometrie, das sind hier speziell der Radius r und der Meridianneigungswin-
kel φ, werden mit über t integriert. 

 

Abbildung 3.4.14: Integration der AWA-RWA  
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3.4.5.4 Beispiel: Kreisplatte mit großer Durchbiegung 
Die (Kirchhoffesche-) Plattentheorie aus 3.2 
und 3.4.4.1 gilt nur für kleine Durchbiegun-
gen, entsprechend der Theorie 1.Ordnung. 
Infolge der Durchbiegung wird aus der (e-
benen) Platte eine (gekrümmte) Schale. 
Platten- und Scheibenzustand enkoppeln 
nicht mehr. Bei größeren Durchbiegungen 
ist die daraus resultierende Veränderung des 
Tragverhaltens nicht mehr zu vernachlässi-
gen. Die beiden Platten in Abbildung 3.4.15 
unterscheiden sich nur durch die Lagerung, 
also die Scheibenrandbedingungen. Nach 
der linearen Plattentheorie gibt es für beide 
Varianten keine Unterschiede. Die lineare 
Lösung soll den nichtlinearen Lösungen aus 
der numerischen Integration der kanoni-
schen Dgln. (3.4.5.16) für beide Fälle ge-
genüber gestellt werden. Die analytische 
Lösung des linearen Problems ist: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5

3

2

4
4 2

lin

E 2.1 10 MPa , 0.3 , p 1MPa

Eh rh 4mm , R 100mm , K ,
R12 1

pRw ,p 1 2 3 5
64 1 K

= ⋅ ν= =

= = = α=
−ν

⎡ ⎤α = +ν α − +ν α + +ν⎢ ⎥⎣ ⎦+ν

 

 

 

(3.4.5.17) 

Die Ergebnisse für die maximale Durchbiegung wmax (in Plattenmitte) in Abhän-
gigkeit von der Flächenlast p sind in Abbildung 3.4.16 gegenübergestellt. Bis zu 
wmax =0.2h stimmen die drei Lösungen noch gut überein. Das Los-(Ring-)Lager 
des Falles a) kann im Gegensatz zum Fest-(Ring-)Lager des Falles b) keine Schei-
benkräfte aufnehmen. Deshalb ist die Platte a) nicht so steif wie die Platte b). Bei 
einer Flächenlast von p=1MPa weichen die drei Lösungen schon beträchtlich von-
einander ab und die lineare Lösung ist unbrauchbar. Das als starr angenommenen 
Fest-(Ring-)Lager des Falles b) muß dabei natürlich beträchtliche Scheibenkräfte 
aufnehmen und wird sich dabei selbst auch verformen. Deshalb ist die Platte nach 
b) praktisch wohl zu steif und die Wahrheit liegt zwischen a) und b). 

 

Abbildung 3.4.15: Kreisplatte mit 
unterschiedlicher Lagerung 
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3.5 Beliebige Rotationschale mit beliebiger Belastung 
3.5.1  Membrantheorie 
Die Membrantheorie ist eine momentenfreie Theorie. Biegemomente und die da-
mit über die GGBn. gekoppelten Querkräfte sind per Definition nicht vorhanden. 
Es wird voraussgesetzt, daß sowohl die Verformungen, als auch die Spannungen 
über der Wanddicke konstant sind. Diese Voraussetzungen sind mit guter Nähe-
rung nur für sehr dünne Schalen in ausreichender Entfernung von Randstörungen 
erfüllt. 

3.5.1.1 Kinematische und kinetische Annahmen 
Wegen der Annahme über der Wanddicke konstanter Verformungen und Span-
nungen werden in (3.3.2.1) und (3.3.3.1) alle Glieder mit der Wanddickenkoordi-
nate z gestrichen. 

3.5.1.2 Materialgesetz 
Es wird linearelastisches Materialverhalten vorausgesetzt. Die entsprechenden 
Gleichungen ergeben sich aus (3.3.4.2) durch Streichen der Glieder mit der Koor-
dinate z. 

3.5.1.3 Verzerrungs-Verformungsbeziehungen 

 

Abbildung 3.4.16: Kreisplatte mit großer Durchbiegung 
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Die Verzerrungs-Verformungsbeziehungen in (3.5.1.1) ergeben sich wegen der 
Voraussetzung konstanter Verzerrungen über der Wanddicke und der Linearisie-
rung in z aus Tabelle 3.3.1 durch streichen aller Glieder mit der Koordinate z. 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

z

1

z

,s ,mit

vs, v
r

1s, v c v s v
r
1s, v v c v
r

s sin s , c cos s , ,

ϕ ϕ

ϑ ϕ ϕ ϕ ϑ

ϕϑ ϕ ϑ ϕ ϑ

ϕ ϕ ϑ

′ε ϑ = +

ε ϑ = ⋅ + ⋅ +

′γ ϑ = − ⋅ +

′= ϕ = ϕ = =

i

i

i

 

 

 

(3.5.1.1) 

 

Es wird bei der Membrantheorie besser in den körperfesten Verschiebungs-
koordinaten zv , v , vϕ ϑ  gerechnet, da in (3.5.1.1) keine Ableitungen der Verschie-
bung vz vorkommen und demzufolge vz aus den Dgln. eliminiert werden kann. 

3.5.1.4 Variationsaufgabe 
In Abbildung 3.5.1 ist eine Membran-
schale mit Randschnittkräften skizziert. 
Deren virtuelle Arbeit oder die 
1.Variation des Energiepotentials ist in 
(3.5.1.2) als zweidimensionales Prob-
lem in s und ϑ formuliert. 

Analog wie in 3.4.1 kann man aus 
(3.5.1.2): 

 

Abbildung 3.5.1: Membranschale mit 
Randschnittkräften 
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( )
( )
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⎡ ⎤
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∫ ∫

 

 

 

(3.5.1.2) 

mit den 3 Eulerschen Dgln.: 

( ) ( )b b

a a

s s

s s

U U U 0
v vv

RBn : n f r v 0 , n f r v 0ϕ ϕ ϕ ϕϑ ϕϑ ϑ

′ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎟⎟ ⎜⎜ + − =⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜′⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠∂

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− δ = − δ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i

i
 

(3.5.1.3) 

die 3 GGBn. der Membrantheorie für die Schnittgrößen herleiten. Diese Gleichun-
gen sind (GGB in Meridianrichtung s, GGB in Umfangsrichtung ϑ , GGB in 
Wanddickenrichtung z): 

( )

( )

z
1 2 2

n r n n c p r 0

n r n n c p r 0

n sn 1p 0 ,
r r r r

ϕ ϕϑ ϑ ϕ ϕ

ϕϑ ϑ ϕϑ ϕ ϑ

ϕ ϕϑ

′ + − + =

′ + + + =

+ − = =

i

i  

 

 

(3.5.1.4) 

Das sind 3 Gleichungen für 3 Schnittkräfte, die Membrantheorie ist deshalb eine 
statisch bestimmte Theorie. Falls die zugehörigen RBn ausschließlich Bedingun-
gen für die Schnittkräfte an den Rändern sind, kann die Lösung unabhängig vom 
Materialverhalten gefunden werden. 

3.5.1.5 Differentialgleichungen 
Die GGBn.  sind ein partielles Dgl.-System in den Koordinaten s und ϑ . Zur Ü-
berführung in gewöhnliche Dgln. für die Koordinate s (Reduktionsverfahren) wird 
ein Fourierreihenansatz gewählt: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

A A0 Am Am
m 1

B B0 Bm Bm
m 1

Am m m Am Bm

Bm m m Bm Am

zfür : z

für :

Form A

Form B

Form A

Form B

f s, f s f s g

f s, f s f s g

g a cosm b sin m , g m g

g a sin m b cosm , g m g

n , n , , , v , v , p , p , f

n , , v , p , f

∞

=
∞

=

ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ ϕ ϕ

ϕϑ ϕϑ ϑ ϕϑϑ

ϑ = + ⋅ ϑ

ϑ = + ⋅ ϑ

ϑ = ϑ+ ϑ =− ⋅

ϑ = ϑ− ϑ = ⋅
ε ε

γ

∑

∑
i

i

 

 

 

(3.5.1.5) 

Entsprechend dieses Ansatzes werden die Flächenlasten und Randschnittkräfte als 
periodische Funktionen mit der Periode 2π entwickelt. Z.B.: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 m Am
m

0 m Bm
m

Form A

Form B

p s, p s p s g

p s, p s p s g

ϕ ϕ ϕ

ϑ ϑ ϑ

ϑ = + ⋅ ϑ

ϑ = + ⋅ ϑ

∑
∑

 

(3.5.1.6) 

Die Funktionen gAm und gBm sind damit bekannt (für alle Zustandsgrößen gleich) 
und damit die Fourierkoeffizienten am und bm für jedes Reihenglied mit dem Index 
m. (Das Glied der rotationssymmetrischen Belastung (m=0) kann formal auch als 
ein Glied der Summe mit cos(0)=1 diskutiert werden.) Wenn man diese Ansätze in 
(3.5.1.4) einsetzt wird aus dem Koeffizientenvergleich für jedes Glied der Fourier-
reihe: 
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( )

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

m m m m m

m m m m m

zm m m zm
1

m Am

m Bm

zm Am

Am Bm

m m zm

mit

fo lg t aus Koeffizientenvergleich

daraus folgt wegen :

g r n m n n c p r

g r n m n n c p r

rg n n s p r
r

g s g 0

g s g 0

g s g 0

g 0 , g 0
g g g 0

ϕ ϕ ϕϑ ϑ ϕ ϕ

ϑ ϕϑ ϑ ϕϑ ϕ ϑ

ϕ ϑ ϕ

ϕ

ϑ

ϕ ϑ

′= ⋅ + ⋅ − +

′= ⋅ − ⋅ + +

= + ⋅ −

⋅ ϑ =

⋅ ϑ =

⋅ ϑ =

ϑ ≠ ϑ ≠
= = =  

 

 

 

 

 

 

(3.5.1.7) 

In (3.5.1.7) ist für jedes Glied der Fourierreihen ein gewöhnliches Dgl.-System (3 
GGBn). Dieses wird für jedes nicht verschwindende Reihenglied der äußeren Las-
ten (mit dem Index m) integriert und danach die Superposition (Fouriersynthese) 
entsprechend (3.5.1.5) durchgeführt. 

Das Materialgesetz, die Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen und die Verdre-
hungen sind auch gliedweise zu erfüllen: 

( ) ( )

( )

( )

( )

m m m m m m

m m

zm
m m m m zm m

1

m m m m

m
m m

1

m zm m

1 1n n , n n
Eh Eh

1 n
Gh

v 1v , v c v s m v
r r
1v m v v c
r

v
v

r
1 m v v s
r

ϕ ϕ ϑ ϑ ϑ ϕ

ϕϑ ϕϑ

ϕ ϕ ϑ ϕ ϕ ϕ ϑ

ϕϑ ϑ ϕ ϑ ϕ

ϕ
ϑ

ϑ ϕ

ε = −ν ε = −ν

γ =

′ε = + ε = ⋅ + ⋅ + ⋅

′γ = − ⋅ + ⋅

′χ = −

ψ =− ⋅ + ⋅

 

 

 

 

 

(3.5.1.8) 
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Man kann die Ansätze (3.5.1.5) auch schon in (3.5.1.2) einsetzen. Dort treten dann 
jeweils immer Produkte der Ansatzfunktionen auf. Unter Beachtung der Orthogo-
nalität der Ansatzfunktionen: 

2

0

2

0

2

0

für

für

für

für

für

für

0 m n 0
sin m sin n d m n 0

0 m n

2 m n 0
cos m cos n d m n 0

0 m n

sin m cos n d 0

π

π

π

⎧ = =⎪⎪⎪⎪ϑ⋅ ϑ⋅ ϑ= π = >⎨⎪⎪ ≠⎪⎪⎩
⎧ π = =⎪⎪⎪⎪ϑ⋅ ϑ⋅ ϑ= π = >⎨⎪⎪ ≠⎪⎪⎩

ϑ⋅ ϑ⋅ ϑ=

∫

∫

∫

 

 

 

 

(3.5.1.9) 

entkoppeln die einzelnen Reihenglieder nach der Integration über den Umfangs-
winkel ϑ  und es bleibt eine Minimalforderung für die Funktionen fAm(s), fBm(s) 
aus (3.5.1.5) für jedes Reihenglied zu erfüllen: 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

b b

a a

s s
m m m m m ms s

s

T T
m m m m m

T T
m m m m m m m m

T T
m m m zm m m m zm

W U s ds f v r f v r Min.

U n p v r

n n n n ,

p p p p , v v v v

ϕ ϕ ϕϑ ϑ

ϕ ϑ ϕϑ ϕ ϑ ϕϑ

ϕ ϑ ϕ ϑ

= − − =

⎡ ⎤= ⋅ ε − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

= ε = ε ε γ

= =

∫

 

 

 

(3.5.1.10) 

Einsetzen der Verzerrungen aus (3.5.1.8) ergibt: 

( )

( )

( )

zm
m m m m m zm m

1

m m m m

m m m m m zm

v 1U n r v n r v c v s m v
r r

1n r v m v v c
r

r p v p v p v

ϕ ϕ ϑ ϕ ϕ ϕ ϑ

ϕϑ ϑ ϕ ϑ ϕ

ϕ ϕ ϑ ϑ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜′= + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ′ − ⋅ + ⋅ +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

− + +

 

 

(3.5.1.11) 

Mit den Eulerschen-Dgln. und den RBn. wird: 
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( ) ( )b b

a a

m m

m m
s s

m m m m m ms s

U U 0
v v

RBn : n f r v 0 , n f r v 0ϕ ϕ ϕ ϕϑ ϕϑ ϑ

′⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜ − =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′∂ ∂⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− δ = − δ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

(3.5.1.12) 

 Die 3 Dgln. in (3.5.1.12) sind identisch mit denen aus (3.5.1.7).Wenn man in 
(3.5.1.10) schon das Materialgesetz einsetzt und in (3.5.1.12) den Formalismus 
von Hamilton-Jacobi entsprechend (3.4.2.3) zur Vermeidung der 2.Ableitungen in 
den Dgln. verwendet, führt das auf das zugehörige kanonische Dgl.-System 
4.Ordnung für den Zustandsvektor: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
m m m m m

m m m m

y s v s v s Z s Z s

Z s r s n s , Z s r s n s
ϕ ϑ ϕ ϑ

ϕ ϕ ϑ ϕϑ

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
= ⋅ = ⋅

 
(3.5.1.13) 

RBn. können nur für die Komponenten des Zustandsvektors gestellt werden, d.h. 
nicht für die Verschiebung in Richtung der Wanddickenkoordinate z und nicht für 
die Meridianverdrehung χ. Deshalb sind an einem Bereichsübergang diese Ver-
formungen i.a. unstetig! 
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3.5.1.6 Beispiel: Zylinderschale mit Randlast allgemein 
Für einen Zylinder mit dem Mittelflächenradius r=R, dem Meridiankrümmungsra-
dius r1=∞ und dem Meridianneigungswinkel φ=90° wird aus den Dgln. (3.5.1.7): 

m m m

m m m

m zm

Rn m n p R 0

Rn m n p R 0

n p R 0

ϕ ϕϑ ϕ

ϕϑ ϑ ϑ

ϑ

′ + ⋅ + =
′ − ⋅ + =

+ =

 

 

(3.5.1.14) 

Diese ergeben für verschwindende Flächenlasten als Lösung: 

m m 1m m 1m 2m
mn 0 , n C , n C s C
Rϑ ϕϑ ϕ= = =− ⋅ +  (3.5.1.15) 

Aus 3.4.4.2 ist für die Zylinderschale nach 
der Biegetheorie bekannt, daß Randstörun-
gen (die Gleichgewichtsgruppen sind) ört-
lich schnell ins Schaleninnere abklingen. 
Das entspricht dem realen Tragverhalten 
einer Zylinderschale. Die Lösungen nach 
(3.5.1.15) gehen ohne dieses Abklingver-
halten durch die ganze Schale durch. An 
den (nicht abklingenden) Schnittgrößen 
(keine Gleichgewichtsgruppen) haben aber 
nur die in (3.5.1.16) aufgezeigten, aus be-
liebigen (m=0,1,2,...) zugehörigen Randlas-
ten resultierenden Schnittkräfte mit m=0 
und m=1 Anteil. Alle anderen haben keine 
resultierende Gesamtwirkung (ihre Integra-
le über den Umfang verschwinden). 

Abbildung 3.5.2: „Balken-Schnitt-
größen“ der Membranschale 
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( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

L 0 0
0 0

2 2
22 2

x 1 1
0 0

2 2
2 2 2

z 0 0
0 0

2 2
2

Qy 1 1
0 0

F n Rd n Rd 2 n R

M n R cos d n R cos d n R

M n R d n R d 2 n R

F n sin Rd n R sin d n R

π π

ϕ ϕ ϕ

π π

ϕ ϕ ϕ

π π

ϕϑ ϕϑ ϕϑ

π π

ϕϑ ϕϑ ϕϑ

= ϑ ϑ= ϑ= π

=− ϑ ϑ ϑ=− ϑ ϑ=−π

= ϑ ϑ= ϑ= π

= ϑ ϑ ϑ= ϑ ϑ=π

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

 

(3.5.1.16) 

Diese Anteile entsprechen den Partikulärlösungen der Dgln. für die Biegetheorie 
der Zylinderschale. Ab m=2 sind alle Schalen-Schnittgrößen Gleichgewichtsgrup-
pen (und klingen bei einer realen Schale ab). Deshalb ist die Membrantheorie für 
statische Berechnungen nur für m=0 (rotationssymmetrische Belastung) und m=1 
(entspricht der Querkraft-Biegung beim Biegebalken) sinnvoll anzuwenden. Bei 
der Bestimmung der Eigenfrequenzen sind auch für m>1 brauchbare Ergebnisse zu 
erzielen. Die dazu erforderlichen Trägheitskräfte sind hier nicht enthalten. 

3.5.1.7 Beispiel: Zylinderschale mit Randquerkraft 
Dieses Modell wurde schon im Teil 1 des Manu-
skriptes (Stabtragwerke) als Beispiel: Querkraft-
biegung eines Stabes mit Kreisprofil behandelt. 

Eine Zylinderschale wird durch eine Querkraft F 
beansprucht.  

Es sind die Spannungen und die maximale 
Durchbiegung nach der Membrantheorie zu be-
rechnen.  

Geg.: E-Modul E=2⋅105MPa, Querdehnungszahl 
ν=0.3, Länge L=800mm, Radius R=100mm, 
Wanddicke h=4mm, Kraft F=104N 

Ges.: Verlauf der Normalspannungen σ und der 
Schubspannungen τ, maximale Durchbiegung der 
Zylinderschale. 

Die Schnittgrößen sind: FQy=F, Mx=-F(L-z). 

Die Lösung (3.5.1.15) für einen Zylinder mit der 
Ordnung m=1 des Fourierreihengliedes ist: 

 

Abbildung 3.5.3: Zylinder-
schale mit Randquerkraft 



Flächentragwerke Seite - 80 - 

Volker Hellmann März 2006 

1 1 11 1 11 21
1n 0 , n C , n C z C , s z
Rϑ ϕϑ ϕ= = =− ⋅ + =  (3.5.1.17) 

Aus den RBn. für die Schnittkräfte am Rand z=L folgen die 2 Konstanten: 

( )

( )

( )

Qy
1 1 11

1 21 21 1

n 0
F

n n sin , n C
R

z Ln n C cos , C n
R R

n / h , n / h

ϑ

ϕϑ ϕϑ ϕϑ

ϕ ϕϑ ϕϑ

ϕ ϕϑ

ϑ =

ϑ = ϑ = =
π

⎛ ⎞⎟⎜ϑ = − + ⋅ ϑ =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
σ= τ=

 

 

(3.5.1.18) 

 
Über (3.5.1.8) können, bei nun bekannten Schnittgrößen, die Verzerrungen und die 
Verformungen berechnet werden. Zuerst die Verschiebung in Achsrichtung: 

z1
1 1

1

vv
rϕ ϕ′ε = + 1 1

1 n n
Eh ϕ ϑ= − ν( )

( ) ( )

( )

1

z
1

1 1 1
0

1
1

, r

n L zv dz v z 0 , v z 0 0
Eh R

n zz L , v z, v cos
EhR 2

ϕϑ
ϕ ϕ ϕ

ϕϑ
ϕ ϕ

→∞

−= + = = =

⎛ ⎞⎟⎜= − ϑ = ⋅ ϑ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫  

 

 

(3.5.1.19) 

und damit die Verschiebung in Umfangsrichtung: 

( )

( ) ( )

1 1
1 1

1
1 12

1
1 1 12

v n
v

R Gh
zz Ln 1 2v v z, v sin

h G ER

L zzn z 1 2 6v v z 0 , v z 0 0
h G ER

ϕ ϕϑ
ϕϑ ϑ

ϕϑ
ϑ ϑ ϑ

ϕϑ
ϑ ϑ ϑ

′γ = − =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎟⎜ ⎜ − ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎜′ ⎟= + ϑ = ϑ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎟⎜ ⎜ − ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎜ ⎟= + + = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎝ ⎠  

 

 

 

(3.5.1.20) 
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Die maximale Verschiebung: 

( ) ( )
2

max 1
FL E 1 Lv v z L, v z L2 E Rh G 3 R

0.762mm

ϑ ϑ ϑ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥π ⎟⎜= = ϑ= = = = + ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠π ⎢ ⎥⎣ ⎦
=

 

 

(3.5.1.21) 

Diese ist identisch mit der o.a. aus Teil 1 des Manuskriptes (Stabtragwerke), weil 
dort die Querkraftschubverzerrung über den Satz von Castigliano berücksichtigt 
wurde. Zusätzlich tritt bei der Schale nach der Membrantheorie für ν≠0 noch eine 
Umfangsdehnung auf die beim Stab wegen der Voraussetzung starrer Stabquer-
schnitte (entspricht bei der Membrantheorie ν=0) nicht zugelassen sind. Nur für 
ν=0 gilt 1 z1v vϑ =  (vz1 Verschiebung in Richtung der  Wanddickenkoordinate), 
also starrer Querschnitt. Bei der Membrantheorie ist, wie bei der Stabtheorie, der 
Einfluß von Randstörungen auf den homogenen Beanspruchungszustand nicht zu 
erfassen. Dazu wird dieses Beispiel unter 3.5.2.5 auch nach der Biegetheorie be-
rechnet. 
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3.5.2 Biegetheorie 

3.5.2.1 Variationsprinzip 
Ziel ist die Lösung von 3 unterschiedlichen Aufgaben: 

1. statisches Problem 
2. freie und erzwungene harmonische Schwingungen 
3. lineares Stabilitäts(-Verzweigungs)-Problem. 
Ausgegangen wird vom Variationsproblem in Zuwuchsformulierung (3.4.5.6), das 
bei der Rotationsschale mit rotationssymmetrischer Belastung und endlichen Ver-
formungen eingeführt wurde. Dieses enthält als Spezialfälle schon die 1. und 3. 
Aufgabe (auch hier zur Vereinfachung der Herleitung ohne Glieder der Randbelas-
tung oder Randverformung). 

( )
( ) ( )

k
k

k k
k k

k k

kleine Verzerrungen auch für die physi
kalischen Koord.kleine Verformungen

dV 0 , dA 0 , d

v wk k

W dV d (c p dA) w

1 g c w | c w | dV 0
2

W dV (c p c p ) v

λμ λ
λμ λ

λμ νρ
ν λ ρ μ

λμ λ λ
λμ λ λ

−= = = ελμ λμ

=

δ = σ δ − δ +

⎡ ⎤σ δ ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎫⇒ ⎪⎪⎬⎪⇒ ⎪⎭

δ = σ δε − + δ

∫ ∫
∫

i i

�� �

�

� �� ��

( ) ( )
k

k k
k k

dA

1 g c v | c v | dV 0
2

λμ νρ
ν λ ρ μ

+

⎡ ⎤σ δ ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
∫ � �

 

 

 

 

(3.5.2.1) 

Wir betrachten zwei differentiell benachbarte Zustände: 

  
0

t t=  (unbelasteter Ausgangszustand) und 

  
1

t t=  (belasteter Nachbarzustand) mit 
1 0

dt t t= −  

Im Ausgangszustand ist schon ein Spannungszustand λμ λμσ =α ⋅σ�  vorhanden. 
Der Faktor α  ist dabei eine beliebige Konstante. Dieser Spannungszustand erfüllt 
die Gleichgewichtsbedingungen mit den Flächenlasten p pλ λ=α� . Es gilt also: 

( )I dV p v dA 0λμ λ
λμ λδ =α⋅ σ δε − δ =∫ ∫� �� ��  (3.5.2.2) 

Das kann auch ein Eigenspannungszustand, also ein Spannungszustand ohne äuße-
re Lasten sein. Wenn alle Zuwüchse in (3.5.2.1) formal mit dem Differential dt 
multipliziert werden, ergeben sich für den Nachbarzustand die Änderungen zum 
Ausgangszustand, z.B.: dtλμ λμσ = σ ⋅�  und aus (3.5.2.1) wird dann: 
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( )
( ) ( )

k k
k

k k
k k

P dV c dt p c p v dA

1 g c v | c v | dV 0
2

λμ λ λ
λμ λ λ

λμ νρ
ν λ ρ μ

⎡ ⎤δ = σ δε − α⋅ + ⋅δ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ α σ δ ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

� �

�
 

 

(3.5.2.3) 

Für die freien und erzwungenen harmonischen Schwingungen gehen wir davon 
aus, daß alle inneren und äußeren Zustandsgrößen harmonisch von der Zeit abhän-
gen, z.B. der Vektor der Verformungen: 2v vsin t v vsin tω ω= ω ⇒ =−ω ω�� . Der 
Summand mit den Trägheitsgliedern wird zweckmäßigerweise zur Abkürzung 
schon in Vektorschreibweise dargestellt. 

( ) ( ) ( )

2 T

k
k

k k k
k k k

Drehglied geometrisch nichtlineares Glied

mitP I sin t 0 I 0 I P v vdV

I dV c p v dA

1c dt p v dA g c v | c v | dV
2

ω

λμ λ
λμ λ

λ λμ νρ
λ ν λ ρ μ

⇒δ = δ ⋅ ω = ⇒ δ = δ = δ + ρ δ

δ = σ δε − δ +

⎡ ⎤−α ⋅δ + α σ δ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
∫ ∫
∫ ∫

��

� � �
���������	��������
 ���������������	������ 


2 T

Trägheitsglied

v vdV 0

+

−ω ρ δ =∫

��������

�������	������


 

 

 

(3.5.2.4) 

Dieses Variationsproblem enthält als Spezialfälle alle drei Aufgaben: 

1. statisches Problem: 

0α=  : unbelasteter Ausgangszustand (ohne Eigenspannungen) 
2 0ω =  : keine Schwingungen.  

Damit wird aus (3.5.2.4) wie bisher z.B. bei Rotationsschale mit rot.-sym. Be-
lastung: 

     k
k kundI dV c p v dA 0 vλμ λ λμ

λμ λδ = σ δε − δ = ⇒ σ∫ ∫  

2. freie und erzwungene harmonische Schwingungen: 
0α=    : unbelasteter Ausgangszustand (ohne Eigenspannungen) 

2 0ω >  : Schwingungen 
 

k 2 T
kI dV c p v dA v vdV 0λμ λ

λμ λδ = σ δε − δ −ω ρ δ =∫ ∫ ∫  

 
freie harmonische Schwingungen 
keine äußere Belastung ⇒homogenes Problem (Dgln. + RBn., pλ = 0)  
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Eigenwertproblem mit Eigenwertparameter 2ω  
 

erzwungene harmonische Schwingungen 
p psin tω = ω  (Erregung durch Flächenlasten bzw. durch Randschnittgrößen 
oder Randverformungen) 

3. lineares Stabilitäts(-Verzweigungs)-Problem: 

0α ≠    : belasteter Ausgangszustand 
2 0ω =   : keine Schwingungen 

p 0λ =   : keine Zuwuchs der äußeren Lasten 

Fragestellung: gibt es einen Gleichgewichtszustand der 
a) einem Grundzustand entsprechend (3.5.2.2) differentiell 

benachbart ist 
und 

b) bei dem kein Lastzuwachs erfolgt p 0λ =  ? 

Also gibt es zur gleichen Last mehrere (mindestens aber zwei) 
differentiell benachbarte Gleichgewichtszustände? 

( )
( )

( ) ( )

k
k

k k
k k

I dV p v dA 0

I dV c dt p v dA

1 g c v | c v | dV
2

λμ λ λμ
λμ λ

λμ λ
λμ λ

λμ νρ
ν λ ρ μ

δ =α⋅ σ δε − δ = ⇒ σ

δ = σ δε −α ⋅δ +

⎡ ⎤+ α σ δ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
∫ ∫
∫

� �� �� �

� �

�

 

 

(3.5.2.5) 

keine äußere Belastung (keinen Zuwuchs gegenüber dem belasteten Ausgangszu-
stand) ⇒  (3.5.2.5) ist homogenes Problem (Dgln. + RBn.) 

 ⇒  Eigenwertproblem mit Eigenwertparameter α . 

 

Die Gleichung (3.5.2.4) gilt allgemein für eine beliebige Schale. Für den Spezial-
fall der Rotationsschale teilweise in Vektor-Matrix-Schreibweise wir daraus mit: 

• linearelastisches Materialgesetz (3.3.4.2) eingesetzt, 

• Integration über die Wanddicke h durchgeführt, 

• Variationsoperator δ  vor die Integrale gezogen ( variiert werden nur Ver-
formungs- und keine Kraftgrößen ⇒ folgen die Faktoren ½ vor den in 
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den Verformungsgrößen quadratischen Integralen, 

( ) ( )221 1E E E
2 2

∂ ε
δ ε = δε= εδε=σδε

∂ε
  ), 

• Grundspannungszustand beim linearen Stabilitäts-Problem ist ein rotati-
onssymmetrischer Membranspannungszustand mit den Schnittgrößen 

( )Tn n , nϕ ϑ= und der zugehörigen Flächenlast zp p=  in Richtung der 
Wanddickenkoordinate z, 

• dieser Grundspannungszustand beim linearen Stabilitäts-Problem muß 
bekannt sein (z.B. durch Lösung des zugehörigen Variationsproblemes), 

• in dem Drehglied werden die aus kc dtλ�  resultierenden Verdrehungen 
undχ ψ  nicht variiert, da sie die Änderung der Metrik darstellen und kei-

ne zu variierenden Verformungsgrößen, 

• die Zwangsbedingung in (3.3.2.5) für die Meridianverdrehung χ  ergibt 
eine Nebenbedingung, die zusätzlich aufgenommen werden muß, 

• die Zwangsbedingung in (3.3.2.5) für die Breitenkreisverdrehung ψ  muß 
noch zur Elimination von ψ  verwendet werden: 

( )

3
T T T T T

v

T
r y n

geometr.nich

Drehglied , die Verdrehungen und
werden nicht var iiert

1 hI E h E p v dA
2 12

p v c v s v dA n dA
ϕδ

ϑ

χ ψ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟δ = δ ε ε +κ κ − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+α χδ + +ψδ +αδ ε⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫
����������

���������������	��������������


( ) ( )

tlin.
Glied

3
2 T 2 2

r y

Nebenbedingung
Trägheitsglied

1 hv vh v s v c dA
2 12

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ′ ′−ω δ ρ + χ +ψ + δ λ χ− +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

������	�����


���������	��������
���������������	��������������
  

 

 

 

 

(3.5.2.6) 
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Dabei sind: 

• ( ) ( ) ( ) ( ), , s sin , c cos
s

∂ ∂′ = = = ϕ = ϕ
∂ ∂ϑ

i

�
 

• Element der Schalenmittelfläche (SMF):dA rd ds= ϑ �  

• Mittelflächenverzerrungen aus (3.3.2.5) :  

( )T , ,ϕ ϑ ϕϑε = ε ε γ  

• Krümmungsänderungen  aus (3.3.2.5) : 

 ( )T , ,ϕ ϑ ϕϑκ = κ κ ω  

• Elastizitätsmatrix : 
( )2

H H 0
E EE H H 0 , H , G

2 11
0 0 G

⎛ ⎞ν ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= ν ⎟ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ +ν−ν⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠
 

• Flächenlasten auf der SMF : 
( )T

r y r z y zp p , p , p , p p s p c , p p c p sϑ ϕ ϕ= = + =− +  

• Verschiebungen der SMF : ( )T
r yv v , v , vϑ=  

• Verdrehungen der SMF aus (3.3.2.5) : ,χ ψ  

• Membranschnittgrößen des Grundspannungszustandes: 

( )T

1 2

n nn n , n , p
r r
ϕ ϑ

ϕ ϑ= = +  

• nichtlineare Verzerrungsglieder : ( )T
n n n,ϕ ϑε = ε ε  

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2
n r y r y

2 22
n r y r2

1 1v c v s v v v v
2 2
1 v v v v v

2r

ϕ ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ε = + + +χ = + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ε = + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �
 

 

Abbildung 3.5.4: Definiti-
on der Verformungen 
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3.5.2.2 Kanonisches Differentialgleichungssystem 
Die Gleichung (3.5.2.6) hat die Form: 

I U(s, )d ds 0

I U(s, )d ds Min. (Extremum)

δ = δ ϑ ϑ =

= ϑ ϑ =

∫
∫

� �

� �
 

(3.5.2.7) 

Es handelt sich um ein 2D-Variationsproblem. Die dazugehörigen Euler-
Lagrangeschen-Differentialgleichungen sind lineare, partielle Differentialglei-
chungen. Zur Überführung in ein 1D-Variationsproblem (Reduktionsverfahren: 
Reduktion von 2D- auf 1D-Problem) werden wie bei der Membrantheorie mit 
(3.5.1.5) Ansatzfunktionen (Fourier-Reihen) der Formen (A) und (B) für die Ab-
hängigkeit vom Breitenkreiswinkel ϑ  eingeführt. 

Zur Vermeidung von 2.Ableitungen in den Euler-Lagrangeschen-
Differentialgleichungen werden gemäß dem Formalismus von Hamilton-Jacobi 
(3.4.2.3) Hilfsgrößen Zk eingeführt. Die Dgln. sind hier schon für das 1D-Problem 
formuliert: 

Differentialgleichungen: k r y
k k

U U 0 , v v , v , v ,
v v ϑ

′⎛ ⎞∂ ∂⎟⎜ ⎟ − = = χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′∂ ∂⎝ ⎠
 

Hamilton-Jacobi: k k
k k

U UZ , Z
v v
∂ ∂′= =

′∂ ∂
    

außerdem aus Nebenbedingung: ( )r y
U v s v c 0∂ ′ ′=χ− − =

∂λ
 

( )
( )

A r y r y r y

B

Die Form A wird gewählt für :

und die Form B für

f v , v , , Z , Z , Z , p , p

: f v , Z , p
χ

ϑ ϑ ϑ

= χ

=
 (3.5.2.8) 
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Die Reihen für die Flächenlasten r yp , p , pϑ  und für die vorhandenen Randbean-
spruchungen ergeben sich durch Fourierreihenentwicklung aus den bekannten äu-
ßeren Belastungen. 

• Durch die Einführung der o.a. Ansatzfunktionen (Fourierreihen) entkop-
peln  die Euler-Lagrangeschen-Differentialgleichungen, wie schon bei der 
Membrantheorie gezeigt, für jedes Glied m der Fourierreihen. Statt einem 
partiellen Differentialgleichungssystem ergibt sich für jedes Glied m der Fou-
rierreihen ein (von den anderen Reihengliedern entkoppeltes) gewöhnliches 
Differentialgleichungssystem. 

• Die Integration über den Breitenkreiswinkel ϑ kann analytisch durchge-
führt werden. Der allen Gliedern gemeinsame Faktor 2Π  für m=0 bzw. Π  
für m>0 aus den Integralen 2 2sin m d und cos m dϑ⋅ ϑ ϑ⋅ ϑ∫ ∫  kann  in 

(3.5.2.7) ausgeklammert und gestrichen werden. 

• Für jedes Glied m der Fourierreihen ergibt sich nach Elimination der Grö-
ßen, die nicht nach der Meridianbogenkoordinate abgeleitet auftreten und 
entsprechender Teilinversion, analog wie in 0 bei der Rotationsschale mit ro-
tationssymmetrischer Belastung ein kanonisches Differentialgleichungssys-
tem  

( )T T T
m m m m m my B y , y v Z 1′ = ⋅ =  (3.5.2.9) 

 

• Mit den zugehörigen RBn. liegt damit für das statische Problem und für 
die erzwungenen Schwingungen eine Anfangswertaufgabe (3.4.3.7) vor. 

Das kanonische Dgl.-System und die Matrix zur Spannungsberechnung sind in 
den 3 nachfolgenden Abbildungen dargestellt. 
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Abbildung 3.5.5: kan.-Dgl.-System, Definitionen 



Flächentragwerke Seite - 90 - 

Volker Hellmann März 2006 

Teil2: 

 

Abbildung 3.5.6: kan.-Dgl.-System, Koeffizienten-Matrizen 
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Teil3: 

 

Abbildung 3.5.7: Matrix zur Spannungsberechnung 
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3.5.2.3 Lösung der AWA 
• Die Lösungen für die einzelnen Reihenglieder konvergieren mit wach-

sendem Index m i.a. sehr schnell, auch dann, wenn die Reihen für die Lasten 
infolge örtlicher Lastkonzentrationen schlechter konvergieren. Diese gute 
Konvergenz liegt daran, daß eine Rotationsschale gegenüber einem Lastglied 
mit großem m (z.B. z zAmp p (s) sin m= ⋅ ϑ� ) relativ steif ist. Deshalb kann die 
Reihe oft schon nach wenigen Lastgliedern abgebrochen werden. 

• beim Eigenwertproblem des Stabilitäts-Problems mit dem Eigenwertpa-
rameter β=α  (Lastfaktor des rotationssymmetrischen Membran-
Grundspannungszustandes mit m=0) und beim Eigenwertproblem der freien 
Schwingungen mit dem Eigenwertparameter 2β=ω (Quadrat der Winkelge-
schwindigkeit der Schwingung) werden die Eigenwerte eβ  nach dem Rest-
wertverfahren bei vorgegebener Fourierordnung m ermittelt. Restwert ist der 
Wert der Determinante det(G) der Koeffizientenmatrix G des Gleichungssys-
tems am Endrand aus (3.4.3.6). Für jeden diskreten Eigenwertparameter nβ  
muß dabei eine Anfangswertaufgabe (3.4.3.7) gelöst werden, wie in 
Abbildung 3.5.8 schematisch skizziert. Bei einem Vorzeichenwechsel der 
Determinante wird durch weitere numerische Integrationen der AWA der 
zwischenliegende Eigenwert interpoliert. Bei vorliegendem Eigenwert ist die 
Koeffizientenmatrix G des Gleichungssystems singulär (homogenes Problem: 
homogene Dgl., homogene RBn.), d.h. die Gleichungen sind linear abhängig. 
Die Eigenvektoren sind nur bis auf einen beliebigen Faktor bestimmt. Des-
halb wird bei bekanntem Eigenwert eine Normierung vorgenommen, d.h. die 
RBn. am Endrand werden durch Vorgabe einer dort nicht verschwindenden 
Komponente des Zustandsvektors y verändert. Damit sind die Eigenvektoren 
normiert und die lineare Abhängigkeit der Gleichungen beseitigt. 

 

Die Schrittweite für den Eigenwertparameter β darf dabei nicht zu groß sein, da-
mit zwischen zwei benachbarten diskreten Punkten auf der Restwertkurve nicht 
meherere Eigenwerte liegen. Dafür läßt sich aber kein Kriterium angeben. Eine 
Überprüfung der Eigenvektoren gibt Anhaltspunkte, ob Eigenwerte übersprun-

 

Abbildung 3.5.8: Restwertkurve 
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gen wurden. Die Eigenvektoren des nächstgrößeren  Eigenwertes haben i.A. ei-
nen Knoten mehr (also einen örtlichen Nulldurchgang mehr in der Beul- oder 
Schwingform). 

1. statisches Problem: 

• Für jedes Glied m der Fouriereihen wird (3.5.2.9) numerisch über s�  in-
tegriert ⇒ ( ) ( )m i m iy s und y s′� �  an den diskreten Stellen is� . 

• Mit den aus der Entwicklung der äußeren Lasten bekannten Fourierkoef-
fizienten am und bm wird entsprechend (3.5.1.5), (3.5.2.8) die Fouriersynthese 
für diskrete Winkel kϑ durchgeführt ( ) ( )i k i ky s , , y s ,′⇒ ϑ ϑ� �  

2. freie und erzwungene harmonische Schwingungen: 

• Beim Eigenwertproblem der freien Schwingung werden für jeweils eine   
vorgegebene Fourierordnung m die zugehörigen Eigenwertprobleme gelöst 
und damit das Eigenwertspektrum bestimmt. 

• Eigenvektoren sind die diskreten Schwingformen (Amplituden der 
Schwingungen). 

• Die numerische Lösung der Anfangswertaufgabe der erzwungenen 
Schwingungen für vorgegebene Erregung mit der Winkelgeschwindigkeit ω  
ergibt als Lösungen ebenfalls die Amplituden der Schwingungen. 

 

3. Stabilitäts-Problem: 

• Beim Stabilitäts-Problem wird der Grundspannungszustand entsprechend 
(3.5.2.5) durch numerische Integration der zugehörigen Anfangswertaufgabe 
nach der Membrantheorie bestimmt. 

• Daran anschließend erfolgt die Lösung des Eigenwertproblems mit dem 
Eigenwertparameter β=α  wie oben beschrieben. 

• Eigenvektoren sind die diskreten Beulformen. 
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3.5.2.4 Ersatzkräfte 
Schon bei der Rechteckplatte mußte mit (3.2.7.4) eine Esatzquerkraft eingeführt 
werden. Bei der Rotationschale mit beliebiger Belastung ist das analog. Infolge der 

kinematischen Annahme (3.3.2.2) (Nor-
malenhypothese) gibt es an einem Rand 
s konst.=�  nur vier Verformungsgrößen 
(vφ, vθ, vz , χ) (ψ wird, da keine Ableitun-
gen nach s�  auftreten, über die Nebenbe-
dingung in (3.3.2.2) eliminiert) aber fünf 
Kraftgrößen ( )n , n , q , m , mϕ ϕϑ ϕ ϕ ϕϑ  
die statisch äquivalent den vier Verfor-
mungsgrößen zugeordnet werden müssen. 
Das Drillmoment wird statisch äquivalent 
auf die Querkraft und die Schubkraft auf-
geteilt. Diese statische Äquivalenz ergibt 
sich rein formal aus den RBn. des Varia-
tionsproblems, kann aber auch anschau-
lich erläutert werden: 

Die Äquivalenzbedingungen sind: 

Ersatzschubkraft

Ersatzquerkraft

m m 1: d sin , : m
rd r r

m
n n sin

r
1q q m
r

ϕϑ ϕϑ
ϕϑ

ϕϑ
ϕϑ ϕϑ

ϕ ϕ ϕϑ

→ α= ϕ ↑
ϑ

= − ϕ

= −

�

�

 

 

 

(3.5.2.10) 

 

 

Abbildung 3.5.9: Schnittgrößen bei 
s=konst. 

 

Abbildung 3.5.10: Aufteilung des Drillmomentes 



Flächentragwerke Seite - 95 - 

Volker Hellmann März 2006 

3.5.2.5 Beispiel: Zylinderschale mit Randquerkraft 
 

Dieses Modell wurde schon im Teil 1 des Manuskriptes (Stabtragwerke) als Bei-
spiel: Querkraftbiegung eines Stabes mit Kreisprofil und in 3.5.1.7 mit der Memb-
rantheorie behandelt. 

Eine Zylinderschale wird durch eine Querkraft F beansprucht.  

Es sind die Spannungen und die maximale Durchbiegung nach der Biegetheorie zu 
berechnen.  

Geg.: E-Modul E=2⋅105MPa, Querdehnungszahl ν=0.3, Länge L=800mm, Radius 
R=100mm, Wanddicke h=4mm, Kraft F=104N 

Ges.: Vergleichsspannung nach der Gestaltänderungsenergiehypothese, Verschie-
bung vr. 

Die Geometrie der Schale ist in Abbildung 3.5.3 dargestellt. Um nicht unzulässig 
hohe Spannungen zu berechnen, wurde der Endquerschnitt mit der Lasteinleitung 

durch einen Kreis-
ring aus gleichem 
Material ausge-
steift (Wanddicke 
h=4mm, Innenra-
dius Ri=50mm). 
Die Einleitung der 
Einzelkraft erfolg-
te als konstante 
Linienlast auf dem 
Umfangswinkel 

, 10−ε<ϑ< ε ε= °
Die Fourierreihe 
für die Last Zr=qrR 

in radialer Richtung wurde bis zum Glied mit m=20 mitgenommen. 

( ) ( )

( )

20
0

m
m 1

0
m 0

af a cos m
2

f Fa cos m d , f
2

=
ε

−ε

ϑ = + ϑ

= ϑ ϑ =
π π

∑

∫
 

 

(3.5.2.11) 

 

 

Abbildung 3.5.11: Fourierreihe der Linienlast 
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Die Vergleichsspannung ist in Abbildung 3.5.12 dargestellt. Spannungskonzentra-
tionen sind rechts am Ort der Lasteinleitung und links an der Einspannung. Der 

Einfluß der 
Randstörung 
aus der Last-
einleitung  
klingt unge-
fähr nach 
R=100mm ab. 
Die Randstö-
rung der Ein-
spannung ist 
nicht so groß 
und klingt 
auch schon 
nach einer 
kleineren Län-
ge ab. 

 

 

Die Radialverschiebung der Schalenmittelfläche ist Abbildung 3.5.13 zu entneh-
men.  Nach der Balkentheorie mit Berücksichtigung der Querkraftschubverzerrung 

und nach der Membrantheorie war vmax=0.762mm. 
Hier ist  –0.745mm<vr<0.796mm. Der Unterschied zwischen dem Betrag des mi-
nimalen und dem maximalen Wert ist durch die Abweichung von der Kreisform 
des verformten Zylinders begründet.  

 

Abbildung 3.5.12: Vergleichsspannung an der Außenfläche 

 

Abbildung 3.5.13: Radialverschiebung 
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Für das Lasteinleitungsproblem waren die Balkentheorie und die Membrantheorie 
ungeeignet, lieferten also an der Lasteinleitung keine brauchbaren Spannungen. 

3.6 Zusammenfassung 
Bei Flächentragwerken gibt es eine Vorzugsrichtung, die Koordinate in Richtung 
der Wanddicke. Es gilt, die Wanddicke ist klein gegenüber den anderen Abmes-
sungen. Scheiben und Platten sind ebene Flächentragwerke, die sich durch ihre 
Beanspruchung unterscheiden. Eine Schale ist einfach (z.B. Kreiszylinderschale) 
oder doppelt gekrümmt (z.B. Kugelschale). Bei Schalen ist die Wanddicke klein 
gegenüber den Krümmungsradien. 

In der Vorzugsrichtung werden kinematische und kinetische Annahmen getroffen. 
Damit kann über diese Richtung integriert werden und aus dem 3D-Problem wird 
über diese Reduktion ein 2D-Problem.  

Bei Rotationsschalen kann auch noch in Richtung des Umfangswinkels reduziert 
werden. 

Das damit entstehende 1D-Problem wird in das zugehörige kanonische Dgl.-
System überführt und mit dem Runge-Kutta-Vierschrittverfahren numerisch integ-
riert. 

Es werden die Membrantheorie und die Biegetheorie vorgestellt. Bei rotations-
symmetrischer Belastung und nicht mehr kleinen Verformungen ist es möglich 
über eine Zuwuchsformulierung lineare Dgln. in den Zuwüchsen zu erhalten. 

Für nichtrotationssymmetrische Spannungs- und Verformungszustände erfolgt die 
Herleitung der Dgln. für statische Beanspruchung, für freie und erzwungene har-
monische Schwingungen und für das Verzweigungsproblem der linearen Stabilität. 
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