STAB- UND
FLACHENTRAGWERKE

Teil 2

Dr.-Ing. habil. Volker Hellmann

25.03.06



Flachentragwerke Seite - 1 -

Inhaltsverz

eichnis

3 FLACHENTRAGWERKE ......c.cociiiiiieiiieie ettt sttt 3

3.1 RECHTECKSCHEIBEN (KARTESISCHE KOORDINATEN)......c.ceestteetieetreerresireeseesseesseesseesssessnsessseens

3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.14
3.15
3.1.6
3.1.7
3.1.8

Kinematische ANRGRMEN, Verzerrungen. .............cc.cccoovuevveeuiiceeeeeeiesieeeieeseeieesseesseeseeesenenens
KinetisChe ANRARMEN. ...............c..ccoooeieiiiiieie ettt
N e 1717750 T2 BTSSP
Gleichgewichtsbedingungen am Element der Scheibenmittelfldche
Materialgesetz fiir die Schnittkrdfte (linearelastisch).............c..cccoeveevevivecneennnnn.
Differentialgleichungen des Problems................cc.cccccoovvvenvannnnn..
Aufbereitung der Differentialgleichungen zur Losung ..................
Beispiel: Rechteckscheibe mit Flichenlast p,

3.2  RECHTECKPLATTEN (KARTESISCHE KOORDINATEN)...........

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5
3.2.6
3.2.7
3.2.8

Kinematische Annahmen, Verzerrungen..................

Kinetische Annahmen...................ccccccoevvoenceennannnn.

SCHITHEGFOIOT ...ttt ettt et ae ettt eae e
Gleichgewichtsbedingungen am Element der Plattenmittelfldche................cc.cccovuevvennnnne..
Materialgesetz fiir die Schnittmomente (linearelastisch).................cccccocvcicievincncncnnnne,
Differentialgleichungen des Problems ................cccccoououeioiioiiviiioiiiest et
Differentialgleichung fiir die Durchbiegung w, Randbedingungen..................cccccccceu....
Beispiel: Rechteckplatte mit FIGCRENIASE P ............ccocouevveiiiciiiiiiieiiee e

3.3  GRUNDLAGEN DER BIEGETHEORIE DER ROTATIONSSCHALEN .......uuuuturururuiererereseresnseserssesnsernsesenenens

3.3.1
3.32
3.3.2.1
3322
3323
3324
3.33
3.34
335
3.3.6
3.4 BIEGE
3.4.1
342
3.4.3
343.1
3432
3433
3434
3435
3436
3.4.4
34.4.1
3.4.4.2
34.4.3
345
34.5.1
3452
3453
3454

Verzerrungs-Verformungsbeziehungen fiir die Rotationsschale (kleine Verzerrungen)...... 21
Kinematische ANNARMEN. .................ccoocieiiiiiiiiieeeeee et
Korperfeste VerformUNZEN ........cc.cccviiiriiiiiiiiiienteet ettt ettt
Raumfeste Verformungen..............cccceueennee.
Linearisierung in Wanddickenrichtung
Linearisierte Verzerrungs-Verformungsbeziechungen
Kinetische ARMARMEN..............cc.ccccuveeiiiiiiiiaccen
Materialgesetz (Hookesches Gesetz)
Trapezeffekt...........cccooevoevciencincnnnnnnn.
Schnittgrifien
THEORIE DER ROTATIONSSCHALE MIT ROTATIONSSYMMETRISCHER BELASTUNG ....
Dgl. und RBn fiir Kreis-(Ring-) SCReibe ..............ccccocoviviiiiiiciioiiiiiiiiiiicse e
Kanonisches Differential@leiChungsSyStem..............ccccouuoueieiviiioiiieiieee e
NUMEFISCRE LOSUNG. ..ottt ettt
Uberfiihrung der RWA in eine zugehdrige AWA .........ccoovovievieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees e
RK4-Integration einer Dgl
RKA4-Integration fir MatriZeN.........ccccviiuiriiiiiiiiinieceeet ettt sttt
Integrationsschrittweite As,,, Fehlerabschtzung ............cccovevieiiiiiiinieieeeeceeee e
Numerische Stabilitdt
RAGTUS T70 ..ttt ettt ettt ettt sttt
Beliebige Rotationsschale mit kleinen Verformungen ..................cccocoouvevvvevieceeveneenneannns
Spezialfille: Kreisscheibe und Kreisplatte ..........ceceeverienienienienienne
Spezialfall: Kreiszylinderschale ..........cccoceeveniiieninicncnienen.
Beispiel: Rohr mit Platte ..........coceveriiiiniiniieceieiecececeeee
Beliebige Rotationsschale mit endlichen Verformungen
Variationsprinzip in Zuwuchsformulierung, ohne Arbeit der Randspannungen.............c.cc.cceeuce.
Aufbereitung der Gleichungen
Kanonisches Dgl.-System, Losungs-Schema ...........ccoiiiiirineieieiieeeeeceee e
Beispiel: Kreisplatte mit grofler DUrchbiegung ...........ccooiiirieieiiiiiiieeeeee e

3.5 BELIEBIGE ROTATIONSCHALE MIT BELIEBIGER BELASTUNG .......ccoouveiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeieeeeeee e e e

3.5.1
3.5.1.1
35.1.2
3513
3514
3.5.15
3.5.1.6
3.5.1.7

352
3.5.2.1
3522

MEMBFANINEOFTC. ...ttt ettt ettt
Kinematische und kinetische Annahmen...
IMALETIALZESEIZ ...ttt ettt et ettt ettt et b ettt eae st be et
Verzerrungs-VerformungsbeziehUngen............cccoiviririiiiiiinininecseee e
Variationsaufgabe .
DifferentialgleiChUNZEN .......cc.oouiiiiiiiiiiiee ettt ettt
Beispiel: Zylinderschale mit Randlast allgemein ...........cccoeveririnienieiiininenicceecsese e
Beispiel: Zylinderschale mit Randquerkraft

Biegetheorie. .............ccccoovvvevieiiiiiiiiiiieeiee e,
Variationsprinzip
Kanonisches DifferentialgleichungsSyStem ........cc.ceviviirieririeninieieeieieeee et

Volker Hellmann Mirz 2006



Flachentragwerke Seite - 2 -

3.5.2.3  LOSUNZ AET AWA ..ottt ettt ettt sttt e st e e e e be e st et e esaesseesaesessaenseasaensessnensenssenns
3.5.2.4  EISALZKIATIC...cuvicuiiiiei ettt ettt ettt st et e e st e b e s eeenbeeseessessaenbeeseesseeseenneseennenne
3.5.2.5  Beispiel: Zylinderschale mit Randquerkraft
3.0 ZUSAMMENFASSUNG . .....utittiittentieteeteeitesttesttesteenteeateeueeabeenbeenbeemsesatesaeesteeeeenteentesseeabeenbeenbeensesneenas

Volker Hellmann Mirz 2006



Flachentragwerke Seite - 3 -

3  Flachentragwerke

Die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik in kartesischen Koordinaten
K,L=x,y,z sind (iiber einen in einem Summanden doppelt auftretenden Index wird
summiert):

e Die Gleichgewichtsbedingungen
e Die Verzerrungs-Verformungsbeziehungen (hier fiir groBe Verzerrungen)
e Das Materialgesetz (hier fiir linearelastisches Material)

TkLK +fL =0, Tk = Tix

S 5<VK,L TV T 6MNVM,KVN,L>

Txr = Crimn “Emn

In 1.1 des Manuskriptes zum Teil Stabtragwerke wurde die Einteilung von Kon-

struktionselementen nach ihrer rdumlichen Ausdehnung vorgenommen. Bei Fla-

chentragwerken ist eine Abmessung (Wanddicke) klein gegeniiber den beiden an-

deren Abmessungen

der  Bezugsfldache

M (Mittelflache). In

/ARAREARNARE] }{,' - Richtung der

/-“’ Wanddickenkoordi-

/ nate werden physi-

2 kalisch  sinnvolle

A kinematische = An-

\F 7. nahmen (fir die

¢) Verformungen) und

kinetische = Annah-

men (flir den Span-

nungsverlauf)  ge-

7 troffen. Infolge die-

ser Annahmen kon-

nen die Grundglei-

chungen (3.1) tber

diese Koordinate integriert werden und aus dem 3D-Problem wird ein 2D-
Problem.

Abbildung 3.1.1: Scheibe, Platte, Schale (2D-Kontinua)

Beim ebenen Fliachentragwerk Abbildung 3.1.1 a) Scheibe (Beanspruchung in der
Mittelebene), b) Platte (Beanspruchung senkrecht zur Mittelebene) entkoppeln a-
nalog zum geraden Stab

e Zug/Druck-Stab (Langskraft F. =/ o,dA, 6,=F;/A) = Scheibe

Volker Hellmann Mirz 2006
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e Biegebalken (Biegemoment be=f o,ydA, o,= My,y/l,«) = Platte

der Léngskraftzustand vom Biegemomentenzustand. Beide Beanspruchungen kon-
nen (bei linearen Theorien) getrennt berechnet und durch Superposition tiberlagert
werden.

Beim gekriimmten Flichentragwerk (Abbildung 3.1.1 c)) gibt es analog zum ge-
kriimmten Stab diese Entkopplung nicht

e gekriimmter Stab = Schale

Die Verformungen werden, entsprechend der Theorie 1.0rdnung als klein voraus-
gesetzt (Die GGBn diirfen am unverformten Bauteil aufgestellt werden), wenn
nicht ausdriicklich endliche Verformungen zugelassen werden. Kleine Verformun-
gen bedingen auch kleine Verformungsgradienten. Deshalb diirfen die quadrati-
schen Glieder in den Verzerrungs-Verformungsbeziehungen aus (3.1) vernachlés-
sigt werden.

3.1 Rechteckscheiben (kartesische Koordinaten)

Scheiben sind ebene Flachentragwerke, die ausschlieBlich in ihrer Ebene (hier der
x,y-Ebene) beansprucht werden. Die Wanddickenkoordinate ist z, mit der Wand-
dicke h und —h/2 <z <h/2. Die Scheibenmittelfliche z=0 ist die Bezugsflache.

3.1.1 Kinematische Annahmen, Verzerrungen

Die Scheibe bleibt auch im verformten Zustand eben, d.h. die Verformungen in z-
Richtung sind Null:

vy =V (%y), vy=v,(xy), v,=0 (3.1.1.1)

Damit sind die Verzerrungen:

€x —&xx — Vx,x ’ 8}’ — €yy = Vy’y (3112)
N= f\{xy = 2€Xy = Vx,y -+ Vy,x
und
€22 — VZ,Z =0
Vxz = 2€xz — Vx.z + Vox = 0 (3.1.1.3)

’\{YZ - 28}’2 - Vy,Z + VZ,y — O

Mit (3.1.1.2) ergibt sich die Vertraglichkeitsbedingung:

g =V S =V

X, Yy X,Xyy ? y,.XX Y, yXX ? f\{xy,xy — VX,yxy + Vy)xxy (3114)

= Exyy Ty ~ Vayay =0

Volker Hellmann Mirz 2006
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3.1.2 Kinetische Annahmen

Es wird ein ebener Spannungszustand mit iiber der Wanddicke konstanten Span-
nungen vorausgesetzt:

Ox = Oxx <X9 Y) > 0-y — ny <X9 Y) » 07 =0, = 0 (3.1.2.1)
T:Txy<X,y>, Tyz = Tyz =0
Die kinetische Annahme ¢,=0 steht flir die Querdehnungszahl v£0 im Widerspruch

zu der kinematischen Annahme ¢,=0, da die Kopplung {iber das Hookesche-Gesetz
ergibt

_ . 3.12.2
eZ—E[GZ—v(0X+0y>], mit o, +0y, =0 ( )
3.1.3 SchnittgrofRen
Mit den kinetischen Annahmen (3.1.2.1) konnen die SchnittgroBen (Kréf-

te/Langeneinheit) eingefiihrt werden:

n, = fcrxdz =o,h, n, :faydz :oyh , Ny = dez =7th (3.13.1)

3.1.4 Gleichgewichtsbedingungen am Element der Scheibenmit-
telflache
Aus einer Rechteckscheibe mit den Abmessungen a, b und der Dicke h werden an

den Koordinaten x und y ein Flachenelement dA=dxdy der Mittelfliche herausge-
schnitten, die Schnittkréfte ny, ny, ny, (an den Schnittlinien x+dx und y+dy mit ih-

(n,+dn)dx
4 (n +dn )dx
dA=dx dy
’ p,dA (1 Fdn;)dy
y n.dy N
h § / l ) .
2 G podA (nHdn,)dy
o i J Dy dy
4
‘_

n, dx i

nyd:i

Abbildung 3.1.1: Element dA der Scheibenmittelfliche
Volker Hellmann Mairz 2006
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ren differentiellen Anderungen) und die Fléchenlasten py, p, eingetragen:

Die Kriftegleichgewichtsbedingungen in x- und y-Richtung ergeben:
(n, +dn, —nx)dy—i—(nyX +dn, —nyx)dx +p,dA=0 ‘ -1/dA
= Dy + Dyxy +Px = 0 (3.1.4.1)
(n,, +dn,, —n}dy+(n, +dn, —n |dx+p,dA=0 |-1/dA

= My +ny, +py =0

Das Momentengleichgewicht um die z-Achse (z.B. in Elementmitte) ergibt

dx dx d d
(g +dn )y =54 dy == — (g, +dng )dx 7~y dx =0 [-1/dA

1 1 1 1
(Nyy —|—dnxy)5—|—an5—(nyX —|—dnyx)5—nyX P =0

= Ny, —Ny, =0, dn,, —dn, =0

die Gleichheit der zugeordneten Schubkrifte n,=ny. Das folgt auch aus der
Gleichheit der zugeordneten Schubspannungen t,,~T,y mit n,,=t,yh und ny,=tyh.

3.1.5 Materialgesetz fur die Schnittkrafte (linearelastisch)
Mit den Schnittkrédften von (3.1.3.1) kann das linearelastische Materialgesetz:

n=E-¢g, gT:(nX,ny,an), §T=(€X,€y,°{xy>
e=E'n

D vD 0 (3.1.5.1)
E: vD D 0 ) G:ﬁ, D:1Eh2

0 0 Gh v Y

mit dem Elastizitdtsmodul E, der Querdehnungszahl v, dem Schubmodul G der
Dehnsteifigkeit D und der Schubsteifigkeit Gh geschrieben werden.

3.1.6 Differentialgleichungen des Problems
Es gibt 8 Grundgleichungen:

e 2GGBn. (3.1.4.1)

e 3 Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen (3.1.1.2)

e 3 Gleichungen des Materialgesetzes (3.1.5.1)

Volker Hellmann Mirz 2006
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fiir 8 unbekannte Grofen:

e 3 Schnittkrifte ny, ny, ny, (3.1.3.1)

e 2 Verformungen vy, vy (3.1.1.1)

e 3 Verzerrungen &, &, Yxy (3.1.1.2).

Damit sind die Dgln. des Problems vollstindig formuliert.

3.1.7 Aufbereitung der Differentialgleichungen zur Losung

Die Aufbereitung der Dgln. zur Lésung hingt von der Art der RBn und der Fla-
chenlasten py und p, ab.

Bei Vorgabe von

e Verformungs-RBn,

e gemischten RBn fiir Verformungen und Schnittkrifte
e und/oder p#konst., p,#konst.:

Eliminieren der Verzerrungen durch Einsetzen der Verzerrungs-Verformungs-
Beziehungen (3.1.1.2) in das Materialgesetz (3.1.5.1) und damit in die GGBn
(3.1.4.1) ergibt 2 gekoppelte, partielle, lineare DGIn fiir die Verschiebungen v, und

Vy.

1+v l—v p
VX,XX + 2 Vy:xy _|_ 2 anyy + SX = O
(3.1.7.1)
14 v 1—v Py
Vy.yy +Tvx,yx T 2 Vyxx +B =0
Bei Vorgabe von
e Schnittkraft-RBn
e und p,=konst., p,=konst.:
Einflihrung einer libergeordneten Funktion F (Airysche Spannungsfunktion) mit
Ox = F,yy » Oy = F,xx o Txy = _F,xy T fxy_ fyX (3.1.7.2)

B=h-F, h=konst, p, =h-f,, py:h-fy
ny = Bﬁyy , Ny = B’XX s Ny = _Bﬁxy —PxY —PyX

Diese Spannungsfunktion F erfiillt die GGBn (3.1.4.1) identisch.

Eliminieren der Spannungen durch Einsetzen von (3.1.7.2) in das Materialgesetz
(3.1.5.1) und damit in die Vertraglichkeitsbedingung (3.1.1.4) ergibt eine partielle,
lineare Dgl. (Bipotentialgleichung) fiir die Spannungsfunktion F.

Volker Hellmann Mirz 2006
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AAF=0, A()=(),+()

5 Yy

A=A =) +20 )y +( @179

Fiir Kreis- und Kreisringscheiben wird das Problem besser in Polarkoordinaten r,
O formuliert ' (r - Radius, 9- Umfangswinkel). Dabei bleibt natiirlich die Dgl.
von (3.1.7.3) erhalten, aber der Differentialoperator dndert sich infolge der von der
Koordinate r abhidngigen Skalierung auf einem Rand r=konst.

1 1

A()=(). +=( )r+r_2( ) o (3.1.7.4)

2 r b

3.1.8 Beispiel: Rechteckscheibe mit Flachenlast p,

Eine Rechteckscheibe nach Abbildung 3.1.2 wird
» a - durch eine konstante Flachenlast p,=konst in Richtung
der Koordinate y beansprucht.

y Geg.: Breite a=10mm, Hohe b=20mm, Dicke h, Elasti-
zititsmodul E=2-10°MPa, Querdehnungszahl v=0.3,
Volumenkraft p,/h=1 ON/mm’

‘b Ges.:

Y ! e Spannungszustand nach (3.1.7.2)
| Mit den RBn.:

ny(xa/2,y)=0

ny(x,b)=0

ny(x,0)=p,b

Abbildung 3.1.2: Recht-

eckscheibe ny,~0 auf dem gesamten Rand

e Zugehoriger Verformungszustand.

Nach (3.1.7.2) mull wegen den RBn fiir ny,=-B x,-pyx und p,=0 die Funktion B
mindestens quadratisch in x und linear in y sein. Deshalb wird ein vollstindiger
Polynomansatz bis 3.0rdnung gewéhlt. Das konstante Glied und die in x bzw. y
linearen Glieder konnen weggelassen werden, da in den Schnittkraften nur Anteile
ab zweiter Ableitung von B auftreten.

B =Cyxy + Cyox” + Cppy” + Cpx°y + Cpxy” + C30x” + Coy’
IlX — B,yy — 2C02 + 2C12X ‘l‘ 6C03y
ny — B — 2C20 —|_ 2C21y ‘|‘ 6C30X

IXX

Ny = =B,y —PpyX = =y —2C; x = 2Cy —pyX

Volker Hellmann Mirz 2006
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Die Funktion B nach (3.1.8.1) erfiillt schon die Dgln. (3.1.7.2). Das Einsetzen der
Randbedingungen ergibt iiber Koeffizientenvergleich fiir B nur fiir die Konstanten
Cy0# 0 und C,; # 0. Fiir B und die Schnittkréfte ny, n, und n,, wird:

B:%yxz(b—y)

n, =0= D(VX’X + vvy’y)

(3.1.8.2)
n, = py(b— y)= D(Vy’y —I—UVX,X) , 0, = n?y = pf(b— y)
Ny =0=G-h(vy, +v,.), O = %yb — 200MPa
Die Verformungen ergeben sich aus der Integration von (3.1.8.2).
Vi = —%X(b— y)+ Vo — Yy
(3.1.8.3)

p x>
V},:E—i]1 y[b—zJ—U7 +Vyo +§X

Diese Verformungen erfiillen natiirlich auch die Dgln. (3.1.7.1).

Die Integrationskonstanten vy, vy und ¢ entsprechen den moglichen Starrkorper-
bewegungen und kdnnen Null gesetzt werden.

Wenn die Querdehnungszahl v # 0 ist, wird die Verschiebung v, # 0 und auch die
Verschiebung vy auf dem Rand y=0 nicht Null.

Die Vergleichspannungen nach der Gestaltinderungsenergiehypothese von zwei
zugehorigen FEM-Losungen mit Verformungsvorgaben auf dem Rand y=0 sind in
Abbildung 3.1.3 und Abbildung 3.1.4 dargestellt. Der homogene Spannungszu-
stand von (3.1.8.2) wird bei Vorgabe vy(x,0)=0 nur unerheblich gestort. Wenn zu-
sdtzlich aber auch v,(x,0)=0 gefordert wird, kommt es auf diesem Rand an den
Ecken bei x=+a/2 zu einer Spannungssingularitit. Mit feiner werdender Vernet-
zung konvergiert die Losung dort also nicht.

Demzufolge braucht fiir die RBn von Abbildung 3.1.3 keine Lésung nach (3.1.7.1)
gesucht zu werden und fiir die RBn von Abbildung 3.1.4 ist fiir x=+a/2 und y=0
nach der Elastiztétstheorie keine endliche Losung moglich.

Volker Hellmann Mirz 2006
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Abbildung 3.1.3: Vergleichsspannung, RBn. oberer Rand: v(x,0)#0, v,(x,0)=0
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TIME=1
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Abbildung 3.1.4 Vergleichsspannung, RBn. oberer Rand: v.(x,0)=0, v,(x,0)=0
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3.2 Rechteckplatten (kartesische Koordinaten)

Platten sind ebene Flichentragwerke, die ausschlieBlich senkrecht zu ihrer Ebene
(hier der x,y-Ebene) beansprucht werden. Die Wanddickenkoordinate ist z, mit der
Wanddicke h und —h/2 <z <h/2. Die Plattenmittelflache z=0 ist die Bezugsflache.

3.2.1 Kinematische Annahmen, Verzerrungen

Die kinematischen Annahmen sind analog zu denen in der (eindimensionalen)
Stabtheorie beim Biegebalken.

e Die Verformungen der Plattenmittelflache in x- und y-Richtung sind Null. Es
gilt die Geradenhypothese beziiglich der Abhéingigkeit der Verformungen von
der Wanddickenkoordinate z:

U= Vy (X>Y>Z>:&(X>Y>'Za V:Vy (Xa}IaZ):B(X:}I)'Z (3.2.1.1)

W=V, (X,y)

e Die Schubverzerrungen 7, und y,, werden entsprechend der Normalenhypo-
these (Bernoulli-Hypothese) Null gesetzt. Fiir die Verdrehung der Tangenten
sind die Bezeichnungen (Winkel) y=w x und y=w , eingefiihrt worden.

’\fxz:O:u,z+W,x:(X+X:> Q==X

f\fyz:O:V,z +W,y26+w:> B:—q\b
U=—YZ=—W,Z (3.2.1.2)

Ex TExx TUx =W (Z, EyTE =V =W 7 (3.2.1.3)
="y = 2€Xy =u, +V,= —2W,XyZ
und
€, =W,=0
Vxz =285, = U, + W, =0 (3.2.1.4)

Vyz = 2€yz =Vv,tw,= 0

3.2.2 Kinetische Annahmen

Fiir die Spannungen wird folgende Verteilung iiber der Plattendicke h voraussge-
setzt:

Volker Hellmann Mirz 2006
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2 2
o (xy.2) =00 (03) 7 oy (3.2 = oy (x.y)
2
Ty (63,2) =7 (x,¥)

o,(x,y)=—-p(x,y), p—Flichenlastin Richtung der Koordinate z

9y 2 (3.2.2.1)
Ty (x,y,z) = Tys0 (X,y) 1— ?

) 2
Ty, (x,y,z) = Ty0 (X,y) 1— f

Die kinetischen Annahmen fiir oy, oy, Ty, und 1y, entsprechen dabei vollstindig
denen bei der Beanspruchung eines Stabes durch Querkraftbiegung.

Die Spannungen o, Ty, Ty, sind klein gegeniiber oy, oy, T,y und diirfen deshalb
(wie auch schon analog beim Balken mit Querkraftbiegung) in den Grundglei-
chungen gegeniiber den anderen vernachléssigt werden.

0, =Ty, =Ty, =0 (3.2.2.2)

Die noch verbleibenden Spannungen oy, oy, Ty, sind linear tiber der Wanddicke
verteilt. Der iiber h konstante Anteil ist Bestandteil des Scheibenproblems. Mit
(3.2.2.2) wird in (3.2.2.1) ein ebener Spannungszustand angenommen. Die kine-
matischen Annahmen verschwindender Querkraftschubverzerrungen (3.2.1.2) er-
fordert bei Widerspruchsfreiheit iiber das Materialgesetz auch, wie in (3.2.2.2)
angenommen verschwindende Querkraftschubspannungen. Zur Erfiillung der
Gleichgewichtsbedingungen (3.2.4.1) sind aber Querkrifte und damit Querkraft-
schubspannungen erforderlich. Kinematische und kinetische Annahmen sind also
nicht widerspruchsfrei. Die Gleichgewichtsbedingungen konnen zur Berechnung
der Querkrifte und mit diesen die kinetischen Annahmen (3.2.2.1) zur Berechnung
der Querkraftschubspannungen verwendet werden.

3.2.3 SchnittgroRen

Mit den kinetischen Annahmen (3.2.2.1) konnen die SchnittgroBen (Kraf-
te/Langeneinheit, Momente/Langeneinheit) durch Integration der Spannungen iiber
die Wanddicke eingefiihrt werden:

2 2
My = _f 0,2dz=—0, % , My = _f GyZdZ = 790 h?
2
m,, = —f 'rxyzdz = —T % (3.2.3.1)

dx = fode — %/szoh > qy — Tyde — %ryzoh

Volker Hellmann Mirz 2006



Flachentragwerke Seite - 13 -

Die negativen Vorzeichen bei den Schnittmomenten ergeben sich aus der Bedin-
gung, dal die mit den zugehdrigen Verdrehungen y und v aus (3.2.1.2) geleistete
Arbeit positiv sein mull. Wegen (3.2.2.2) konnen die Querkrifte qy, qy nicht aus
den Schubspannungen t,,, Ty, berechnet werden. Sie werden nach der Losung des
Problems aus den GGBn. (3.2.4.1) ermittelt. Die entsprechenden Gleichungen in
(3.2.3.1) konnen bei dann bekannten Querkriften zur Bestimmung der maximalen
Schubspannungen im Querschnitt T,,0(X,y), Ty,0(X,y) verwendet werden.

3.2.4 Gleichgewichtsbedingungen am Element der Plattenmittel-

flache
Z, VEW X, VU
& —» i
Y, V=V + dA=dx dy
b
A § 1, dx
a
- > mydx
(etda, )dy
Ay <« ydx
e ! (mytdmy )dy
mydy ©
\ (1 +din )y
My dy o /
- $® ® ® f >
pdA
&
_»\ (qytday)dx
Ts(myﬂlmy)dx
(M Hdmy, )dx

Abbildung 3.2.1: Element dA der Plattenmittelfliche

Die Kriftegleichgewichtsbedingungen in z-Richtung und die Momentengleichge-
wichtsbedingungen in Richtung der x- und der negativen y-Achse ergeben:

f, dxdy = (qx 1y, tp) dxdy =0
gx dxdy = (m, ,tmy, ,tqy) dxdy=0 (3.2.4.1)
g, dxdy = (m, ,+myy ,+qy) dxdy=0
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Eliminieren der Querkrifte qx und qy (g«y und g, in f, eingesetzt) ergibt eine Dgl.
fiir die Schnittmomente:

f,= '(mx,x+myx,y),x - (my,y+mxy,x),y +tp= 0

myyy + 2rnxy,Xy T My =P (3.2.4.2)

3.2.5 Materialgesetz fur die Schnittmomente (linearelastisch)

Mit den Schnittmomenten von (3.2.3.1) und den Verzerrungs-Verformungs-
Beziehungen (3.2.1.3) kann das linearelastische Materialgesetz:

m: Eﬁ’ mT — <mX7my9mxy) s @T — (W,XX’W,yyﬂzw,xy)
k=E '-m

K vK 0 h3 Gh3 (3.2.5.1)
E=[vK K 01,6y K o So=

0 0 S, v (1=v7)

mit dem Elastizititsmodul E, der Querdehnungszahl v, dem Schubmodul G, der
Biegesteifigkeit K und der Drillsteifigkeit Sp geschrieben werden. Der Vektor x ist
der Vektor der Kriimmungen.

3.2.6 Differentialgleichungen des Problems
Es gibt 11 Grundgleichungen:

e 3GGBn. (3.24.1)

e 2 kinematische Beziehungen (3.2.1.2)

e 3 Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen (3.2.1.3)

e 3 Gleichungen des Materialgesetzes (3.2.5.1)

fiir 11 unbekannte GroBen:

e 5 Schnittgrofen my, my, myy, qx, qy (3.2.3.1)

e 3 Verformungenu, v w (3.1.1.1)

e 3 Verzerrungen &, &y, Yxy (3.1.1.2).

Damit sind die Dgln. des Problems vollstindig formuliert.

Volker Hellmann Mirz 2006
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3.2.7 Differentialgleichung fiir die Durchbiegung w, Randbedin-
gungen

Das Ziel ist, eine Dgl. fiir die Durchbiegung w aufzustellen. Dazu miissen die an-
deren Unbekannten aus den Grundgleichungen eliminiert werden. Die Verzer-
rungs-Verformungs-Beziehungen (3.2.1.3) eingesetzt in das Materialgesetz
(3.2.5.1) zur Eliminierung der Verzerrungen

m, = K(W’XX + vw,yy) , m,= K(W,yy + UW,XX) (3.2.7.1)

me — SD 2W,Xy

und danach weiteres Einsetzen in die GGB (3.2.4.2) zur Eliminierung der Schnitt-
momente und in die zwei letzten Gleichungen (3.2.4.1) fiihrt zu der gesuchten
Dgl.:

KAAw =p (3.2.7.2)

und den Dgln. fiir die Berechnung der Querkrifte:

ax =—K(Aw) . qy = —K(Aw)

< y=— (3.2.7.3)

Y

An einem Rand y=konst. konnen entsprechend Abbildung 3.2.1 die 3 Schnittgro-
en qy, my, my vorhanden sein. Es sind aber infolge der Vernachldssigung der
Querkraftschubverzerrungen (Normalenhypothese) (3.2.1.2) nur zwei kinemati-
sche Grofen
vorhanden, die
Durchbiegung w
e und die Verdre-
¥ !g - - hung y=w,. A-
APy nalog gilt das am
i Rand  x=konst.
i mit den 3
‘¢ SchnittgroBen qy,
my,, my und der
Durchbiegung w
”lﬁ’X—i_ﬂlB’XK{IK s und der Verdre-
dx hung y=w . Des-
halb miissen die
Drillmomente

Abbildung 3.2.2: Ersatzquerkraft statisch ~ dquiva-
lent den Quer-
kriaften zugeschlagen werden. Das differentielle Drillmoment my,dx wird in ein
statisch dquivalentes Kréiftepaar umgewandelt. Der Betrag dieser differentiellen
Krifte ist df,= (mydx)/dx=my, Die statische Aquivalenz an der gemeinsamen

Grenze der Elemente dx auf dem Rand y=konst. ergibt nach Abbildung 3.2.2:
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dx)dx

m..dx @n +m
— . yX yX yX,X
qydx-—qydx—% " — i

= qy =qy —Myy x = _K[W,yy + (2 o U)W,XX y (3.2.7.4)

analog

éqx:qx—mWJ:—K%ym%{2—WWwa

An den Ecken bleiben Eckkrifte Fg=myc+m,, librig, die nicht statisch dquivalent
durch die RBn. erfiillt werden.

Die Randbedingungen am Rand y=konst sind:

entweder w oder q, (3.2.7.5)
sind vorgegeben R
entweder ¥ oder m,
und am Rand x=konst.:
entweder w oder g, (3.2.7.6)

sind vorgegeben
entweder x oder m,

Das sind an jedem Rand 2 RBn., entweder fiir eine der beiden Verformung auf
dem Rand oder fiir die entsprechende, zugeordnete Kraftgroe auf dem Rand.

Fiir einen gelenkig gelagerten Rand R bei y=yr gilt: wg=0 und myz=0. Wegen
wr=0 auf R bleibt R gerade und damit sind auch alle partiellen Ableitungen nach
der Koordinate x auf R gleich Null, also 1st auch die Krimmung (w 4, )g=0. Damit
folgt aus (3.2.7.1) wegen myz=0 auch (w,)r=0 und deshalb auch (Aw)r=( W x+
wyy)r =0. Analog gilt auch fiir einen Rand R bei x=xg wg=0 und (Aw)z=0. Die
Losung fiir eine Rechteckplatte mit diesen RBn. wurde erstmals 1823 von Navier
angegeben.

Zur Formulierung und Losung des Plattenproblems fiir Kreis- und Kreisringplatten
(in Polarkoordinaten) wird auf entsprechende Literatur verwiesen z.B. !, , °. Au-
Berdem wird sie in 3.4.4.1 als Spezialfall der Rotationsschale behandelt.
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3.2.8 Beispiel: Rechteckplatte mit Flachenlast p
_ Geg.:

A A Langen a, b, Dicke h, Biege-
steifigkeit K, Ort des Last-
zentrums u, v, Grofle des be-
] ) lasteten Gebietes 2¢, 2d, Fla-
v+Hd :
B R chenlast p,, gelenkige Lage-
i | rung auf allen 4 Rdndern R
' mit wg=0 und (Aw)z=0.

|

| :

: ' Ges.:
|

T -

P, Plattendurchbiegung ~ w(x,y)
' » —*  (diese Losung ist z.B. in ')
uw utc a x ; p, P

Losung:

Fiir die Partikuldrlosung der
Dgl. wird die Last in x- und y-
Richtung jeweils in eine Fou-
rierrethe so entwickelt, daf3
jedes Reihenglied auf den zu-
gehorigen Rindern den Wert
Null fiir den Funktionswert
und die zweite Ableitung hat.
Das ist wichtig zur Erfiillung

Abbildung 3.2.3: Rechteckplatte mit Fldchenlast
aller RBn. schon durch die Partikuldrlosung.

4 , _
f,(x)= Z—sm QUu-sina c-sina, X, o, = mT
m Tm d
4 : . nt
fy(Y) = Zasm B,v-sinBd,d-sinf,y, B, = T
n

p(x,y) =po - £ (x)- 1, (y)
= Zmen -sina,, X -sinf3,y

l6p
Pon = 5
™ m-n

(3.2.8.1)

sina,u-sina,c-sinf3, v-sin{3,d

Wenn man die Fourierreihe p(x,y) in die Dgl. KAAw(X,y)=p(x,y) einsetzt ergibt
sich aus dem Koeffizientenvergleich fiir jedes Reihenglied die Fourierreihe der
Losung w(x,y):

Volker Hellmann Mirz 2006



Flachentragwerke Seite - 18 -

w(X,y)= Zzwmn -sina,, X -sinf,y
m n

3.2.8.2
P ( )

K| (e ) +(8, )’

Wmn = 2

Diese Losung ist die exakte Losung, da sie die Dgl. und alle RBn erfiillt. In
Abbildung 3.2.4 sind die Flachenlast p(x,y) und die Durchbiegung w(x,y) fiir eine
quadratische Platte mit den Werten:

E=2.1 10°MPa, v=0.3, po=1MPa, a=b=100mm, u=v=50mm, c=d=25mm, h=Smm

dargestellt. Die Losung fiir w konvergiert mit

= schon nach wenigen Rei-

(m-n)
hengliedern. Die Normalspannungen werden nach (3.2.7.1) und (3.2.3.1) aus den
Kriimmungen, also den 2.Ableitungen von w berechnet. Diese konvergieren im-
mer noch mit mindestens der dritten Potenz von m und n im Nenner. Die maxima-
le Durchbiegung ist wy,,,=0.089mm.

Flachenlast

Durchbiegung
no7
0053 _
0035

0012

Abbildung 3.2.4: Losung p(x,y) und w(x,y) fiir eine Quadratplatte

Die zugehorige Lastfunktion f(x), die mit p(X,y)=pofu(x)fy(y) die Dgl. und die
RBn. erfiillt, ist in Abbildung 3.2.5 dargestellt. Der Wertebereich ist von x=0mm
bis x=100mm.
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=100

1.5

.5

Fourter-Reihe £330

A0

Abbildung 3.2.5: Flichenlastfunktion f.(x)

100

150

200

3.3 Grundlagen der Biegetheorie der Rotationsschalen

Allgemeine Schalen sind doppelt gekriimmte Flachentragwerke, d.h. eine Abmes-
sung, die Wanddicke der Schale, ist klein gegeniiber den Kriimmungsradien.
Durch geeignete kinematische und kinetische Annahmen in Richtung der Wanddi-
cke konnen aus der 3D-Theorie der Kontinuumsmechanik 2D-(Schalen-)Theorien
hergeleitet werden. Die Klasse der Rotationsschalen, als ein Sonderfall der allge-
meinen Schale, hat eine drehsymmetrische Geometrie. Wahrend es fiir allgemeine
Schalen notwendig ist, numerische Losungsverfahren anzuwenden, gibt es flir die
Rotationsschalen analytische Formulierungen der zugehdrigen Randwertprobleme
und fiir wichtige Spezialfélle auch geschlossenen Losungen. In Abbildung 3.3.1 ist

die Geometrie einer allgemeinen Rotationsschale dargestellt
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,_,—/| Rotationsachse Schale: h==<1, 15

‘ Meridian

v

11- Krtimmungsradius des Meridians

! 1;- Krimmungsradms des Breitenkreises

& (ry, 1;- Hauptkrimmungsradien der Rotationsschale)
[ M- Krimnmungsmittelpunkt des Meridians

= ' N- Krimmungsmittelpunkt des Breitenkreises

i s- Bogenkoordimate des Meridians

i (- Winkelkoord. der Meridiantangente gegen die

: Rotationsachse

i 1, v, U - Zylinderkoordinaten

! h=h(s)- Wanddicke der Schale

Abbildung 3.3.1: Geometrie der Rotationsschale

Durch die Rotation des Meridians um die Rotationsachse entsteht die Schalenmit-
telfliche (SMF).

(o(s)=0° Kreisscheibe bzw. — platte, (1 — 00, T, — 00)
=90° Kreiszylinderschale, (5 —oo, 1, =r)

= konst. (= 0°,90°) Kreiskegelschale, (1, — o)

Spezialfille: |

1, =1, = konst. Kugelschale

Die Abbildung 3.3.2
zeigt ein Element ds der
Schalenmittelfliche zur
Herleitung der differen-
tialgeometrischen Bezie-
hungen von (3.3.1) .

e ]

ds

|

|

|

|

|

|

|

|

|

(]

do :
|
|

Abbildung 3.3.2: Element ds der Schalenmittelfidiche
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ds = nd ()=(),=2"

r=r,sin
2510 (3.3.1)

r' =1 sinp+1, cos
dr = dscosp =1,cosp-dp =1’ =1 cosy
, (5 —1)cosp

dy =dssiny L, = . , fur singp =0
sin

3.3.1 Verzerrungs-Verformungsbeziehungen fiir die Rotations-
schale (kleine Verzerrungen)
Die allgemeinen mathematischen Koordinaten des Verzerrungstensors sind in kar-

tesischen Koordinaten K,L=x,y,z und in beliebigen (krummlinigen, schiefwinkli-
gen) Koordinaten A,u=x,X5,X3 :

€:€KL-e .e :SXu'g .g

(3.3.1.1)

_ MN
kL = E(VL,K TV F07 vk 'VN,L)

1 v
SV E<VXIM +Vun 20V, 'VPIX)

Uber in einem Summanden einmal oben und einmal unten auftretende gleiche In-
dizes wird summiert.

Im kartesischen Koordinatensystem, sind die Basisvektoren (unverénderliche) Ein-
heitsvektoren. Es sind im Verzerrungstensor nur die Koordinaten ortsabhéngig. Im
beliebigen Koordinatensystem sind auch die Basisvektoren nicht mehr konstant.
Bei Fortschreiten in Koordinatenrichtung miissen auch deren partielle Ableitungen
beriicksichtigt werden. Das hat zur Konsequenz, da3 die partiellen Ableitungen
formal durch die kovarianten Ableitungen ersetzt werden miissen, z.B. vi x durch
vyu- Bel kleinen Verzerrungen diirfen die in den Verformungen quadratischen
Glieder vernachlissigt werden. Uber die relevanten Grundlagen der Tensorrech-
nung und deren Anwendung in der Festigkeitslehre kann in * nachgelesen werden.

Bei der Rotationsschale werden die Meridianbogenkoordinate s, die Breitenkreis-
winkelkoordinate ¥ und die Wanddickenkoordinate z verwendet. Diese Koordina-
ten sind orthogonal, also nicht schiefwinklig, aber krummlinig. Die aus (3.3.1.1)
abgeleiteten Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen der Rotationsschale fiir klei-
ne Verzerrungen in physikalischen Koordinaten sind:
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EXH —
SN © 9 V4
LV +vVv, 1| V9 — VyCOSY rﬁﬂ’s . rIVZ’S — Vkp
P — | = + | Vor T
I.lz 2 rz I.lz 2 I.lz
_ _ V, 4 — Vg 8In
— 7,9 o SINE
A Voo T Vi Vo, T
O I,
I'Z
z symmetrisch Viz
n,=n+z , r,=(,+2z)sing

Tabelle 3.3.1: Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen in physikalischen Koordinaten

Die Meridianbogenkoordinate s ist im Gegensatz zur Winkelkoordinate ¢ immer
eindeutig. Fiir einen geraden Meridian (Platte/Scheibe, Kegel, Zylinder) gilt

¢@=Kkonst.

= dp =0, aberr;—> oundds=r;dp#0.

Deshalb wurden in den Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen der Tabelle 3.3.1
die partielle Ableitung nach ¢ durch die Ableitung nach s ersetzt.
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3.3.2 Kinematische Annahmen

3.3.21 Korperfeste Verformungen

Bei der Schale entkoppeln Scheiben- und Plattenzustand entsprechend (3.1.1.1),

(3.2.1.1) nicht mehr. Dem Scheibenzu-
| 9 stand entsprechen die Verschiebungen v,
\ und vy der Schalenmittelfliche, und dem

. Plattenzustand die Verschiebung v,, die
zy J Verdrehung der Meridiantangente y und
der Breitenkreistangente

e Es gilt die Geradenhypothese beziig-
lich der Abhingigkeit der Verformun-
gen von der Wanddickenkoordinate z:

Abbildung 3.3.3: Verformungen der
Rotationsschale

v, (s,9,2) = v, (s,9)—x(s,9)-z, —

Vo (8,0,2) = vy (5,9)— (s, 9) 2
v,(s,9,2)=v,(s,9)

<z<

h h
2 2

(3.3.2.1)

 Die beiden Schubverzerrungen ~,, g, werden entsprechend der Normalen-

hypothese (Bernoulli-Hypothese) Null gesetzt:
/

mit rlZ:rl+Z’ rZ:<r2—|—Z>Sil’lkp, < ) :< >,S’ ( )':( >’19
1

oz = 28@2 =0=-% +r_[r1V; _<V“P _XZ)}
1z

.rlz

(3.3.2.2)

orZ

Iy, :
Yoz = 28192 =0= _q‘\) +r_[vz _(Vﬁ _ l‘)Z)Sln&p}

z

= w:%(v'z —Vy sinap)

Analog (3.2.1.2) enthilt (3.3.2.2) infolge der Normalen-Hypothese zwei Zwangs-
bedingungen fiir die Verdrehungen y und .
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3.3.2.2 Raumfeste Verformungen

Die Verformungen v, und v, ha-
ben eine korperfeste Basis. In
Abbildung 3.3.4 ist exemplarisch
ps der Uberg_ang einer Kugelschale 1
®11  mit dem Offnungswinkel ¢,;<90°

in eine Zylinderschale 2 mit dem

?-T Winkel ¢,,=90° dargestellt.
20
.

Vo1 ™%

i Es gilt v,1(¢11) # V ,2(¢20) und
Y 920 voi(@11) # Vea(P20)-

= Bei korperfesten Verschie-
Abbildung 3.3.4: korperfeste Verschiebungen bungen ist am Bereichsiiber-
v, und v. gang eine Koordinatentrans-
formation notwendig (Das ist

natiirlich kein Problem) .

= Bei endlichen Verformungen dreht sich bei korperfesten Koordinaten die Basis
mit. Das fiihrt zu komplizierten Dgln.

Deshalb ist es, besonders bei der Bertiicksich-
tigung endlicher Verformungen, sinnvoll,

_:"z raumfeste Verformungen v, und v, einzufiih-
v R ren. Mit den Abkiirzungen:
r e
1&%___ E T ,.-"').-rﬂ s, =sing, ¢, =cosy
; "‘\\_‘ﬂ @ v _ v _ -
AT "\_. / ds I'ldkp ¢
P 3
/ - 1 ! 1
SKP —r—CkP . CKP == _r_s@
Abbildung 3.3.5: raumfeste Ver- 1 1
schiebungen v, und v, s — Meridianbogenkoordinate

ergeben sich die erforderlichen Transformationen fiir die Verschiebungen und de-
ren Ableitungen:

Vo =V, +VS, , V

1 \%
/ / / . / le _ Yz (3.3.2.3)
Vo = ViC, + VS, + —rl ( VS, + VyC@) = V;C, + VS, "

v =vls. —v'c +l(vc +V.s )—V/S —v'e _|_V_@
z 1Yy yoe rlr@ y o) "¢ yoe I

Die jeweils letzten Summanden in den Gleichungen fiir die Ableitungen heben
sich mit den entsprechenden Glieder von &, und €, aus Tabelle 3.3.1 weg.
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3.3.2.3

Die Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen aus Tabelle 3.3.1 sind nichtlinear in
z, wegen der Wanddicken-Koordinate z im Nenner. Bei der Beschrinkung auf
diinne Schalen und Voraussetzung der Normalen-Hypothese ist es sinnvoll, diese
Beziehungen zu linearisieren, um einfachere Gleichungen zu erhalten. Bei der Er-
weiterung der Schalentheorie fiir dickere Schalen durch Beriicksichtigung von
Gliedern mit hoheren Potenzen in z bei den kinematischen Annahmen (3.3.2.1) ist
das nicht mehr erlaubt.

Linearisierung in Wanddickenrichtung

Die Linearisierung ergibt z.B. fiir ein Glied mit:

z h h h
a=—<1, —o<z<o, o< -
I I;
! 1 (3.3.2.4)
11 1 1 1 l—OL_ll—OLNl—OL
n+z nl+a fl+al-a [l-o? I
Der bei dieser Linearisierung auftretende Fehler betragt:
Also selbst bei
Exakt Néherung Néherung [% ] einer schon relativ
exakt dicken Schale mit
— 3 z.B. der Wanddi-
L (1= Ctmax) 1= Qo cke h=100mm und
h L+ Qunay dem Kriimmungs-
0.01 [0.005 |0.99502 0.99500 99.9996 radius r;=1000mm
0.05 [0.025 |0.97561  |0.97500  |99.9375 betragt dieser Feh-
ler nur 0.25%.
0.1 (0.05 0.95000 99.7500
Tabelle 3.3.2: Fehler bei der Linearisierung in z-Richtung

3.3.2.4

Linearisierte Verzerrungs-Verformungsbeziehungen

Nach der Einfiihrung raumfester Verformungen und der Linearisierung in Rich-

tung der

Wanddickenkoordinate z ergeben
Verformungsbeziehungen:

sich folgende

Verzerrungs-
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€ o (s,9,2) = €, (s,9)— Ko (s,9) -z
Ego (80,2) =¢4(s,9)—Ky(8,0)-z | Linearisierte Verzerrungen

2€ g (8,0,2) =9 (8,0) —w g (5,0): z|

. . = —
€p =V Cy T Vy S, H@—H@+—r1 , Ky =X
1 . _ &y _ 1 .
eﬂ:—(vr—l—vﬁ) Kg =Ry +—, Rﬁz—(X'C@+ﬂ))
r I r
2

1 . . , _ I 1
1 2

p— 2 V;’ L]
w@ﬂ:_ _+X
r|r
v
: / / 1~ .
mit X =V, S, —Vy-Cy w:;(vr-sw—vy-c@—vﬂ-s@)

78@ » €95 Vo Verzerrungen der SMF
Kigs Ky s Wi Kriimmungsidnderungen der SMF

Dabei sind: ¥ Verdrehung der Meridiantangente

1 Verdrehung der Breitenkreistangente

SMF — Schalenmittelflache

. 1 : o €y 1 1 . . . : .
Fiir die Glieder: —, —, (—— —)“{@ﬂ in den Kriimmungsanderungen gilt bei

L5 LTI b)

. € _ €9 _ 1 1 _ . )

dinnen Schalen — <K, , — <Ky, (———)“{@9 KL Wy - Sie sind bei
| ) L B

Starrkdrperbewegungen gleich Null und wurden genau aus diesem Grund so ge-

wihlt. Sie werden wegen ihrer Kleinheit vernachléssigt und es gilt fiir die Kriim-

mungsianderungen ndherungsweise:
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/

Ky =X
| .
ﬁﬁ:;(X'C@ +lp)
(3.3.2.6)
2(vy .
w@ﬁ - _—I_X
r| r

Starrkdrperbewegungen liefern bei Vernachldssigung der kleinen Glieder keine
Verzerrungen, damit auch keine Spannungen und verletzen also nicht die Gleich-
gewichtsbedingungen. Sie konnen deshalb bei diinnen Schalen gegeniiber den -
berstrichenen Gliedern vernachlédssigt werden.

3.3.3 Kinetische Annahmen

Die kinetischen Annahmen berticksichtigen die bei (gekriimmten) Schalen auftre-
tende Kopplung des Membranspannungszustandes mit iiber der Wanddicke kon-
stanten Spannungen (entspricht dem Scheibenzustand (3.1.2.1)) und des Biege-
spannungszustandes mit {iber der Wanddicke linear verteilten Spannungen (ent-
spricht dem Plattenzustand (3.2.2.1)):

o, (5.0.2) = %O(S,@H%I(S,@)%, 0@(s,ﬁ,z)zcﬂo(s,ﬂ>—i—om<s,ﬁ)%

Too (s,ﬂ,z) =Ty (s,ﬂ) + 1 (s,ﬂ)%

o, (s,9)=—p,(s,9), p,—Flichenlast in Richtung der Koordinate z

5V (3.3.3.1)
T g (8,9,2) = Ty (5,9) |1 f

22\
Tz (8,9,2) = Ty,0 (8, 9)[1— .

Auch hier gilt, wie schon in (3.2.2.2), die Spannungen mit einem Index z sind
klein gegeniiber den anderen und diirfen deshalb in den Grundgleichungen ver-
nachldssigt werden.

O, =Ty =Ty, =0 (3.33.2)

z
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Es gilt z.B. fiir eine Kugelschale unter Innendruck die GGB:
P
B 2 l:oh2wR — pﬁR2 =0
N _"}“’ PR
- \ } =>0=—"
Die Normalspannungen o, auf der

- 2h
o § ©h
Kugeloberfliche sind klein gegen-

Abbildung 3.3.6:Kugelschale unter Innen- uber den Membranspannungen o.
druck

orle=Da)=r|
AT

Es gelten ndherungsweise die Voraussetzungen eines ebenen Spannungszustandes.
Fiir nicht mehr streng diinnwandige Schalen mit entsprechend um Glieder mit ho-
heren z-Potenzen erweiterten kinematischen Ansétzen (3.3.2.1) kann nicht mehr
von einem ebenen Spannungszustand ausgegangen werden. In diesem Fall ist ein
allgemeines 3D-Stoffgesetz zu verwenden und die Spannungsverteilung ergibt sich
iiber die kinematischen Annahmen widerspruchsfrei aus dem Materialgesetz.

R
=P j‘g‘:‘gz‘ma)(%»‘o-z‘

3.3.4 Materialgesetz (Hookesches Gesetz)

Das Materialgesetz fiir den ebenen Spannungszustand ist:

1 1
8@@ == E(O-@ _UO-@) ’\{Lpﬁ = 28@19 == ET@ﬂ
(3.3.4.1)
1
€99 :E(Gﬂ—UG@) ,\{Z&p =0
raus Normalenhypothese
1%

€z = _E(pr +0w§)) Nzo = O

und mit (3.3.2.5) und (3.3.2.6) umgestellt nach den Spannungen:
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E
S T2 (Epp +vE00) = 1_ 2 [(8@ +vey )= (K, +W‘"9>Z]
99 = 1— 2 (81919 - Ugw) - 1_EU2 [(Eﬂ T Vg@) N (F‘ﬁ T VH@)Z] (3.3.4.2)
E
T9 =G2eyy =G (" — wepZ) G:E(—l—g5

Beziiglich der Widerspriichlichkeit von kinematischen und kinetischen Annahmen
gelten analoge Aussagen wie in Abschnitt 3.2.2

v,=v,(p,0) = g,=v,,=0

1 ] "
Vzp = G—’I'Zkp — ()| | aber Querkrifte = 0 Dieses Material
3.3.4.3
12 [ ] q@ — fTZ@dZ 7 (0 = 1 gibt es nicht. ( )
Ny =—T,9 =0 G, — o0
20 GZ 20 ) qﬂ = fTZﬂdZ - 0 z

3.3.5 Trapezeffekt

Infolge der Krumm-
linigkeit der Koordi-
natenlinien ist die
GroBe des Volumen-
elementes dV ent-
sprechend Abbildung
3.3.7 von der Wand-
dickenkoordinate z
abhingig. Dieser Ef-
fekt wird Trapezet-
fekt genannt.

dAg 1, d9

: e M

,dp  SMF

Abbildung 3.3.7: Trapezeffekt
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dV =r1,d0r,dpdz=r, [1—1—E
r

2
1Y)

r,=(r,+z)sing, 1,=1+2

sinnpdf)-rl[1+£]dnpdz

L (3.3.5.1)

1+E]rdf>dsdz, zZ 2«1
1] 1T O)

3.3.6 SchnittgrofRen

Die SchnittgroBBen resultieren aus der Integration der Spannungen mit den in 3.3.3
getroffenen kinetischen Annahmen iiber die Wanddicke. Durch den Trapezeffekt
ergibt sich bei den Schnittgrolen eine Kopplung des Membran- und des Biege-
spannungszustandes, z.B. bei n, und m,:

dA  =|1+2|rdodz
P 1‘2

rdﬂn@ :fo@dA@ =1, :f% [l—i—i]dz

)
rddm, = _f%ZdA@ = m, = _f%z[1+é] dz (3.3.6.1)
fiir lineare Spannungsverteilung : 0, = 04 + %0 1
h ¢
Membranspannung;: 040 5 Biegespannung;: 01
n@:[%o +l£0 l]h , m :—[0 1—|—l£o 0}£
61, * v Y2 76

Das ergibt die Kopplung von Membran- und Biegespannungszustand:

Dy =1y (0@0’%1) > My =M, (%0’%1>

Bei Vernachldssigung des Trapezeffektes im Volumenelement (3.3.5.1) und den
Fliachenelementen entsprechend (3.3.6.1) und sinnvoller Weise der Glieder glei-
cher Gréfenordnung in den Verzerrungs-Verformungsbeziehungen (3.3.2.5) :
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pé
Abbildung 3.3.8: Schnittgrifien der Rotationsschale
dV = 1+% : H—% rdddsdz
2 1
n@:f‘% 1+/g dz = %O“L% h (3.3.6.2)

dz=—

1h h?
Ol + 57000 Z

m@:—fo@z l—l—%
2 2

_ €4 _ eﬂ _ 1
KJ@ = KJ@ + N K;ﬂ = K;ﬁ + ) w@) = w@ﬁ +[/_//rl/]’\{@ﬂ
1 2 1 2

werden die SchnittgroBen entsprechend der Definition in Abbildung 3.3.8:
n,= fcwdz = D(Ekp —i—vaﬁ) m, = —fo@zdz = K(% —|—U|aﬂ)

ng :foﬂdz:D<€ﬁ +v€@> m, :—fcﬂzdz:K<Hﬁ +UH@)

. (3.3.6.3)
N,y = fT@ﬂdz =Gy my = —fT@ﬂZdz = GEw@S
3
D— Eh2 K — Eh :
l1-v 12(1 —V )

Nur bei Vernachldssigung des Trapezeffektes folgt aus der Gleichheit der zuge-
ordneten Schubspannungen auch:
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. ohne Trapezeffekt o .
Ted = Ty Ny =Ny, , My =My, (3.3.6.4)

Die negativen Vorzeichen bei den Schnittmomenten resultieren aus der Forderung,
daB die Arbeit positiver SchnittgréBen an den positiven zugeordneten Verformun-
gen, den Kriimmungsanderungen, positiv ist.

3.4 Biegetheorie der Rotationsschale mit rotationssymmet-
rischer Belastung

3.4.1 Dgl. und RBn fiir Kreis-(Ring-) Scheibe

e Die Kreis-(Ring-)Scheibe mit rotationssymmetrischer Belastung wurde schon
in der Lehrveranstaltung SF3 des Grundstudiums behandelt.

e Beliebige Belastung weiter hinten in 3.5 als Spezialfall (¢=0°, r,r,—00,
Vo =V, ( ) 8= 0, vy =0,v, =0) der beliebig belasteten Rotationsschale.

e Hier soll die Moglichkeit vorgestellt werden, die Dgln. und die RBn. aus einem
zugehorigen Extremalprinzip herzuleiten.

Uber die Grundlagen der Anwendung der Variationsrechnung in der Elastizitits-
theorie und die Extremalprinzipe der Elastizititstheorie kann in * nachgelesen wer-
den. Das ist im Rahmen des hier vermittelten Stoffes nicht zwingend erforderlich,
wenn man die verwendeten Prinzipe und die damit im Zusammenhang stehenden
Regeln der Mathematik als Definition ohne Beweis akzeptiert.

Ausgegangen werden kann vom ,,Prinzip der virtuellen Arbeit*:

Bei einem sich im Gleichgewicht befindlichen mechanischen System (resultieren-
de Wirkung aller angreifenden duleren Beanspruchungen ist Null) ist die durch
virtuelle Verformungen geleistete virtuelle Arbeit gleich Null:

= OW =0W;-0W,=0 &W —virtuelle Arbeit

OW,-virtuelle innere Arbeit, SW,-virtuelle duBere Arbeit (3.4.1.1)

Virtuelle Verformung dv, 0o, d¢, 0v:

e Verschiebung 6v, Verdrehung 6¢, Dehnung o¢, Winkeldnderung &y
e Gedachte Verformung

¢ Differentiell klein

e Mit den inneren (Zusammenhang des Kontinuums) und dufleren (Lager-, Ver-
formungsbedingungen) Bindungen vertraglich
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A .
A 4 v,

G

7 > 7 >
s+ 08 5
W. W Vi

1 a

Abbildung 3.4.1: spezifische innere Energie W;, Endwertarbeit W, der Volumen-
kraft f,

Die virtuelle innere Arbeit bei einer Kreisscheibe nach Abbildung 3.4.2 mit der
Radialverschiebung v, und den Dehnungen aus (3.3.2.5) betréigt:

oW, = [swiav = [oToedv =5 [o"eav ., () _d()

/Vr

ro
r

T

mit o =(0,,05) und &' =(g,gy)=|V

und die virtuelle dullere Arbeit der Volumenkraft im Gebiet ry<r<r; und die virtuel-
le Arbeit der Spannungen auf den Réndern r=r, und r=r; :

oW, = f f.ov.dV + f 6,0v, dAg mit f. — Volumenkraft, dV = hdA

dA = rdUdr — Flichenelement auf Scheibenmittelfliche (3.4.1.3)
und dAR = (h T dﬁ)R — Flichenelement auf Rand R = 1,1,
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Mit der Integration liber die Wanddicke h werden die Schnittkréifte im Inneren, die
Randschnittkraft und die Fldchen-
last eingefiihrt:

n, :fordz =o.h  ny :f%dz =0,4h

f, = f G.dz=5.h p. = f fdz=fh

Die Integration iiber den Um-
fangswinkel ergibt unter der Vor-
aussetzung (3.4.1.1) (6W=0):

2T
[ar=2n = ="V =0
2T
0
Abbildung 3.4.2: Kreisscheibe (ein Viertel)
5P = f 8Q(r,v,, v dr [A,rov, ! =0
mit  §Q = [nréﬁ(V;) +n, v, _ pr6vr]r , d(vi)=0dv, (3.4.1.4)
r

Q=

/ + Ve
nrVr nm‘) r prVr r

Ab hier ist es sinnvoll, das Symbol 6 nicht mehr fiir die Bezeichnung einer virtuel-
len Verformungsgrofle ov zu betrachten, sondern als 1.Variation ov einer Verfor-
mung v. Man kann dann rein formal die Regeln der Variationsrechnung verwen-
den, ohne sich um die anschauliche Bedeutung entsprechend des ,,Prinzipes der
virtuellen Arbeit* kiimmern zu miissen. Die hier verwendeten Regeln der Variati-
onsrechnung sind analog zu den entsprechenden der Differentialrechnung (totales
Differential, Kettenregel, Produktenregel).

1.Variation der Verformung dv, d¢, o€, 0Y:
e Verschiebung ov, Verdrehung 6¢, Dehnung o¢, Winkeldnderung &y
o Differentiell kleine Abweichung von der exakten Losung

e Mit den inneren (Zusammenhang des Kontinuums) und dufleren (Lager-, Ver-
formungsbedingungen) Bindungen vertragliche Anderung der exakten Losung
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Zur Variation sind nur die Verformungen (hier v;) und keine Verformungsablei-

tungen (hier A ; ) zugelassen => partielle Integration
! 3 L / .
(fuv dr = [uv]ro fu vdr):
0 0 0
6Q:—Q6Vr—|— Q/6V; = Q, =u und &V =V
ov, ov, ov,
damit wird aus dem 2.Summanden nach partieller Integration :
0Q 0, ' rloQ)
f ~Ovidr = | = bv, —f | dv,.dr (3.4.15)
v, v, v,
Ty
o (oq) 9Q ”
0P =0= —|—| v dr +||—, —n.r|ov,
ov, |0v; ov,
N : I'O)
D:gl. 1 Rén.

Da dv#0 eine kleine, kompatible aber sonst beliebige Variation der Radialver-
schiebung v, ist, kann das Integral in 8P allgemein nur fiir ,,Dgl.=0* Null werden.
Demzufolge miissen die RBn. auch an jedem Rand fiir sich verschwinden. Aus
(3.4.1.6) folgt die Dgl. der Scheibe:

/
(3.4.1.6)
SQ — SQ,] =ng—1rI-p, —(r-nr)/ =0
VI‘ VI‘
und die RBn.:
[(r-nr)—(r-ﬁr)]fivr‘g (3.4.1.7)

= [rl (ny — ﬁr1)6Vr1] - [fo (nyo —1iyo) 6Vr0] =0

=An jedem Rand 1; (i=0,1) 1ist entweder die wesentliche RB:
ov; =0 = v, =V,- vorgegebene Verschiebung auf dem Rand r=r; (bei ei-

ner vorgegebenen Verschiebung am Rand r=r; muf} die Variation der Verschiebung
dv,; auf diesem Rand Null sein)

oder

die naturliche RB:

I

1(nri —ﬁri) =0 = n,=n, - vorgegebene Randschnittkraft auf dem Rand r=r;

zu erfillen.

Volker Hellmann Mirz 2006



Flachentragwerke Seite - 36 -

nyrdd + d(mpr)dd Bisher (bei den Stiben,

’nj‘d’?‘ Scheiben und Platten) haben
drcl b wir die GGBn am freige-
\ / 7 d Mg dr schnittenen,  differentiellen
Element des Bauteiles aufge-
P/T_d A 45 stellt. Die Abbildung 3.4.3
/ v zeigt ein solches Element der
m, rdd \v’%d’r Scheibe. Die GGB in radialer
Richtung ergibt:
Abbildung 3.4.3: Element der Scheibenmittelfli-
che
g, =d(rn,)d9 —nydddr+p,dA =0, dA=rdddr (3.4.1.8)
Er /
——=(rn,) —nyg+1p, =0
didr (xn,) v '

Ein Vergleich zeigt, dal3 die Dgl. (3.4.1.6) die GGB (3.4.1.8) des Problems ist. Sie
gilt allgemein fiir kleine Verzerrungen (im Sinne der Theorie 1.0rdnung: GGB am
unverformten Bauteil) , da noch kein Materialverhalten voraussgesetzt wurde.
Wenn man in (3.4.1.2) schon das Materialgesetz einsetzt, wird:

o—E.c E—_F |1 V] g (3.4.1.9)
I PSvEl LA U

oW, = [0"6cdV = [ e"E"bedV = 6f%§TET§dV

Die Variation darf nicht auf das ¢ des Materialgesetzes angewendet werden. Des-
halb ergibt sich beim Vorziehen des Variationssymboles & vor das Integral der
Faktor 2 im Integral. Analog wie in der Differentialrechnung fiir das Differential
einer Funktion

y(x):gxz, dy_d%[gxz]dx_k.xdx

gilt in der Variationsrechnung:

W :fliTETidV
2 1 501 (3.4.1.10)
oW, =8 f EgTETQdVZ f a—g[ggTETg]éngz f e'B'6edV

In dieser Form folgt aus dem ,,Prinzip der virtuellen Arbeit* (3.4.1.1) die notwen-
dige Bedingung dW=0 fiir das ,,Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpo-
tentials*:
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Die in einem elastischen System auftretenden Verformungen stellen sich im
Gleichgewichtszustand so ein, da3 das elastische Gesamtpotential einen minimalen
Wert annimmt.

W =W, — W, = Min., W, :f%;TEngV

3.4.1.11
W = B(W, —W,)=0 N

W- elastisches Gesamtpotential

W:- innere Arbeit (lineare Elastizitdt), W,- dullere Endwertarbeit

Die dullere Endwertarbeit W, ist dabei nicht gleich der duleren Arbeit der einge-
pragten Lasten. Bei einem linearelastischen System ist sie entsprechend Abbildung
3.4.1 genau doppelt so grof3.

Bei der Methode der finiten Elemente (FEM) wird durch Diskretisierung des Kon-
tinuums in finite Elemente und die Einflihrung geeigneter Ansétze fiir die Verfor-
mungen dieser Elemente, ausgehend von der Extremalforderung (3.4.1.11), das
Problem in ein algebraisches Gleichungssystem fiir die Freiwerte der Ansétze ii-
berfiihrt.

Wir wollen hier aus (3.4.1.11) die exakten Dgln. ableiten, die wir dann analytisch
oder numerisch integrieren.

Aus (3.4.1.11) wird mit den Dehnungen von (3.4.1.2) und der Integration iiber die
Wanddicke h entsprechend (3.4.1.4) aus (3.4.1.6) die Eulersche Dgl. der Kreis-
scheibe:

2

1 V. Vv
Q=5 5D v/? +2w;7r rfz —p,v,|r
9Q (0Q)
Eulersche Dgl. : Q — Q/ =D [UV£ + ﬁ] —p,r—D (I‘Vﬁ + Vv, )/
ov, |0v, r
(3.4.1.12)
= D|- W(%—%]%—(V;%—rvf—l—yv{)%—prrzo
/ 2
V. Vv p I—v p
= V£/+Tr_r_2r = _Br = — B fr R fr = Kr — Volumenkraft
Die RBn. entsprechend (3.4.1.5) sind:
Eh
D V; + vﬁ]r — (r-ﬁr) 6Vr‘? =0, D= — — Dehnsteifigkeit (34.1.13)
r 0 —V
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Die RBn. enthalten fiir jeden Rand immer jeweils entweder eine Vorgabe fiir eine
generalisierte Verformungsgrof3e oder fiir die zugeordnete (konjugierte) Kraftgro-
Be. Es ist auch moglich analog zur Herleitung der Dgl. (3.1.7.3) fiir die Scheibe in
kartesischen Koordinaten die Dgl. fiir eine {ibergeordnete Spannungsfunktion her-
zuleiten. Diese ist fiir rotationssymmetrische Beanspruchung:

G@:F

,IT

(3.4.1.14)

3.4.2 Kanonisches Differentialgleichungssystem

Natiirlich gibt es fiir die Dgl. (3.4.1.12) geschlossene Lésungen. Hier soll am ein-
fachen Beispiel der Kreis-(Ring-) Scheibe mit rotationssymmetrischer Belastung
die Umformung der Eulerschen Dgl. in ein kanonisches Dgl.-System vorgenom-
men werden, fiir dessen Losung effektive numerische Verfahren existieren. Das
Ziel besteht dann in der numerischen Integration fiir Probleme, bei denen eine
geschlossene Losung nicht existiert, bzw. relativ aufwendig ist und in der Regel
auch numerisch ausgewertet werden muf.

Kanonisches Dgl.-System (3.4.2.1):
e lineares, gewohnliches Dgl.-System k-ter Ordnung, k=2 4,...
e System von k-Dgln. je 1.0rdnung

5"<k) =B - Yo 209 (3.4.2.1)

Die Koeffizientenmatrix von (3.4.2.1) kann man in Untermatrizen darstellen:

00 01
N Bkok2) Brraxa) K
Bk = 10 1 , k2=—
Bioko)  Biroxz) (3.4.2.2)
T T 1 00T

Die Symmetriebeziehungen nach (3.4.2.2) gelten allgemein, wenn die Energieaus-
driicke in (3.4.1.11) ein Potential bilden und konnen zur Kontrolle bei der Herlei-
tung der Koeffizientenmatrix verwendet werden.

In den Eulerschen Dgln. entsprechend (3.4.1.12) sind Ableitungen 2.0rdnung der
Verformungen enthalten. Um diese bei der Uberfiihrung in ein kanonisches Dgl.-
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System zu eliminieren, werden nach dem Formalismus von Hamilton-Jacobi Hilfs-
groflen Z eingefiihrt:

ov oV
/
Z= 8—Q, = (durch Einsetzen in E) /Z = a—Q (34.2.3)
ov ov

In (3.4.2.3) sind statt der k/2 DgIn. je 2.0rdnung von F 2 mal k/2 Dgln. je
1.0rdnung in Z=... und Z'=..., die noch in die Form (3.4.2.1) gebracht werden

miissen.

Am Beispiel der Kreisscheibe mit k=2 durchgefiihrt:

6—Q/= Z, :DI‘[V£ +v£] = Vv :—Uﬁ_i_izr

ov, r r Dr

o~z =+ %] s

r (3.4.2.4)
D(1—1?
r Dr r r r
1
o 1=v = 0 T
Y — DX+[_ 1‘]’ y :(Vr Zr)
Eh v P:
Die k=2 RBn nach (3.4.1.13) ergeben sich zu:
— I
Z, —(r- nr)]fwr‘r:) =0
fir r=r:2,= (r'ﬁr >O oder dv,; = 0 und damit v,y = v, (3.4.2.5)

fir r=r1 : Zr1 = (r ‘N, )1 oder dv,; = 0 und damit Vi = Vi1

Aus den RBn (3.4.2.5) kann man auch die physikalische Bedeutung der mit
(3.4.2.4) eingefiihrten Hilfsgrofe Z; als mit dem Radius r multiplizierte Schnitt-
kraft n, ablesen. Sie hat die Bedeutung einer der generalisierten Verschiebung v,
(hier gibt es nur eine Verschiebung) zugeordneten (konjugierten) generalisierten
Kraft.
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3.4.3 Numerische Losung

3.4.31 Uberfiihrung der RWA in eine zugehdrige AWA

Mit dem allgemeinen kanonischen Dgl.-System (3.4.2.1) k-ter Ordnung und den
zugehorigen RBn (3.4.1.13), bzw. entsprechend (3.4.2.4) und (3.4.2.5) fiir den
Spezialfall der Kreis-(Ring-) Scheibe mit rotationssymmetrischer Belastung liegt
eine 2 Punkt Randwertaufgabe (RWA) vor, d.h. an jedem der 2 Rénder sind je k/2
der generalisierten Verformungen oder der dazu konjugierten KraftgroBen bekannt
und die anderen k/2 GrofBen sind unbekannt. Eine numerische Integration vom
Rand ry zum Rand r; kann aber nur mit k bekannten Anfangswerten des Zustands-
vektors ¥ am Rand ry durchgefiihrt werden. Deshalb mul3 zuerst die RWA in eine

AWA (Anfangswertaufgabe) iiberfiihrt werden. Zur einfacheren Schreibweise wird
das kanonischen Dgl.-System (3.4.2.1) formal in eine ,,homogene Formulierung*
iiberfiihrt. Dabei wird der Zustandsvektor um eine ,,1* erginzt. Aullerdem werden
die RBn in eine Vektor-Matrix Schreibweise tiberfiihrt:

y(5)=B(s)y(s) ()" =(565)" 1)=(v(s)" z(s)" 1)

B(s)= , 89 <s<s,

Hinzufiigen der Dgl" 1'=0 (3.4.3.1)

[

jek/2RBnamRands =sy: Sy-y, =
undamRands =s; : S;-y; =0

Wenn das Berechnungsmodell aus mehreren Bereichen besteht, miissen an jedem

Bereichsiibergang zwischen 2 Bereichen j und j+1 je k Ubergangsbedingungen

erfiillt werden. Diese ergeben sich aus Stetigkeits- oder Unstetigkeitsforderungen
in der Form

Yin=R-y;+r1 (3.4.3.2)

Mit (3.4.3.1) liegt eine RWA k-ter Ordnung vor. Die Bogenkoordinate s ist dabei
die unabhingige Ortsvariable (bei Kreisscheibe s =1 - ).
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Beispiel fiir RBn bei einer Kreisringscheibe:

0< s5< 11, Rand r=ry,: Scheibe ist auf ,starre
Welle* aufgeschrumpft:
P h e Bekannt: UbermaB v,

e Unbekannt: Schnittkraft n,

Ea_._._._.._ ......... ~—§
Rand r=r;:Scheibe wird von aullen

| Ty mit Druck p beansprucht:

r
! .1|. e Bekannt: Schnittkraft n,; = —p-h

I
i
|
¥ 5, I
I
|
I

L]

e Unbekannt: Verschiebung v,

Abbildung 3.4.4: Kreisringscheibe _ .
Die zugehorigen RBn aus (3.4.3.1)

sind:
Vio
EOX :<1 0 _Vr0> ZrO _VrO_VrOZO
l (3.4.3.3)
Vi
S'yi =(0 1 1-p-h)|Zy|=Zy+1-p-h=0
|

Die numerische Integration mufl mit bekannten Anfangswerten durchgefiihrt wer-
den:

= Uberfiilhrung RWA in AWA

Am Anfangsrand s=s, wird ein Unbekanntenvektor x eingefiihrt, der alle k/2 am
Anfangsrand unbekannten GréBen des Zustandsvektors y, (und wegen der ,,Ho-
mogenisierung* in (3.4.3.1) die bekannte ,,1* ) enthilt:

Sp:y0=0 = yy=A-x (3.4.3.4)
§‘X1:Q <§:§1)

Fiir das Beispiel entsprechend (3.4.3.3) gilt:
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0 v,
X
A=|1 , z—{ { ]
0 1 (3.4.3.5)
Vo V:o V.0 =V, bekannt
Yo=|Zyo|=|X; |=AX ={Z;,y=X; unbekannt
1 1 1=1
Aus der RWA (3.4.3.1) wird mit k1=k+1 und k2=k/2+1:
X(/kl) =By
Yo = Apk2)X(x2)
F(S) i) (3.4.3.6)
B / /
X(S>:I—J(S)<k1,kl)XO =U-A-x=Fx, y=F-x
Sik/akn) Y1 =5 F(s;)x=G-x=0 = x, G=S8Fs)
y=F.-x=B-y=B-F-x = F=B-F
die AWA
F(sy)=A (3.4.3.7)

Die Ubertragungsmatrix U(s) bzw. die daraus folgende Zustandsmatrix
F(s)=U(s)A wird durch numerische Integration des kanonischen Dgl.-Systems aus
(3.4.3.1) zwischen sy und s berechnet. Am Endrand s=s; wird das zu den End-
randbedingungen gehorige (inhomogene) Gleichungssystem geldst. Das Ergebnis
ist der (nun bekannte) Unbekanntenvektor x. Damit liegt die Losung des Problems
vor:
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= y(s)=E(s)x (3.4.3.8)

Der Vektor z(s) enthilt alle interessierenden GréBen, z.B. Verformungen, Schnitt-
groBen, Verzerrungen, Spannungen, Vergleichsspannungen.

3.43.2 RK4-Integration einer Dgl.

Die numerische Integration des kanonischen Dgl.-Systems erfolgt mit dem Runge-
Kutta-Vierschrittverfahren (RK4). Dies soll entsprechend der speziellen Dgl. in
Abbildung 3.4.5 zunichst fiir eine allgemeine Dgl. der Form y'(x)=g(x)-y(x)

demonstriert werden. Zunédchst mull das Integrationsintervall von x in Abschnitte
dx eingeteilt werden.

REA4-Integration tiber emen Abschmtt dx Dgl.:

307, %X}’(X) = g(x)y(x)

g(x) =x+ x2 + 5x4
RB.. x3=1 yp=3
Schrittweite:  dx=x; —x3=0.2
zul. Schrittweite: dx, = 0.1
exakte Losung: vyl x| = 21.107

Naherungsldsung: v» = 19.962

09% 103 106 11 114 117 121
Si exakte Lésung durch Punlkt P(x0.v0)
S5 Ansteg KO

""""" Lisung durch Punkt P(x1,y11)

BB Anstieg K11

""""" Losung durch Punkt P(x1.,y12)

—4— Anstieg K12

""""" Lisung durch Punkt P(x2,y21)

=+ Ansteg K2

Anstieg K

Abbildung 3.4.5: Runge-Kutta-Vierschritt-Integration tiber einen Abschnitt dx
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Dgl : y’(x) = g(x)- y(x) , Schrittweite : dX = X, — X

Anstiege : K, = g<XO)' Yo Funktionswerte: y;; =y, + K, d7x
dx

K = g(xl)' Y11 Yi2 =Yo T Ky 7 (3.4.3.9)
K =g(x1) yio Ya1 = Yo + Ky -dx

gemittelter Anstieg: K = é[KO + Z(K“ + K12) + Kz]

geniherter Funktionswertbeix = x5 : ¥y, =y, +K-dx

ng(x)dx

exakte Losung: Yy, =y, €™

Integriert wird hier iiber einen Abschnitt dx=x,-x,.Der Funktionswert y, fiir x=x,
ist bekannt, entweder aus der RB am Anfang des Integrationsintervalls, wenn der
Abschnitt dx, iiber den integriert wird der 1.Abschnitt des Integrationsintervalls ist,
oder aus der Integration iiber den vorhergehenden Abschnitt dx. Es werden 4 An-
stiege Ky, K1, Ki; und K, berechnet. Aus diesen ergibt sich der gemittelte Anstieg
K und mit diesem die Berechnung des diskreten (gendherten) Funktionswertes y,
fiir x=x,. RK4 ist ein Integrationsverfahren 4.0rdnung, d.h. es ist genau bis ein-
schlieBlich der Glieder mit (dx)4 in der durch ein Polynom in dx angenéherten ex-
akten Losung fiir einen Abschnitt dx. In dem Beispiel aus Abbildung 3.4.5 ist der
Fehler zwischen exakter und gendherter Losung noch relativ grof3, damit man den
Néherungs-Charakter der Losung im Diagramm erkennen kann. Eine Halbierung
der Schrittweite dx auf dx,,=0.1 (s. 3.4.3.4) driickt den Fehler schon in den %e.-
Bereich.

Die Integration mit RK4 nach (3.4.3.9) entspricht der Integration nach der Simp-
son-Regel fiir eine Dgl. der Form y’ = f(x)

Dgl:y' =f(x) (3.4.3.10)

Y2 )
fdy:ff<x)dxwl
Yo X0 0

f(x0)+4-f[xo—j2LX2J+f(x2)
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3.4.3.3 RK4-Integration fir Matrizen

Integriert werden soll (3.4.3.7):F'(s)=B(s)-E(s).

e Die Integration erfolgt liber einen diskreten Abschnitt As=s;.,-s; von s=s; nach
s=s;1o. Die Mittelstiitzstelle ist beil s=s;,;=s;+As/2.

e Die Zustandsmatrix Fy=F(s=s;) ist aus der Integration vom Anfangsrand s=s,

bis s=s; bekannt. Am Anfangsrand s=s, ist Fy=A mit der Matrix A der RBn
Yo=A- X.

e Berechnung der Anstiegsmatrizen mit By=B(s;), B1=B(si+1), Bo=B(si+2), F¢=F(s;)
analog (3.4.3.9).

A
Anstiege : Ky = E(; = ByF, Funktionswerte:Y;; = F, +K,- 2S
As
Ky =B-Yy, Y, =K +Ky B3 (3.4.3.11)
K, =B;-Y), Yy =K +K-As
Ky, = By Yy,
e Matrizen der gemittelten Anstiege und Zustandsmatrizen F,=F(s;;,) und
F,=FE(s;i+1) an den Integrationsstiitzstellen s= s;,, i+
|
K= g[lﬁo +2(Ky +Kyp)+ Iﬁz]
E,=EF +K-As (genau bis zur Potenz (As>4)
115 1
I_<1 :_l_KO —|—K11 —|—I_<12 __K2 (3.4.3.12)
S 6l4 4

3
nur genau bis zur Potenz ( As) , wird aber zur Integra—
FE=F+K, -As|"* (8s) s

2 tion iiber den nichsten Abschnitt As nicht gebraucht

Integration tiber n-Abschnitte As;, j=1,2...,n von s=s, bis s=s,,
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Ya — é ‘X <
i=1,...n+1 ohne| |Mittelstiitzstelle
=EFE-x <«
=58 1=1..,2n+1 mit (einschl. Y, und Xb>

[

e Berechnung der bendtigten GroBen:

Verformungen
Spannungen, Vergleichsspannungen
Verzerrungen

Zi’:Bi‘Zi / <
z; =1(8;, i, ¥i)

e Nachteil des Verfahrens: RK4 ist nur fiir Randwertaufgaben mit linearen ge-
wohnlichen Differentialgleichungen anwendbar, also auf lineare Differential-
gleichungen fiir eindimensionale Probleme beschrinkt.

e Unterschied zur FEM: Bei der FEM wird das Problem entsprechend dem
RITZschen Verfahren auf der Basis des Energiepotentials algebraisiert und bei
RK4 werden die exakten Differentialgleichungen (ndherungsweise) integriert.

e Vorteile des Verfahrens:

Die KraftgroBen und damit die Spannungen haben die gleiche Genauigkeit
wie die Verformungsgréfen. Bei der FEM auf der Basis von Verformungsan-
sdtzen ergeben sich die Spannungen iiber die Verzerrungen aus den Verfor-
mungsableitungen und sind demzufolge ungenauer als die Verformungen.

Fiir die GréBe der zuldssigen Integrationsschrittweite As,, existiert ein zuver-
lassiges Kriterium und der Integrationsfehler kann gut abgeschdtzt werden.
Bei der FEM 148t sich ein solches Kriterium nicht angeben.

3.4.34 Integrationsschrittweite As,,,, Fehlerabschatzung

Die obere Grenze As,, fiir die Integrationsschrittweite As < As,, 148t sich aus dem
betragsmédfig grofften Eigenwert der Koeffizientenmatrix des kanonischen Dgl.-
systems bestimmen:
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C

ASZUIZW9 |>\‘

(B -\ l) =0 = det(B -\ l) =0, I — Einheitsmatrix

max

C — Konstante (hdngt von der Problemstellung und Ziffernzahl der numerischen
Berechnung ab). Bei den Schalen sollte ungefihr eingehalten werden 0.7<C<1.3.

Fehler

A

e (<0.7 unnoétiger Aufwand, wenn nicht aus
Griinden der Auswertung feiner diskreti-
siert werden mulf3.

e (C>1.3 kann zu vollig unbrauchbaren Er-
gebnissen fiihren.

e Analytische Bestimmung der Eigenwerte
ist oft sehr aufwendig oder nicht moglich

AS 1 As = numerische Berechnung von | X\ | .. -

e —— >

Fiir Kreis-(Ring-)Scheibe mit (3.4.2.4):

v 1-1? v 1—v°

¢ Ehr TN TR o 1 ]
- . B B

Eh v LN r r

r r r
, 1 1
N == = A==+- = As,;=C-r

r? r A

Fiir Kreiszylinder ergibt sich aus dem oberen kanonischen Dgl.-System (3.4.4.17)

12(1-v7) I Jmm

Nt———5—2=0 = — =
R2h2 ‘X‘max 4 12(1 — Uz)

Dieser Wert ist auch sehr gut zur Abschédtzung der zulédssigen Schrittweite filir be-
liebige (doppelt gekriimmte) Rotationsschalen geeignet.

e Fehlerabschitzung: RK4 ist genau bis einschlieSlich Glied mit (As)4 =
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Zwei Integrationen durchfiihren (Das entspricht der Netzverfeinerung bei der
FEM. Allerdings kann der Fehler bei RK4 im Gegensatz zur FEM quantitativ
abgeschatzt werden)

1.Integration iiber L=n-As mit Schrittweite As {iber n Abschnitte.

Fehler: f,, ~n-K- (As)s K - unbekannte ,,Konstante*

2.Integration {iber L=§-(2-As) mit Schrittweite 2-As iiber % Abschnitte.

Fehler: )5, ~ %-K-(2-AS)5 — 16nK (As)’
y & Y, + 1K (As) |-16 iywld‘ms—sms
~ Yaas +16-1K(As) (1) 15

Bedingung: 2 Asdarf As,, nicht wesentlich iiberschreiten.

3.4.3.5 Numerische Stabilitat

Die numerische Stabilitit des Verfahrens wird am Beispiel der Anfangswertaufga-
be fiir eine Dgl. erldutert:

y(s)=g-y(s), RB:y,=y(s,), g=konst, s, <s<s,, s,=0, s,=L

Die Losung lautet ln(l) =g-s = y=y,e® . DerEigenwertist \=g.

Ya

Fir X > 0 148t sich die Losung umformen:

—AL -
Ns € S Ya

Yy =1Y,€ Y =y.e , y,= L s =L —s. Die Losung klingt je nach

dem Vorzeichen des Eigenwer-
tes A vom Anfang oder Ende
des Intervalls ins Innere ab.

e Allgemein gilt fiir ein Sys-
tem von k kanonischen Dif-
ferentialgleichungen

X ..
Yi :ZAije JS, ,j=12,...k
J

e Dieses Abklingverhalten ist
giinstig fiir analytische Lo-
sungen. Wenn die Abkling-
faktoren | \;[-L groB genug

) sind, entkoppeln die Losun-
Abbildung 3.4.6: Abklingverhalten der Losung gen fiir positive und negati-

ve Eigenwerte und konnen
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demzufolge getrennt aus den Randbedingungen am Anfangsrand s, (fiir
X\ <0)und am Endrand s, (fiir \; > 0) erfiillt werden.

Bei der Anfangswertaufgabe (3.4.3.7):
Yo =A-x=F(s,)-x, [F(s)=B()-E(s)-x, S-E(s)-x=0

ist es wegen dieses Abklingverhaltens ab einer bestimmten Ubertragungslinge
AL =Sk1-Sk nicht mehr moglich, den Zustandsvektor

Z(skH) =F(8;41) X, X(Sk) =F(s; ) x

durch die am Anfangsrand eingefiihrten Komponenten des Unbekanntenvektors x
auszudriicken. Die Zeilen der Matrix F(sy:;) werden wegen der begrenzten Zif-
fernzahl der numerischen Berechnung linear abhéngig. Durch lineare Transforma-
tionen des Unbekanntenvektors x nach jeweils der Ubertragungslinge
AL, ~5-As,, lassen sich diese numerischen Instabilitdten beseitigen. Die Lo-

sung ist dann {iber beliebig lange Integrationsintervalle stabil.

Physikalisch entsprechen diese Transformationen elastischen Einspannungen von
jeweils zwei Teilschalen an der Transformationsstelle ineinander.

Die Transformation des Unbekanntenvektors x an der Stelle sy (zur einfacheren

Schreibweise ohne Lastspalte, also ohne Komponente ,,1%, im Unbekanntenvektor

x und Zustandsvektor y) wird wie folgt durchgefiihrt:

F F ~ ~ \4
: KkJr] ’ X —

-V -V

Wenn als Komponenten des neuen Unbekanntenvektors x,.; die Verformungen v
an der Stelle s, gewéhlt werden gilt:
F,-F '
~ —v=F -% 5. —F -1 = F = =V _
Xpp =V=E X = X =k X = L = 1T
EZ ) EV

figs

Falls die Matrix F, singulér ist, weil z.B. durch Lagerungsbedingungen an der Stel-
le sy Verformungen Null sind, kénnen auch (beliebige, nicht verschwindende) an-
dere Komponenten des Zustandsvektors y(s, ) als neuer Unbekanntenvektor X, .,

eingefiihrt werden.

3.4.3.6 Radius r=0

Bei Rotationsschalen sind die entsprechend (3.4.2.3) nach dem Formalismus von
Hamilton-Jacobi eingefiihrten Komponenten des KraftgroBenvektors Z die mit
dem Radius r multiplizierten Schnittgroen. Deshalb hat der KraftgroBenvektor Z
(bei 1.a. endlichen SchnittgroBen) fiir im Scheitel r=0 geschlossenen Schalen bei
=0 verfahrensbedingt eine Singularitit. Bei der Modellbildung muf3 dort ein
,Loch®“ gelassen werden (minimaler Lochradius~ Wandicke). Die Losung am
Lochrand weicht natiirlich dann von der richtigen Losung ab und muf3 extrapoliert
werden. Man kann auch alternativ (bei einem kleinen Loch) am Lochrand die
Randbedingungen fiir die Verformungen auf der Rotationsachse r=0 vorgeben
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(z.B. v(r=0)=0, x(r=0)=0) oder die Schnittgrolen am
A(fm herausgeschnittenen Teil aus den GGBn. bestimmen
? ¥ Wt und damit den Fehler der Losung am Lochrand ver-

ringern.

Beispiel Platte:
T Y s ’ F

2lnq,, +F=0 = Z, =-1q,=

211
Beispiel Kugel:
2
PLy
Z,=1n,6 =——"—
AR 26in P,
21, n g, sing, — pl_[lra2 =0 =1Z,=Z,singp,
Z.,= Zapa cosy,
3.4.4 Beliebige Ro-
tationsschale mit kleinen Verformungen
e Ableitungen nach dem Winkel ¥ sind Null: ( ) =0 N Vo =0
w@ﬁ =0
e AuBlerdem ohne Torsionsproblem: vy =0
(wird als Spezialfall der allgemeinen Belastung behandelt)
e Abkiirzungen s =sinyp, ¢ =cosyp, §—Meridianbogenkoordinate, ( )/ :( ),g
Entsprechend (3.4.1.4), Integration {iber den Breitenkreiswinkel ¢ und die Wand-
3
dicke h ( f dz =h, f zdz =0, f z2dz = %) = Entkopplung von Gliedern der
Mittelflachenverzerrungen und der Kriimmungsénderungen) durchgefiihrt ergibt:
Q= lD(s:2 + 2ve £ +€2)—|—1Gh 2+
5 o ) 9 5 N
+1K<K, +2UK Ry +K )+1Gh3 r+
2 0T T Y e
(3.4.4.1)
/ /
+NX = Vis+Vi0) = (p,v, +p,v,)|r
Eh Eh’ .
D= 5 K:—z,s:smap,c:cosap
1—v 12(1-17)
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Der 5. Summand ist eine der Nebenbedingungen von (3.3.2.5): X — ViS + V;C =0

aus der Normalenhypothese mit A(S) als Lagrangescher (noch unbekannter) Mul-

tiplikator-Funktion. Nach Einsetzen der Verzerrungs-Verformungsbeziehungen
(3.3.2.5), sortieren, und mit Randgliedern der &uBeren Arbeit (entsprechend
(3.4.1.4) wird das Funktional P in Vektor-Matrix-Schreibweise:

szQ(y,y’,X)d§—[rgTy} — Min.

R
T T
mit V. =(V,,Vy,X ), 0 =(n,n,,m,

1
und Q= E(XTAQOX +viAY FVTA VYA, 12’) +

(3.4.4.2)
+X\(gov+glv)—pwr
T 0 _ —
p' =(pr:py-0). P, =P,cHD,S Py =Dpys—D,.C
und - Ajy = Ay
Mit den 3 Dgln. entsprechend (3.4.1.6):
0Q_(9Q)
SE_|2X) =0,
ov |0v
den HilfsgroBen (generalisierten Kriften) entsprechend (3.4.2.3):
Z= a_Q/ und Z/ — 8_Q
ov ov
(Diese erfiillen die Dgln., aber keine 2.Ableitungen mehr in den Dgln.)
T _ —
V4 —(Zr,Zy,ZX)—(r-nr,r-ny,r-m@) (3.4.4.3)
: 0Q o :
und wegen der Nebenbedingung 5 = 0 ergeben sich die 7 Gleichungen:
7= Agly + Al 12/ + >\§1
Ay g (3.4.4.4)
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Die Matrix A;; ist singuldr, da die Komponenten des Verformungsvektors wegen
der Nebenbedingung nicht linear unabhingig sind. Deshalb muf3 bei der Auflosung
von (3.4.4.4) die reguldre Matrix C invertiert werden

Die Matrizen und Vektoren von (3.4.4.4) haben folgenden Aufbau:

Dc Ds O D 0 O
Apg=v[ 0 0 0 |=A, Aoo:1 0 0 0 |=Agy
0 0 Kc ' 0 0 Kc?
Dc*> Dcs 0 T
A, =r1|Decs Ds* 0 = Aj, goT:r(O 0 1)
0 0 K g =r(-s ¢ 0)

mit Det (All) =0 aber Det(C)=—-rDK =0

Die Auflosung der 1. vier Gleichungen von (3.4.4.4) ergibt:

Z Al !
_]ZCI o1 y+[X

— |0 gg A
2
c 8 0 -—s
v D D Z.| (vDc 0 O
2 v
vl 1| S Z vDs 0 0 '
=|%|=-|p D 11 v
"o 7Z 0 0 vKcl|l”’
A 0 0 K 01( 0 o 0 r |\X
—-s ¢ 0 O

Das sind 4 Gleichungen. Einsetzen der ersten drei dieser Gleichungen in die letz-
ten drei Gleichungen (3.4.4.4) und Eliminieren von

1
>\:—<—S-Zr+c-Zy):—s-nr+c-ny:—q@ (3.4.4.5)

r

(negative Quer-(Schnitt-)kraft) ergibt das kanonische Differentialgleichungssystem
entsprechend (3.4.2.1):

BOO ]—301
BIO ]—311

(3.4.4.6)

IN
[E—
S—
\'
I
I

y=By, y =(v

Volker Hellmann Mirz 2006



Flachentragwerke Seite - 53 -

2
o 0 S ¢ 0
. D D
1lsc s°
Byy=-Bl=|-2 0 —c| By=Bl=-|> > o0
Boo By N Y 20072007 1y
o o - 0 0 L
r K
| Eh 0 0
Biy=Bip=—1{0 0 0| b'=(0 00 —rp —rp, 0
3
0 o EN
12¢
2
—vec 0 ST ¢ 0
, D D
vV, 2 \A 0
v —vs O —Cr ¢ 5 0 v 0
y D D y : )
3.4.4.7
1 1 0
X =/ 0 0 —uc 0 0o —| X +
Zr r K Zr _rpr
Zy Eh O 0 ve wvs O Zy —1p,
Zx 0O O 0 0 0O O ZX 0
Eh’
0O O ? 2 _sr cr e

Die Randbedingungen entsprechend (3.4.2.5) sind:

S
Te 3448
(Z —n- 1‘) ov | = 0 (Das sind 6 Randbedingungen.) ( )

Sa

=> Definition der HilfsgroBen Z =n-r

in (3.4.4.8) sind entweder Komponenten der RandschnittkraftgréBen ng oder der
Randverformungen vg vorgegeben (R = s,, sp).

z.B.: ng=100N/mm =Zyz=(r-n,)r und vy ist unbekannt oder

v,r=1mm = ov, =0 und Zg ist unbekannt
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e Es sind auch RBn. aus Lagersteifigkeiten mdglich. Dann sind die Schnittgro-
Ben am Rand: ng=Cxp. vg, mit der Matrix Cy der Federsteifigkeiten

Spannungsberechnung aus den Schnittgrofen (3.4.4.5):

n
r o .
1, n@—nrcosap—l—nysmap
r q, =N,SIN—n,CoSY
m,

e Einsetzen der Verzerrungs-Verformungsbeziehungen (3.3.2.5) in die Definition
der nach den Verzerrungen (8@, I‘L@) aufgelosten Gleichungen fiir die Schnitt-

groflen (3.3.6.3)

nyg = Eh-T 4 vn,,
r
Eh’

my, =——-—CcoSY +vm
P O

zur Elimination von €y und ky =

!

e Damit Berechnung der Spannungen und der Vergleichsspannung nach der Ges-
taltinderungsenergiehypothese

n@ 12H1kp n, lzmﬂ
o.= — Z, Oy = - zZ
P h h3 ﬂ h h3
2
- 3%, [ 2 (3.4.4.9)
¥ 2 h h/2

o 2 2 2 _
Oy = \/O-kp — 0409 +0y + 3TkPZ > Oymax = Max [‘O-V‘zih]
2

A
h
X
\e=
“r{,; N —

3.4.41 Spezialfalle: Kreisscheibe und Kreisplatte

Fiir den Winkel ¢=0 und damit s=sinp=0 und c=cos@=1 entkoppelt das kanonische
Dgl.-System (3.4.4.7) in ein System fiir den Scheibenzustand
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s
VA o S (3.4.4.10)
und eins fiir den Plattenzustand
O —r 0 O
" 0 —v 0 ~ °
y = X , le K, b= 0 (3.4.4.11)
27z, [0 0 0 0 —1p,
Z Eh’ 0
X E v

Mit (3.4.4.10) wird das kanonische Dgl.-System fiir die Kreisscheibe:

1
v, = —er +—Z, = Z.= Dr[v£ +er]
r Dr r
l (3.4.4.12)
ler :E_th +Ezr — 1P, = ler :E_th +E DI'[V; —I_KVrJ — 1P,
r r r r r

Um eine libergeordnete Dgl. fiir die Radialverschiebung v, zu erhalten, mul3 Z, aus

(3.4.4.12) eliminiert werden:
Die 1.Gleichung abgeleitet (mit D=konst und v=konst):

Ve Vel 1[Z_Z
Dir 2

Z. und Z! aus (3.4.4.12) eingesetzt und nach Ableitungen von v, geordnet ergibt:

!/

V. V A
vie e Ve Py A+ 220y v partikulir Losung
S 0 2 S

Das ist die Gleichung (3.4.1.12) aus 3.4.
Mirz 2006
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Durch ein analoges Vorgehen kann man aus (3.4.4.11) eine tibergeordnete lineare,
gewohnliche Dgl. 4.0rdnung fiir w=vy, herleiten:

nn 2 n 1

K-AAw =K -[w""+Zw ——w”+l3w’J:py (3.4.4.13)

r 12 r
/ /
1 W
mit Aw:—(r-w’) —w' 4+
r r

Diese ist mit (3.2.7.2) in kartesischen Koordinaten schon von der Rechteckplatte
aus 3.2 bekannt. Die Schnittgrof3en sind entsprechend (3.2.7.1) und (3.2.7.3)

Z /
m :—XZ—K[W”—FUK] mit W' =—x

vy r
w’
my = —K[— + UW”] auf Schnitt 9 = konst. (3.4.4.14)
r
7 w’ W
q=—= —K[w”’ - |=K(Aw)
T T r

Die allgemeine Losung der Platten-Dgl. ist:
w(3)=B, + B, In(3)+B;8* + B,8° In(3) + w,

4 (3.4.4.15)
, W,:dW:idW’ WPZ&B4 fiir p = konst.
dr r, d3 64K

8=

T
Ia

3.44.2 Spezialfall: Kreiszylinderschale

Fiir den Winkel ¢=90° und damit s=sinp=1 und c=cos@=0, den Radius r=R wird
aus (3.4.4.7)

, 0 0OR 0 0 0

Vi 1 Vi 0
v 00 0 — 0

vy D Vy 0

| i~ 0 (3.4.4.16)

IT2o 00 o o X4

Zr R K Zr _Rpr
Eh

2L 1o 00 0 0ol |

z, z, 0
0 0 0 —R 0
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Dieses System kann in zwei (schwach gekoppelte) Systeme eingeteilt werden

/

v, O R 0 O v, 0

X| 110 0 0 % X N 1 0

Z| R 1z | R|_R2
" RlEn 0 0 o " RI=R7p; +vZ,

X 0 0 —R 0 X 0 (3.4.4.17)

/
1 \%

\% 110 —||Vv —v-—+t
Zy = DIl ¥+ R

Y 0 0)\7 —Rp,

Aus dem ersten kann man die iibergeordnete Dgl. fiir die Radialverschiebung v,
der Kreiszylinderschale ableiten:

Bn 12(1-v7) Z,
= = ) — —V—=
RZK R%h? Pr=Pr 7R 34419

v 4oty = P_Kr , 4o’

Das Koppelglied mit Z, beeinfluflt lediglich die Partikuldrlosung. Die Losung fiir
eine Zylinderschale der Lange L ist:

vi= ¢ Y¥[C cos(ay)+C,sin(ay))] Vi =X

T

(3.4.4.19)

%

—I—G_O‘y*[C3COS(OLy*)—|—C4SiIl(OLy*)}—I—Vrp , y =L—y

Die Losungen klingen jeweils von einem Rand y=0 oder y=L ortlich exponentiell
ab, analog dem zeitlichen Abklingen geddmpfter Schwingungen.

Fiir lange Zylinderschalen (¢ *<<1) entkoppeln die Losungsanteile mit y und y*,
d.h., es konnen jeweils zwei der insgesamt 4 Konstanten aus einem entkoppelten
Gleichungssystem fiir C; und C, bzw. C; und C, bestimmt werden.

Die Dgl. (3.4.4.18) ist identisch mit der fiir den elastisch gebetteten Balken. Dort
sind 4a*=c/EI und das Storglied q/EI mit der Bettungssteifigkeit ¢, der Streckenlast
q und der Biegesteifigkeit EI.

Die 2.Gleichung des 2.Dgl.-Systems von (3.4.4.17) ist eine GGB zur Bestimmung
von Z,. Die zugehorige Integrationskonstante kann bei statisch bestimmter Lage-
rung aus der entsprechenden RB bestimmt werden. Mit der 1. Gleichung wird
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dann bei bekannter Radialverschiebung v, noch die Langsverschiebung v, berech-

net.

3.4.4.3

Beispiel: Rohr mit Platte

Das Beispiel (Abbildung 3.4.7) hat akademischen Charakter. Es dient zum Ver-

A

. — — - — — — ——— - ——

Abbildung 3.4.7: Modell Platte-
Zylinder

gleich der analytischen Losung des Prob-
lems mit der numerischen aus der Integrati-
on des kanonischen Dgl.-Systems (3.4.4.7).
Der E-Modul betrigt E=2-10°MPa, die
Querdehnungszahl v=0 (dafiir wird die ana-
lytische Losung einfacher), die Fldchenlast
p=2MPa, die Lange L=400mm, der Radius
R=200mm, die Wanddicke h=10mm.

Der obere Rand des Zylinders ist ohne Ver-
formungsvorgaben und ohne Lasteinleitun-
gen.

Die Konstanten B, und B, fiir die Platte
ergeben sich aus den RBn. auf der Rotati-
onsachse. Sie sind Null (w'=0 = B,=0,
qg=0 = B4=0). Die Losungen des Zylin-
ders mit den Konstanten C; und C, klingen
vom Rand y=L ab und haben auf den Rand
y=0 des Zylinders keinen Einflu} (wegen 1
>> ¢ = 7.7-10°). Wegen der RB m,=0
und q=0 auf dem Rand y=L gilt bei dieser
RWA C3=C4=0.

Die Rand- und Ubergangsbedingungen am Ubergang Platte-Zylinder sind:

4
pR _
w(l)=0=B,+B;:+— , w=-v
() 1 3 64K y
2
pR
v.(0)=0=C, +——
r( ) 1 Eh ( )
3.4.4.20
2B, pR’
w' D) =v (0)= "=+ =uo(C, =-C
H=vi(O= =2+ —-=a(C,~C))
2B,  3pR? >
Kw”(1) = Kv"(0)= == + = —-2a0°C
() r( ) R2 16K 2
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Daraus ergeben sich die Konstanten:

_ pR* |20R+5 o° _ pR? 20¢R—|—3+0L2
1= T BRI 3T B
R2 R* (R 1
- S S -
Eh 20R 4+1{8aK  Eh

Die Funktionsverldaufe w(p) der Platte (biegt sich in Richtung der Flachenlast
durch, also nach unten, w(B)=-v,(r)>0 ):

383 T
wipl 27
LD_I

Abbildung 3.4.8: Plattendurchbiegung w

und v,(y) des Zylinders (Am Rand y=0 ist die Verdrehung gleich der in der Platte
an deren AuBBenrand. Deshalb ist in der Ndhe des Randes y=0 v,<0.):

0045, 0057 /
5 100 150 200 250 300 350 400
v ()
-0.05
~0078, 51
0, ¥ 400,

Abbildung 3.4.9: Zylinderaufweitung v,
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Zum Vergleich die numerische Losung des Programmes RoScha. Diese wurde mit
dem Dgl.-System (3.4.4.7) fiir 2 Bereiche berechnet, also nicht fiir die Spezialfille
Platte oder Zylinder.

Vi max/min = 4. 511827E-02/-7 78274E-02 Yy max/min = 5. 20417E-18/-3.828929

<

Abbildung 3.4.10: RoScha-Vergleichslosung

Der EinfluB der Randstérung im Zylinder durch die elastische Einspannung in die
Platte ist in der Entfernung y=R vom Rand praktisch abgeklungen.

Bei Berechnung mit der Querdehnungszahl v=0.3 wird im Zylinder
Vr max/min—0.0448/-0.0712 und in der Platte vy 1i,=-3.48.

3.4.5 Beliebige Rotationsschale mit endlichen Verformungen
Ableitungen nach dem Winkel 9 sind Null: ( ),;=0

. r’\{(pﬂ =0
e Auflerdem ohne Torsionsproblem: vy =0 =0 _0
(Torsion wird als Spezialfall der allgemeinen Belastung behandelt) (Wed =
e Abkiirzungen: s=sinyp, c=cosyp, S—Meridianbogenkoordi-
nate !
;o) . () o | 2
° =—, =—~< , t- Zeit bei zeitabhdngigem Stoffge- > T
(=2 (r=% gigem Stoffge- 3
setz, sonst Lastparameter, der die Geschichte der Lastaufbringung z -
beschreibt.
e Linearelastisches, isotropes Materialverhalten (trotzdem wird der g
Parameter t als Zeit bezeichnet und Ableitungen nach diesem Pa-
rameter als Geschwindigkeit) _
e X\, - - korperfeste Schalenkoordinaten ¢ (oder §),z (,0) Abbildung  3.4.11:
kartesisches Koordi-

k,l, ... -raumfeste (Zylinder-)Koordinatenr, y (,0)

K,L,... - kartesische Koordinaten x, y (, z) natensystem
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e Finflihrung einer konvektiven (zeitlich mitgefiihrten) Metrik

Der Ortsvektor Tzu einem beliebigen Punkt P auf der Scha-
lenbezugsfliache ergibt sich aus der Produktsumme (iiber einen
oben und unten je einmal auftretenden Index wird summiert)
aus Koordinaten und Basisvektoren. Dessen Differential dient
zur Definition der Basisvektoren in den verschiedenen Koor-
dinatensystemen. Das Besondere an den konvektiven Koordi-
naten ist: Die Koordinaten von P behalten per Definition wih-
rend der Verformung ihren Wert. Es dndern sich die Basisvek-
toren. Anschaulich bedeutet das, auf die unverformte Struktur
wird ein Gitternetz von Koordinatenlinien aufgebracht, jeder
Gitterpunkt erhilt eine Nummer (die konvektive Koordinate).
Das Gitternetz der Koordinatenlinien wird bei Lastautbrin-
gung verzerrt, der Punkt behélt seine Nummer.

Abbildung 3.4.12: raum-
feste Verformungen

T = XKE:'K
dr = dx "¢ = dx"g, =dx 8, N |
- Definition der Basisvektoren
=T, dx® = T, dx* = Toy dx?
= I"K — eK ’ rak — gk s ra)\ — g)\‘ (3451)

dt = dXKéK = kagk = dX>\§>\ + dXng Definition dx” = 0

ex =2, =0
P(g) P(y)
o — Der Punkt P behélt seine Koordinaten X%\
beim Ubergang von t, zu t; bei. Die Koor-
t=t, t=t, dinaten Xi)\ sind reiner Zdhlindex analog
—h den Knotennummern bei der FEM.
r i
i=1 'H'?, Y "1 e Die Skalierung des Netzes dndert sich ( Die
PLSp Y ]'Y Basisvektoren g, sind verénderlich, da ihr
1 S .
el | P :’ | Zuwachs g, = Oist.)
t=t, 1=V t=t, e Bei der Rotationsschale ist die konvektive

Koordinate des Punktes P die Schnittstellen-
Abbildung 3.4.13: konvektive ~ Dummer i auf dem Meridian oder auch die
Bogenldnge sp (ist nur im Ausgangszustand
die ,,wirkliche Bogenlange*)

Koordinate der Rotationsschale
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3.4.51 Variationsprinzip in Zuwuchsformulierung, ohne Arbeit
der Randspannungen

Verschiebungsgeschwindigkeiten:

W =v= Wxgk =W, 8 (3.45.2)

= nur in raumfester, zeitlich unverénderlicher Basis gilt:
Wk — Vk = Vk — fWkdt (3453)

Verzerrungsgeschwindigkeiten fiir konvektive Koordinaten:

dm = = 5(W>\|M + Wup\) =8x8, mathematische Koordinaten

d;u = g(m) d(m) physikalische Koordinaten

(3.4.5.4)

*

¥ -\
dxu — €>\M — (g ( i)

€ () ) =8

Lk < (N
€>\M :g( M)E

cow) T8 00

()
o) T

Fiir kleine Verzerrungen (bei linearem Stoffgesetz sind i.a. nur kleine Verzerrun-
gen zugelassen) gilt: d;u ~ é;u

Beispiel: Ringdehnung (3.4.1.2) mit quadratischem Glied entsprechend (3.3.1.1),
(3.4.5.8) (physikalisch) e, < 1:

2 .
* \% (v \% 1 v
cho=-T || || = (yr—vi)=-L1—-L|.f=v
09 r 2[1’] I'] I'2< r r) [ 1'] r
. . 2
£y = [ﬁ] 1+ ﬁ] =V [ﬁ] (3.45.5)
r r r T
* v * \% 2 * % \2
dﬂ@ = = £y :dw 1— Tr] %dm} [1—(Eﬂﬂ) Ndﬁﬁ
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damit ergibt sich die 1.Variation des Potentials I in der Zuwuchsformulierung:

cl&@
o= [(o™dV) sdy, - [(p* dA)w, + (3.456)
(Clﬁwk) |x‘(°15Wk) 1

——r—

1 ALV
—I_Efo- ug 96( WU|>\.Wp|M )dV

oI = 0 ist die notwendige Bedingung fiir ein Minimum des Potentials I.

Die Gleichung (3.1) (Koordinaten des Verzerrungstensors fiir grole Verzerrun-
gen):

1 mn
€kl = E(Vk,l + Vi 0 Vi Vn,l)

in beliebigen Koordinaten werden die partiellen Ableitungen durch die kovarianten

Ableitungen ersetzt und die Koordinaten des Kronecker-Tensors & =gk.g!

=V,

durch die Koordinaten des Metrik-Tensors g"’ =g"-g":

1
— (v +v + VP v 3.4.5.7
Ekp 9 ( Ap TN g VX p|p) ( )

= Das quadratische Glied der Verzerrungen in (3.4.5.7) hat die gleiche Form wie
das quadratische Glied der Geschwindigkeiten im 3.Summanden, dem geometrisch
nichtlinearen Glied von (3.4.5.6) . Wenn die quadratischen Verzerrungsglieder
bekannt sind, ist damit auch das geometrisch nichtlineare Glied bekannt. Die phy-
sikalischen, in Wanddickenrichtung z linearisierten Verzerrungskoordinaten mit

den quadratischen Gliedern sind (vy =0, ( ),ﬂ =0):

lineares Glied

) | 2 2
/ / / / / 2 / / 1 X
e .=vc+v.s—zx +—|lv.c+V.S|] + —|(lv.cCH+ V.S ——|\z
o = Vr y X ) ( r y ) X ( r y )X I (3.45.8)
vV, ¢ L{v, v, C
Egg =— ——XZ+ || ———XZ
r r 2\ r rr

lineares Glied
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3.4.5.2 Aufbereitung der Gleichungen
Der 1.Summand von (3.4.5.6) ergibt:

MAV) = (6N 4 oM )dV
[o™av) =( )

. . 3.45.9
mit der Volumeninderungsgeschwindigkeit dV = ¢-dV ( )

Fiir kleine Verzerrungen ist ¢~ Ound es darf dV =0 gesetzt werden. Feldkrifte
im Kontinuum konnen als Krifte/Masseeinheit definiert werden mit
dM=pdV=konst., so dall die Vernachlidssigung der Volumenénderungsgeschwin-
digkeit die GGBn. nicht verletzt.

Aus dem 2.Summanden wird:

("Drehglied")
——

kK X\ . k-\ -k X\ N
(\pdA) =(exp” + &p~  +acp’)dA (3.4.5.10)
Pk Px

mit der Mittelflicheninderungsgeschwindigkeit dA = a - dA
dA =rddds, dA =(ids+rds)dd

dA  d§
d=—=-+—=d_+d
dA r ds ?

Die Mittelflaichendnderungsgeschwindigkeit konnte wegen ihrer Kleinheit auch
vernachldssigt werden. Dann stimmen aber die Gleichgewichtsbedingungen nicht
mehr (exakt). Bei einer Anderung der GrdBe der Mittelfliche dndern sich auch bei
zeitlich konstanten Flachenlasten deren resultierende Kréfte.

Nach Abbildung 3.4.12 gilt:

p=—X

mit S =sIny C=COSY (3.4.5.11)
wird S=@C=—XC C=—PS=7XS

Damit ergibt sich fiir die Zuwiichse der Flachenlasten in den raumfesten Richtun-
genrundy:

Pr :pzs—i_pgpc py :_pzc—l_pgps
pr :pzs—i_pgpc—i_pzs—l_pgpé py - _pzc+pgps_pzé+pgps (34512)
— pZS—Fp@C—FX(—pZC—Fp@S) — _pzc+p@S+X(_po_p¢S)
Pr Py Py —Pr
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Aus (3.4.5.6) wird mit
) ) E (1 v
=0, fdﬁzzn, fzdz=o, 6=—ns d
1—vily 1
1
mBI:f6Ud§:O mit
15U = 208 (e + 1)+ 2u(vie + vis) o 4| Ve in
ro 2 ' Y ' Y r
1 c ¢V
+-K8|%"* +2ux =% +[x] +
2 r r
- (ﬁr + Xpy)6vr - (f)y - Xpr )6Vy +
[ -
Pr Py
11, _ . n, | . . (3.4.5.13)
_ r{D(Zrc +Z,s5+ qu@> +|{(1-v)- S“o Vr]»(prSVr + py6vy) +
. dA_,
d=ga=dgFdo]
1 . N L2 Ny ot N ! Xz
+5nnp6 (Vrc + Vys> X T mup6 (Vrc + VyS>X - r + geometrisch
1
5 -1 nichtlineares
_|_lnﬂ6 [Vr] +mﬁ6[cxvr]+ Glied
2 r r r

+ 5\6[)( — (\'zis — V’yc>]

Nebenbédingung

Die Mittelfldchendnderungsgeschwindigkeit konnte einfacher durch

. \ .
a:(dﬂ +d@)Z:0 =dyo+dy :Tr+vic+vg,s

ausgedriickt werden.

(3.4.5.14)

Volker Hellmann
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Fiir die nachfolgende Variation und die Erstellung des kanonischen Dgl.-Systems
ist es aber giinstiger, die Verzerrungen iiber das Materialgesetz durch die Schnitt-
groflen und diese durch die generalisierten KraftgroB3en zu ersetzen

1

. 1—=vy, _ 1—v? .
N Ehv (n@ +n“9>: E;lj I, +(1_V>%

Z, =(rn,) =tn, 410, =(ZetZs), i=v (3.4.5.15)

:ZrC—f—ZyS—FXI"q@ , S=—XC, C=7%S
r-q, =—24,;s+7Z.

Das Variationssymbol 9 ist in (3.4.5.13) nicht vor das Integral gezogen worden,
um zu kennzeichnen, dal3 die Variation nur fiir die Verformungsgréf8en durchzu-
fiihren ist, vor denen das Variationssymbol steht.
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3.4.5.3 Kanonisches Dgl.-System, Losungs-Schema

Die Gleichung (3.4.5.13) wird analog dem Vorgehen in 3.4.4 fiir die Rotations-
schale mit kleinen Verformungen in ein kanonisches Dgl.-System {iberfiihrt.

/
U U
Eulersche Dgln.fiir die Zuwiichse: 8. | = 8— =0 , Vi =V, Vy, X
8Vk (9Vk
Hamilton-Jacobi: Zk = oV 7, = oy » Ly=2Z,,2,,Z

v’ TN oy,
Berd Nebenbedi -—U—'—("—" )—0
auBerdem aus Nebenbedingung: N =X —(Vs—Vyc)=

= kanonisches Dgl.-System fiir die Zuwlichse:

v

v
y=|Z|., v =(v,v,x), Z'=(2, z,7Zx)

1

(3.4.5.16)
(=200 g (i,
0S 0%,

S — konvektive Koordinate , t, = 0
. N N . 1 0 . :
ds(t):[l+€@(so,t)]dso = y’:H_%agoy:B-y
0 . :
agoy:(H—a@)By
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Losung: Integration tiber t, t, <t <ty (AWA, AnfangsWertAufgabe) mit ein-
gebetteter Integration iiber S, S, <S<S. (RWA, RandWertAufgabe)
to—t_nx \( ) (_ ;(to):(_
i » t, =t,+ Al o tur alle
¢ = tdiskreten
y (tl, &
t=t, V(O =y(te). £(t)==(to)
P ., . . + (__) ; ) r- ) ) ) N
y(t) =y(ty) + y(ty)At A (14+2,)B ¥ |[RWA, Integration mit RK4
I8
. . . : : ) = auch zB. (1)
() =e(ty) +E(t)ALf [y, =AX.5:y.=0 =t
n ,
J
) ) 4 d
() = v(t [ dt ) i
- Yt =y{o) + Jt, Y AWA | Integrm RK?2
01 " Atr ' AUC S
i [t 15"’ dt T[—\-}( £)+ §( t1)] auch zB. tur £(t)
Jt, = 7 1L =

n

Abbildung 3.4.14: Integration der AWA-RWA

Die Geometrie, das sind hier speziell der Radius r und der Meridianneigungswin-

kel ¢, werden mit iiber t integriert.

Volker Hellmann
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3.454 Beispiel: Kreisplatte mit groBer Durchbiegung

Die (Kirchhoffesche-) Plattentheorie aus 3.2
und 3.4.4.1 gilt nur fiir kleine Durchbiegun-
,l gen, entsprechend der Theorie 1.0rdnung.

L [ ] Infolge der Durchbiegung wird aus der (e-
|

benen) Platte eine (gekriimmte) Schale.
77777 Platten- und Scheibenzustand enkoppeln
nicht mehr. Bei groBeren Durchbiegungen
ist die daraus resultierende Verdnderung des

/p Tragverhaltens nicht mehr zu vernachléssi-

b)J' YV VYV VY VYY : gen. Die beiden Platten in Abbildung 3.4.15
b — - unterscheiden sich nur durch die Lagerung,

! 76_’;7 also die Scheibenrandbedingungen. Nach

I h R / der linearen Plattentheorie gibt es fiir beide

+ » Varianten keine Unterschiede. Die lineare

Losung soll den nichtlinearen Losungen aus
der numerischen Integration der kanoni-
Abbildung 3.4.15: Kreisplatte mit schen Dgln. (3.4.5.16) fiir beide Fille ge-

unterschiedlicher Lagerung geniiber gestellt werden. Die analytische
Losung des linearen Problems ist:

E=2.1-10°MPa, v=0.3, p=IMPa

3
h=4mm, R =100mm, K:LZ, u:ﬁ
12(1-+?) (3.4.5.17)
___ pR* 4 2
Wlm<OL,p)—64<lT)I<[(1+U)OL —2(3+U)OL —|—(5—|—U)]

Die Ergebnisse fiir die maximale Durchbiegung w,.x (in Plattenmitte) in Abhén-
gigkeit von der Flachenlast p sind in Abbildung 3.4.16 gegeniibergestellt. Bis zu
Wmax =0.2h stimmen die drei Losungen noch gut iiberein. Das Los-(Ring-)Lager
des Falles a) kann im Gegensatz zum Fest-(Ring-)Lager des Falles b) keine Schei-
benkrifte aufnehmen. Deshalb ist die Platte a) nicht so steif wie die Platte b). Bei
einer Flachenlast von p=1MPa weichen die drei Losungen schon betriachtlich von-
einander ab und die lineare Losung ist unbrauchbar. Das als starr angenommenen
Fest-(Ring-)Lager des Falles b) mul3 dabei natiirlich betrachtliche Scheibenkrifte
aufnehmen und wird sich dabei selbst auch verformen. Deshalb ist die Platte nach
b) praktisch wohl zu steif und die Wahrheit liegt zwischen a) und b).

Volker Hellmann Mirz 2006
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0.9 :
0.8 o

P 0.7 Fi3ises 1:11111
MPa

0.6

Pa o5

04
' 03
0.2
0.1

Pt
1

W iin (0 ,p)
W JWh

mm ig 1y

Abbildung 3.4.16: Kreisplatte mit grofser Durchbiegung

3.5 Beliebige Rotationschale mit beliebiger Belastung

3.5.1 Membrantheorie

Die Membrantheorie ist eine momentenfreie Theorie. Biegemomente und die da-
mit tiber die GGBn. gekoppelten Querkréfte sind per Definition nicht vorhanden.
Es wird voraussgesetzt, da3 sowohl die Verformungen, als auch die Spannungen
iiber der Wanddicke konstant sind. Diese Voraussetzungen sind mit guter Nihe-
rung nur fiir sehr diinne Schalen in ausreichender Entfernung von Randstérungen
erfiillt.

3.5.11 Kinematische und kinetische Annahmen

Wegen der Annahme iiber der Wanddicke konstanter Verformungen und Span-
nungen werden in (3.3.2.1) und (3.3.3.1) alle Glieder mit der Wanddickenkoordi-
nate z gestrichen.

3.5.1.2 Materialgesetz

Es wird linearelastisches Materialverhalten vorausgesetzt. Die entsprechenden
Gleichungen ergeben sich aus (3.3.4.2) durch Streichen der Glieder mit der Koor-
dinate z.

3.5.1.3 Verzerrungs-Verformungsbeziehungen

Volker Hellmann Mirz 2006
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Die Verzerrungs-Verformungsbeziehungen in (3.5.1.1) ergeben sich wegen der
Voraussetzung konstanter Verzerrungen iiber der Wanddicke und der Linearisie-
rung in z aus Tabelle 3.3.1 durch streichen aller Glieder mit der Koordinate z.

e, (8,0)=V, Yz
|
1 .
ey (s,9) :;(V@ “C,+V,s, +Vﬁ) (3.5.1.1)

I/ .
Voo (s,wf)) :;(V@ —Vy -c@)+vg

/

mit s@:sinap(s), C@:COSLP<S), () =( >s’ ()= )@

Es wird bei der Membrantheorie besser in den korperfesten Verschiebungs-
koordinaten v, v,, v, gerechnet, da in (3.5.1.1) keine Ableitungen der Verschie-

bung v, vorkommen und demzufolge v, aus den Dgln. eliminiert werden kann.

3.5.1.4 Variationsaufgabe

In Abbildung 3.5.1 ist eine Membran-
schale mit Randschnittkréften skizziert.
Deren virtuelle Arbeit oder die
1.Variation des Energiepotentials ist in
(3.5.1.2) als zweidimensionales Prob-
lem in s und O formuliert.

Analog wie in 3.4.1 kann man aus
(3.5.1.2):

Abbildung 3.5.1: Membranschale mit
Randschnittkrdften

Volker Hellmann Mirz 2006
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SW = f f s,0)ds — (£,6v r) — w@vﬁr) d9 =0
SU — [g .6§_ET -6y]r (3.5.1.2)
OW = 0= W = Extr. (= Min.)
T T
b= (n@ g nw‘-’) &7 (8@ = “{@9>
T T
E:(pgp Py pz) > X:<Vup Vi Vz)
mit den 3 Eulerschen Dgln.:
ou) (ou) ou (3.5.1.3)
— |+ =0
[62/] {82'] 8V

Sp

RBn: [(nLp — f¢)r6v@} =0, [(n@, — f@ﬁ>r6vﬂ]:b =0

Sa a

die 3 GGBn. der Membrantheorie fiir die Schnittgroen herleiten. Diese Gleichun-
gen sind (GGB in Meridianrichtung s, GGB in Umfangsrichtung 9, GGB in
Wanddickenrichtung z):

(n@r)l +1n,y —nge, +p,r=0

, (]
(n@@)r) +ny +n,¢, +pyr=>0 (3.5.1.4)

Il | S
_ ¥

+ _pz_()’ o
I¢] 1) 1) r

Das sind 3 Gleichungen fiir 3 Schnittkrifte, die Membrantheorie ist deshalb eine
statisch bestimmte Theorie. Falls die zugehorigen RBn ausschlieBlich Bedingun-
gen fiir die Schnittkrifte an den Rédndern sind, kann die Lésung unabhingig vom
Materialverhalten gefunden werden.

3.5.1.5 Differentialgleichungen

Die GGBn. sind ein partielles Dgl.-System in den Koordinaten s und 9. Zur U-
berfiihrung in gewohnliche Dgln. fiir die Koordinate s (Reduktionsverfahren) wird
ein Fourierreihenansatz gewdhlt:

Volker Hellmann Mirz 2006
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£ (5,0)="F(s)+ ZfAm am(9)  Form(A)
gAm(ﬂ):amcosmﬂ—kbmsinmﬂ?}, g =—M-gp
gpm (0)=a,,sinmd—b cosmd, gh, =m-gu,

A)ﬁir:l’lkp, nﬂ, 8@9 E{)s Vgp’ Vz’ pr’ pZ’ ftp

(
FOH]’I (B) fur In@ﬂ N '\{kpﬂ ) Vf} N pl(} ) f@ﬂ

Entsprechend dieses Ansatzes werden die Flichenlasten und Randschnittkrifte als
periodische Funktionen mit der Periode 2w entwickelt. Z.B.:

P, (8,0)=pyo(s +Zp¢m ‘8am (0)  Form(A) (3.5.1.6)

Py (5:0) =pyo (s —I_Zpﬁm - 2gm () Form (B)

Die Funktionen ga,, und gg,, sind damit bekannt (fiir alle Zustandsgréfen gleich)
und damit die Fourierkoeffizienten a,, und by, fiir jedes Reihenglied mit dem Index
m. (Das Glied der rotationssymmetrischen Belastung (m=0) kann formal auch als
ein Glied der Summe mit cos(0)=1 diskutiert werden.) Wenn man diese Ansédtze in
(3.5.1.4) einsetzt wird aus dem Koeffizientenvergleich fiir jedes Glied der Fourier-
reihe:
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mit

folg t aus Koeffizientenvergleich

Zom () 2am (0)=0 (3.5.1.7)
Z9m (S)'gBm (“9) =0

Zm (S) Eam (0)=0

daraus folgt wegen : gam (9) =0, ggn(9)=0

8om = Zom = &m = 0

In (3.5.1.7) ist fiir jedes Glied der Fourierreihen ein gewohnliches Dgl.-System (3
GGBnN). Dieses wird fiir jedes nicht verschwindende Reihenglied der dueren Las-
ten (mit dem Index m) integriert und danach die Superposition (Fouriersynthese)
entsprechend (3.5.1.5) durchgefiihrt.

Das Materialgesetz, die Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen und die Verdre-
hungen sind auch gliedweise zu erfiillen:

1 1
Sem = a<napm o Unﬂm) > Com — a<nﬁm o Unapm)
1
f\{upﬂm — anupﬂm
/ \% 1
€om = Vom + ", €9m — _(Vme Co + Vom S, +tm- vy,
5 I (3.5.1.8)
, 1
Ndm = Vidm _;<m Vom + Vom - C@)
\'%
/ pm
Xm = Viom —
h
1
lbm — _;(m Vim T Vom Sap)
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Man kann die Ansétze (3.5.1.5) auch schon in (3.5.1.2) einsetzen. Dort treten dann
jeweils immer Produkte der Ansatzfunktionen auf. Unter Beachtung der Orthogo-
nalitdt der Ansatzfunktionen:

21 Ofirm=n=0

fsinmﬂ-sinnﬁ-dﬂ: Tfirm=n>0

0 0 firm=n

2w 2nfirm=n=20

fcosmfﬁ-cosnﬁ-dff}: Tfirm=n>0 (3.5.1.9)
0 Ofirm=n

27

fsinmﬁ-cosmf)-dﬂzo

0

entkoppeln die einzelnen Reihenglieder nach der Integration iiber den Umfangs-
winkel ¥ und es bleibt eine Minimalforderung fiir die Funktionen f.(s), fpm(s)
aus (3.5.1.5) fiir jedes Reihenglied zu erfiillen:

W, fU f mVo )Sb (f@ﬁmvﬂm ) = Min.
U, = [arTn &~ Doy Vin T (35.1.10)

T T
Ny, = (n@m D ym napﬂm) > Em = (eapm €9m f\{gpﬁm)
T T
Ern — (p@m Pom pzm) > Vm = <Vapm Vom Vzm)

Einsetzen der Verzerrungen aus (3.5.1.8) ergibt:

/ \% 1
U =0t | Vom rzm —|—nﬂnr11r[;(vm-ckp + Vym 8y + M- V@m)]-i—
I (3.5.1.11)
, 1
Nooml| Vom —;(m-v@m + Vom -c@) +

—TI (pgpmV@m + P9mVom + PmVzm )

Mit den Eulerschen-Dgln. und den RBn. wird:
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U, | U, _,
I Y (35.1.12)
RBn: [(n@m — f@m>r6v@m]:b =0, [(n@ﬁm — f@ﬂm>r6V6mEb =0

a a

Die 3 Dgln. in (3.5.1.12) sind identisch mit denen aus (3.5.1.7).Wenn man in
(3.5.1.10) schon das Materialgesetz einsetzt und in (3.5.1.12) den Formalismus
von Hamilton-Jacobi entsprechend (3.4.2.3) zur Vermeidung der 2.Ableitungen in
den Dgln. verwendet, fiihrt das auf das zugehdrige kanonische Dgl.-System
4.0rdnung fiir den Zustandsvektor:

Y (5)=Vom (s) Vom(s) Zym(s) Zﬂm(s)]T (3.5.1.13)
2 (5) = 1(5) 155 Zo (5) = (5) 15

RBn. kénnen nur fiir die Komponenten des Zustandsvektors gestellt werden, d.h.
nicht fiir die Verschiebung in Richtung der Wanddickenkoordinate z und nicht fiir
die Meridianverdrehung y. Deshalb sind an einem Bereichsiibergang diese Ver-
formungen i.a. unstetig!
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3.5.1.6 Beispiel: Zylinderschale mit Randlast allgemein

Fiir einen Zylinder mit dem Mittelflichenradius =R, dem Meridiankriimmungsra-
dius r;=c0 und dem Meridianneigungswinkel ¢=90° wird aus den Dgln. (3.5.1.7):

/ _
Rnme +m-n gy, + pme =0
Ry, —m-ng, +py,R =0 (3.5.1.14)
Nym + psz =0

Diese ergeben fiir verschwindende Flidchenlasten als Losung:

nﬂmzoﬂ nupf)mzclm’ n

m
om = _Eclm $+C,,, (3.5.1.15)

Aus 3.4.4.2 ist fiir die Zylinderschale nach
der Biegetheorie bekannt, dal Randstorun-
gen (die Gleichgewichtsgruppen sind) Ort-
lich schnell ins Schaleninnere abklingen.
Das entspricht dem realen Tragverhalten
einer Zylinderschale. Die Losungen nach
: (3.5.1.15) gehen ohne dieses Abklingver-
\I\ZZ halten durch die ganze Schale durch. An
N

n den (nicht abklingenden) SchnittgroBen
\LI‘ (keine Gleichgewichtsgruppen) haben aber
Q nur die in (3.5.1.16) aufgezeigten, aus be-
)’ liebigen (m=0,1,2,...) zugehorigen Randlas-

ten resultierenden Schnittkrafte mit m=0
und m=1 Anteil. Alle anderen haben keine
resultierende Gesamtwirkung (ihre Integra-
le iber den Umfang verschwinden).

Abbildung 3.5.2: ,, Balken-Schnitt-

grofsen* der Membranschale
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2T
0
2T
M, :—f
0
27

2w
(9)RdD = ['n_oRd) =270, (R
0

27

n, (9)R*cosd) =— fnwl (R cos ﬂ)z d) =—mn R?
0 (3.5.1.16)

27

M, = [0 (9)R%dD = ['n _4oR?d) =2mn 4 R
0

27

27

Fo, = fnw (9)sin 9RdD :fnwﬂlR(sin 9)” do =1n, 5 R
0

0

Diese Anteile entsprechen den Partikuldrlosungen der Dgln. fiir die Biegetheorie
der Zylinderschale. Ab m=2 sind alle Schalen-Schnittgroen Gleichgewichtsgrup-
pen (und klingen bei einer realen Schale ab). Deshalb ist die Membrantheorie fiir
statische Berechnungen nur fiir m=0 (rotationssymmetrische Belastung) und m=1
(entspricht der Querkraft-Biegung beim Biegebalken) sinnvoll anzuwenden. Bei
der Bestimmung der Eigenfrequenzen sind auch fiir m>1 brauchbare Ergebnisse zu
erzielen. Die dazu erforderlichen Tragheitskréfte sind hier nicht enthalten.

3.5.1.7

Abbildung

Beispiel: Zylinderschale mit Randquerkraft

Dieses Modell wurde schon im Teil 1 des Manu-
skriptes (Stabtragwerke) als Beispiel: Querkraft-
biegung eines Stabes mit Kreisprofil behandelt.

Eine Zylinderschale wird durch eine Querkraft F
beansprucht.

Es sind die Spannungen und die maximale
Durchbiegung nach der Membrantheorie zu be-
rechnen.

- \\¢ - Geg.: E-Modul E=2- 10°MPa, Querdehnungszahl
v=0.3, Linge L=800mm, Radius R=100mm,
Wanddicke h=4mm, Kraft F=10"N

Ges.: Verlauf der Normalspannungen ¢ und der
Schubspannungen 1, maximale Durchbiegung der

\L? N Zylinderschale.
%}’ F Die SchnittgroBen sind: Fo,=F, M,=-F(L-z).

Die Losung (3.5.1.15) fiir einen Zylinder mit der

Ordnung m=1 des Fourierreihengliedes ist:
3.5.3:  Zylinder-

schale mit Randquerkraft

Volker Hellmann
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1 3.5.1.17
nyg =0, ng=0C, n@IZ_ECII'Z+C21’ s=1z ( )
Aus den RBn. fiir die Schnittkréifte am Rand z=L folgen die 2 Konstanten:
91— o - Foy (3.5.1.18)
n@)( >— Ny SV, Ngg =L = R

y4 L
, (6) - [_En@m + Czl]-cosﬁ , Gy = E%fﬂ

G:n@/h, T:n@ﬂ/h

Uber (3.5.1.8) kdnnen, bei nun bekannten SchnittgréBen, die Verzerrungen und die

Verformungen berechnet werden. Zuerst die Verschiebung in Achsrichtung:

o1 = Vi T M zé(n@l—ynﬂ/l), I, — 00

|
N,y rL—7 (3.5.1.19)
il _ _ _
Ve = Eh»of R dz+v@1(z—0), V@1<Z—0)—O
n
@91 z
— z|L——|, v, (z,9)=v_ -cosV
EhR [ 2] o20)=Va
und damit die Verschiebung in Umfangsrichtung:
r Vel o Dgor
=V — =
N1 01 R Gh
;o edl L . .
Vo= g T ERZ vy (2,0) = vy sind (3.5.1.20)
L =z
N,0Z| 1 Z[2 _6]
Vo, = —F —+ +vy(z=0), vy(z=0)=0
91 h ER2 01 ( ) 01 ( )
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Die maximale Verschiebung:

= =+
EnRh|G 3

2
Vomax = Vo (Z =L V= %) =voi(z=L) R] (3.5.1.21)

=0.762mm

FL |E I[L

Diese ist identisch mit der o.a. aus Teil 1 des Manuskriptes (Stabtragwerke), weil
dort die Querkraftschubverzerrung iiber den Satz von Castigliano berticksichtigt
wurde. Zusétzlich tritt bei der Schale nach der Membrantheorie fiir v£0 noch eine
Umfangsdehnung auf die beim Stab wegen der Voraussetzung starrer Stabquer-
schnitte (entspricht bei der Membrantheorie v=0) nicht zugelassen sind. Nur fiir
v=0 gilt vy, =v,; (v, Verschiebung in Richtung der Wanddickenkoordinate),

also starrer Querschnitt. Bei der Membrantheorie ist, wie bei der Stabtheorie, der
EinfluB von Randstérungen auf den homogenen Beanspruchungszustand nicht zu
erfassen. Dazu wird dieses Beispiel unter 3.5.2.5 auch nach der Biegetheorie be-
rechnet.
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3.5.2 Biegetheorie

3.5.21 Variationsprinzip

Ziel ist die Losung von 3 unterschiedlichen Aufgaben:

1. statisches Problem
2. freie und erzwungene harmonische Schwingungen
3. lineares Stabilitits(-Verzweigungs)-Problem.

Ausgegangen wird vom Variationsproblem in Zuwuchsformulierung (3.4.5.6), das
bei der Rotationsschale mit rotationssymmetrischer Belastung und endlichen Ver-
formungen eingefiihrt wurde. Dieses enthélt als Spezialfdlle schon die 1. und 3.
Aufgabe (auch hier zur Vereinfachung der Herleitung ohne Glieder der Randbelas-
tung oder Randverformung).

SW = f (cMdV) ody, — f (c<p dAY Sw, +

%fGXHgV% (cllfwk) N .(clp‘wk) |u]dV —0

kleine Verzerrungen = dV =0,dA =0, dNL = éNL auch fiir die physi—  (3.5.2.1)

kleine Verformungen = \'/k = W} kalischen Koord.

SW = f Mgy, dV — f &P +cEp)ov dA +

e i Aek L v =0

Wir betrachten zwei differentiell benachbarte Zustinde:

0
t =t (unbelasteter Ausgangszustand) und

1 10
t =t (belasteter Nachbarzustand) mit dt =t—t

Im Ausgangszustand ist schon ein Spannungszustand o™ =a-6™ vorhanden.
Der Faktor o ist dabei eine beliebige Konstante. Dieser Spannungszustand erfiillt

die Gleichgewichtsbedingungen mit den Flachenlasten px = 043x . Es gilt also:
81 = u-( f GNGE, AV — f px{;vdi) =0 (35.2.2)

Das kann auch ein Eigenspannungszustand, also ein Spannungszustand ohne &uf3e-
re Lasten sein. Wenn alle Zuwiichse in (3.5.2.1) formal mit dem Differential dt
multipliziert werden, ergeben sich fiir den Nachbarzustand die Anderungen zum

Ausgangszustand, z.B.: o™ = ¢™ -dt und aus (3.5.2.1) wird dann:
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0P = f x”6€MdV f[ cxdt P +cip ] ov dA +

+504f6 ”%(cvk |x ) }dV 0

Fiir die freien und erzwungenen harmonischen Schwingungen gehen wir davon

aus, daf} alle inneren und duBeren Zustandsgréen harmonisch von der Zeit abhén-
2

(3.5.2.3)

gen, z.B. der Vektor der Verformungen: v, = vsinwt=V , =—w vsinwt. Der

Summand mit den Triagheitsgliedern wird zweckmaBigerweise zur Abkiirzung
schon in Vektorschreibweise dargestellt.

= 6P, =8l-sin®wt=0 = &I=0mit 61:6P+fpf6ydv
o= [0Moe, dV — [cip ovidA +
1
. -k N = ~ N\ VP k [k
@f(cxdt)F" 6de5+ 2ufo g 6[(cvvk'> N (vak)|u]dY+
Drehglied geometrisch nichtlineares Glied

—w? f pyT6de =0

Tréighevits glied

(3.5.2.4)

Dieses Variationsproblem enthilt als Spezialfille alle drei Aufgaben:
1. statisches Problem:

o = 0 : unbelasteter Ausgangszustand (ohne Eigenspannungen)

w®> =0 : keine Schwingungen.

Damit wird aus (3.5.2.4) wie bisher z.B. bei Rotationsschale mit rot.-sym. Be-
lastung:

61 — f M6€>\udv fC}\pX6deA — O = O->\M und Vk

2. freie und erzwungene harmonische Schwingungen:
a =0 :unbelasteter Ausgangszustand (ohne Eigenspannungen)
w? >0 : Schwingungen

6I:f “6eMdV fcxpx6vde—w2fpyTéde:O

freie harmonische Schwingungen

keine duBere Belastung = homogenes Problem (Dgln. + RBn., p* = 0)
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Eigenwertproblem mit Eigenwertparameter w?

erzwungene harmonische Schwingungen

p, =psinwt (Erregung durch Flichenlasten bzw. durch Randschnittgrof3en
(:der R_andverformungen)
3. lineares Stabilitits(-Verzweigungs)-Problem:
o = 0 : belasteter Ausgangszustand
w?> =0 :keine Schwingungen
A

p”" =0 :keine Zuwuchs der dueren Lasten F
Fragestellung: gibt es einen Gleichgewichtszustand der V“\Z
a) einem Grundzustand entsprechend (3.5.2.2) differentiell

benachbart ist 777
und T
b) bei dem kein Lastzuwachs erfolgt px =07 ;ﬁ‘;{’g‘ﬁ““‘is‘
Also gibt es zur gleichen Last mehrere (mindestens aber zwei) v,
differentiell benachbarte Gleichgewichtszustinde?

1= o ( [z av— [ pxavdi) —0 = g™
(3.5.2.5)

o= [o™bey,dV — o [(eXdt)p - v, dA +

+— 0‘f ”96 c Vk)|>\ (c Vi }dV

keine duflere Belastung (keinen Zuwuchs gegeniiber dem belasteten Ausgangszu-
stand) = (3.5.2.5) ist homogenes Problem (Dgln. + RBn.)

= Eigenwertproblem mit Eigenwertparameter o .

Die Gleichung (3.5.2.4) gilt allgemein fiir eine beliebige Schale. Fiir den Spezial-
fall der Rotationsschale teilweise in Vektor-Matrix-Schreibweise wir daraus mit:

¢ linearelastisches Materialgesetz (3.3.4.2) eingesetzt,
e Integration iiber die Wanddicke h durchgefiihrt,

e Variationsoperator O vor die Integrale gezogen ( variiert werden nur Ver-
formungs- und keine KraftgroBen = folgen die Faktoren %2 vor den in
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den VerformungsgroBen quadratischen Integralen,

2
%ES(EZ) = %E%& = Eede =o0be ),

e Grundspannungszustand beim linearen Stabilitits-Problem ist ein rotati-

onssymmetrischer Membranspannungszustand mit den Schnittgrofen

n' = (n(p , nﬁ)und der zugehorigen Flachenlast p=p, in Richtung der

Wanddickenkoordinate z,

e dieser Grundspannungszustand beim linearen Stabilitidts-Problem muf}
bekannt sein (z.B. durch Losung des zugehorigen Variationsproblemes),

e in dem Drehglied werden die aus élidt resultierenden Verdrehungen
x und 1) nicht variiert, da sie die Anderung der Metrik darstellen und kei-
ne zu variierenden Verformungsgrof3en,

e die Zwangsbedingung in (3.3.2.5) fiir die Meridianverdrehung x ergibt
eine Nebenbedingung, die zusdtzlich aufgenommen werden muf3,

e die Zwangsbedingung in (3.3.2.5) fiir die Breitenkreisverdrehung 1 muf
noch zur Elimination von 1 verwendet werden:

3
61:6f % gTETgh—I—@TET@% —ETydA+

oV,
—|—0pr X 8(vee+ vys) + bbv, dA+a6ng§ndA+
\ geometrénichtlin. l (3.5.2.6)
Glied

Drehglied , die Verzirehungen x und

werden nicht variiert

~w o XTXH(szz% 4 [N (x —vis-+ vie)da

— Nebenbédingung

Tréghevits glied
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Dabei sind:

hol
| ()/ZM ():w s=sing, C=CcosyY ’1‘**

¢ Element der Schalenmittelfliche (SMF): dA = rddds 7 . y

o Mittelflichenverzerrungen aus (3.3.2.5) :

T
= :<Ekp >S9 ’%ﬂ)

e Kriimmungsinderungen aus (3.3.2.5):
Abbildung 3.5.4: Definiti-

k' = (H@ s Ky s w@ﬂ) on der Verformungen
H vH 0
e Elastizititsmatrix: E=(vH H 0|, H= 5, G=——"—
0 0 G l—v 2(1 +v)

e Flichenlasten auf der SMF :
p' =(p-Py:Py). Pr=DPS+DP,C. Py=-D,CHP,s
e Verschiebungen der SMF : v = (Vr »Vy s V@>

e Verdrehungen der SMF aus (3.3.2.5): X,V

e Membranschnittgroflen des Grundspannungszustandes:

n n
T P 9
it I

e nichtlineare Verzerrungsglieder : §nT = (amp , €m<))

™M

1 A I Y ) 2 2
no =7 (V;C—i-V;S) + Vi +X }:E(V; + vy —I—Vg)

1 ) ) ;
End Zp[<Vr+Vﬂ>2+V§+<Vr—Vﬂ>2}
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3.5.2.2 Kanonisches Differentialgleichungssystem
Die Gleichung (3.5.2.6) hat die Form:

81 =8 f U(E,0)d9ds = 0 (35.2.7)
I= f U(s,%)ddds = Min. (Extremum)

Es handelt sich um ein 2D-Variationsproblem. Die dazugehorigen Euler-
Lagrangeschen-Differentialgleichungen sind lineare, partielle Differentialglei-
chungen. Zur Uberfiihrung in ein 1D-Variationsproblem (Reduktionsverfahren:
Reduktion von 2D- auf 1D-Problem) werden wie bei der Membrantheorie mit
(3.5.1.5) Ansatzfunktionen (Fourier-Reihen) der Formen (A) und (B) fiir die Ab-
héangigkeit vom Breitenkreiswinkel ) eingefiihrt.

Zur  Vermeidung von 2.Ableitungen in den  Euler-Lagrangeschen-
Differentialgleichungen werden gemdf dem Formalismus von Hamilton-Jacobi
(3.4.2.3) HilfsgroBen Z, eingefiihrt. Die Dgln. sind hier schon fiir das 1D-Problem
formuliert:

0 , Vi =Vi, Vy, Vg, X

ou|_ou _
Vi Ovy
8[{ ) Z{( - 8_U
8Vk (9Vk

Differentialgleichungen: [

Hamilton-Jacobi: Z;, =

auBerdem aus Nebenbedingung: g—g =X — (V;S - V'yc) =0

Die Form (A) wird gewdhlt fur: f, =v,, Vs X Z, Zy, ZX, Pr> Py (3.5.2.8)
und die Form (B) fur: fg=vy,Zy, Py
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Die Reihen fiir die Flachenlasten p, , py , p, und fur die vorhandenen Randbean-

spruchungen ergeben sich durch Fourierreihenentwicklung aus den bekannten du-
Beren Belastungen.

o Durch die Einfithrung der o.a. Ansatzfunktionen (Fourierreihen) entkop-
peln die Euler-Lagrangeschen-Differentialgleichungen, wie schon bei der
Membrantheorie gezeigt, fiir jedes Glied m der Fourierreihen. Statt einem
partiellen Differentialgleichungssystem ergibt sich fiir jedes Glied m der Fou-
rierreihen ein (von den anderen Reihengliedern entkoppeltes) gewdhnliches
Differentialgleichungssystem.

o Die Integration iiber den Breitenkreiswinkel 0 kann analytisch durchge-
fiihrt werden. Der allen Gliedern gemeinsame Faktor 211 fiir m=0 bzw. II

fiir m>0 aus den Integralen f sin?m®-d9 und f cos’>m9-d?d kann in

(3.5.2.7) ausgeklammert und gestrichen werden.

J Fiir jedes Glied m der Fourierreihen ergibt sich nach Elimination der Gro-
Ben, die nicht nach der Meridianbogenkoordinate abgeleitet auftreten und
entsprechender Teilinversion, analog wie in 0 bei der Rotationsschale mit ro-
tationssymmetrischer Belastung ein kanonisches Differentialgleichungssys-
tem

Ym =B Y » zmTz(ygl zZ 1) (35.2.9)

J Mit den zugehorigen RBn. liegt damit fiir das statische Problem und fiir
die erzwungenen Schwingungen eine Anfangswertaufgabe (3.4.3.7) vor.

Das kanonische Dgl.-System und die Matrix zur Spannungsberechnung sind in
den 3 nachfolgenden Abbildungen dargestellt.
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3.5.2.3 Losung der AWA

o Die Losungen fiir die einzelnen Reihenglieder konvergieren mit wach-
sendem Index m i.a. sehr schnell, auch dann, wenn die Reihen fiir die Lasten
infolge oOrtlicher Lastkonzentrationen schlechter konvergieren. Diese gute
Konvergenz liegt daran, da3 eine Rotationsschale gegeniiber einem Lastglied
mit groem m (z.B. p, = p,o,(5) - sinm) relativ steif ist. Deshalb kann die

Reihe oft schon nach wenigen Lastgliedern abgebrochen werden.

o beim Eigenwertproblem des Stabilitits-Problems mit dem Eigenwertpa-
rameter (3=« (Lastfaktor des rotationssymmetrischen Membran-

Grundspannungszustandes mit m=0) und beim Eigenwertproblem der freien
Schwingungen mit dem Eigenwertparameter 3 = w? (Quadrat der Winkelge-
schwindigkeit der Schwingung) werden die Eigenwerte 3. nach dem Rest-

wertverfahren bei vorgegebener Fourierordnung m ermittelt. Restwert ist der
Wert der Determinante det(G) der Koeffizientenmatrix G des Gleichungssys-
tems am Endrand aus (3.4.3.6). Fiir jeden diskreten Eigenwertparameter (3,

muf3 dabei eine Anfangswertaufgabe (3.4.3.7) gelost werden, wie in
Abbildung 3.5.8 schematisch skizziert. Bei einem Vorzeichenwechsel der
Determinante wird durch weitere numerische Integrationen der AWA der
zwischenliegende Eigenwert interpoliert. Bei vorliegendem Eigenwert ist die
Koeffizientenmatrix G des Gleichungssystems singuldr (homogenes Problem:
homogene Dgl., homogene RBn.), d.h. die Gleichungen sind linear abhingig.
Die Eigenvektoren sind nur bis auf einen beliebigen Faktor bestimmt. Des-
halb wird bei bekanntem Eigenwert eine Normierung vorgenommen, d.h. die
RBn. am Endrand werden durch Vorgabe einer dort nicht verschwindenden
Komponente des Zustandsvektors y verdndert. Damit sind die Eigenvektoren
normiert und die lineare Abhédngigkeit der Gleichungen beseitigt.

| dﬂt(@)
olet

xﬁﬂ\fh;a ITM"

/A

Abbildung 3.5.8: Restwertkurve

Die Schrittweite fiir den Eigenwertparameter 3 darf dabei nicht zu grof3 sein, da-
mit zwischen zwei benachbarten diskreten Punkten auf der Restwertkurve nicht
meherere Eigenwerte liegen. Dafiir 146t sich aber kein Kriterium angeben. Eine
Uberpriifung der Eigenvektoren gibt Anhaltspunkte, ob Eigenwerte iibersprun-
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gen wurden. Die Eigenvektoren des nidchstgroeren Eigenwertes haben i.A. ei-
nen Knoten mehr (also einen oOrtlichen Nulldurchgang mehr in der Beul- oder
Schwingform).

1. statisches Problem:
o Fiir jedes Glied m der Fouriereihen wird (3.5.2.9) numerisch iiber S in-

tegriert = y,, (5;) und y7, (§;) an den diskreten Stellen §;.

o Mit den aus der Entwicklung der duleren Lasten bekannten Fourierkoef-
fizienten a,, und b,, wird entsprechend (3.5.1.5), (3.5.2.8) die Fouriersynthese
fur diskrete Winkel 0, durchgefiihrt =- X(§i,’8k) , Z’(§i,ﬂk)

2. freie und erzwungene harmonische Schwingungen:

o Beim Eigenwertproblem der freien Schwingung werden fiir jeweils eine
vorgegebene Fourierordnung m die zugehorigen Eigenwertprobleme gelost
und damit das Eigenwertspektrum bestimmt.

o Eigenvektoren sind die diskreten Schwingformen (Amplituden der
Schwingungen).
o Die numerische Losung der Anfangswertaufgabe der erzwungenen

Schwingungen fiir vorgegebene Erregung mit der Winkelgeschwindigkeit w
ergibt als Losungen ebenfalls die Amplituden der Schwingungen.

3. Stabilitiats-Problem:

o Beim Stabilitdts-Problem wird der Grundspannungszustand entsprechend
(3.5.2.5) durch numerische Integration der zugehdrigen Anfangswertaufgabe
nach der Membrantheorie bestimmt.

J Daran anschlie8end erfolgt die Losung des Eigenwertproblems mit dem
Eigenwertparameter 3 = o wie oben beschrieben.

J Eigenvektoren sind die diskreten Beulformen.
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3.5.24 Ersatzkrafte

Schon bei der Rechteckplatte muflte mit (3.2.7.4) eine Esatzquerkraft eingefiihrt
werden. Bei der Rotationschale mit beliebiger Belastung ist das analog. Infolge der
kinematischen Annahme (3.3.2.2) (Nor-
malenhypothese) gibt es an einem Rand
s =konst. nur vier VerformungsgroB3en
(Vgs Vo, V2, %) (y wird, da keine Ableitun-
gen nach § auftreten, liber die Nebenbe-
dingung in (3.3.2.2) eliminiert) aber fiinf

KraftgroBen (n@ Ny 5y > My, m@ﬁ)

die statisch dquivalent den vier Verfor-
mungsgroflen zugeordnet werden miissen.
Das Drillmoment wird statisch dquivalent
auf die Querkraft und die Schubkraft auf-
geteilt. Diese statische Aquivalenz ergibt
Abbildung 3.5.9: SchnittgriBen bei s'1ch rein formal aus den RBn. des Varia-
_ tionsproblems, kann aber auch anschau-
s=konst. . <
lich erldutert werden:

Mos 4y P

Abbildung 3.5.10: Aufteilung des Drillmomentes

Die Aquivalenzbedingungen sind:

m : 1.
i da=—ging, ~1h
rd¥ r
N,y =N,y ———SINY Ersatzschubkraft (3.5.2.10)
r
q, =9 1 m Ersatzquerkraft
— - rsatzqucerkra
¢ e
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3.5.25 Beispiel: Zylinderschale mit Randquerkraft

Dieses Modell wurde schon im Teil 1 des Manuskriptes (Stabtragwerke) als Bei-
spiel: Querkraftbiegung eines Stabes mit Kreisprofil und in 3.5.1.7 mit der Memb-
rantheorie behandelt.

Eine Zylinderschale wird durch eine Querkraft F beansprucht.

Es sind die Spannungen und die maximale Durchbiegung nach der Biegetheorie zu
berechnen.

Geg.: E-Modul E=2- 10°MPa, Querdehnungszahl v=0.3, Linge L=800mm, Radius
R=100mm, Wanddicke h=4mm, Kraft F=10"N

Ges.: Vergleichsspannung nach der Gestaltinderungsenergiechypothese, Verschie-
bung v..

Die Geometrie der Schale ist in Abbildung 3.5.3 dargestellt. Um nicht unzuléssig
hohe Spannungen zu berechnen, wurde der Endquerschnitt mit der Lasteinleitung
durch einen Kreis-
ring aus gleichem
Material ausge-
steift (Wanddicke
h=4mm, Innenra-
dius Ri=50mm).
Die Einleitung der
T Einzelkraft erfolg-
3 E -1 0 1 2 3 te als konstante
Linienlast auf dem
Umfangswinkel
—e<d<e, e=10°
Abbildung 3.5.11: Fourierreihe der Linienlast Die Fourierreihe

fiir die Last Z=q,R
in radialer Richtung wurde bis zum Glied mit m=20 mitgenommen.

=}
—— Founter-Eethe, biz m=20

20
()= 370 + Z a,, cos(md)

m—1 (3.5.2.11)
F

2T

an :f—ofcos(mf})dﬂ, fy =
T —€
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Die Vergleichsspannung ist in Abbildung 3.5.12 dargestellt. Spannungskonzentra-
tionen sind rechts am Ort der Lasteinleitung und links an der Einspannung. Der

; E ;uuz Emﬂuﬁ»ﬂder
Vergleichsspannung Sig va 1.055 Randstorung
1.000 aus der Last-
945 o
-889 einleitung
834 .
779 klingt unge-
:EE; fahr nach
Bl R=100mm ab.
-903 Die Randsto-
448 N :
-ggg rung der Ein-
283 spannung ist
227 i
172 nicht so grof3
j1|]15£ und klingt
JULE auch schon
M aximum .
1.110 nach einer
Minimum . .
.007 kleineren Lin-
ge ab.

Abbildung 3.5.12: Vergleichsspannung an der AufSenfliche

Die Radialverschiebung der Schalenmittelflache ist Abbildung 3.5.13 zu entneh-
men. Nach der Balkentheorie mit Berticksichtigung der Querkraftschubverzerrung

=E-01

735
Radialverschiebung vr chis
5. 648
4.878
4107
3.337
2 566
1.796
1.02%
255
-516
-1.286
-2.057
-2 827
-3.598
-4 368
5139
-5.909
-6.680
-7.450
M aximum
7.960
Minimum
-7.450

( ——

Abbildung 3.5.13: Radialverschiebung

und nach der Membrantheorie war v,,,,=0.762mm.

Hier ist —0.745mm<v,<0.796mm. Der Unterschied zwischen dem Betrag des mi-
nimalen und dem maximalen Wert ist durch die Abweichung von der Kreisform
des verformten Zylinders begriindet.
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Fiir das Lasteinleitungsproblem waren die Balkentheorie und die Membrantheorie
ungeeignet, lieferten also an der Lasteinleitung keine brauchbaren Spannungen.

3.6 Zusammenfassung

Bei Flachentragwerken gibt es eine Vorzugsrichtung, die Koordinate in Richtung
der Wanddicke. Es gilt, die Wanddicke ist klein gegeniiber den anderen Abmes-
sungen. Scheiben und Platten sind ebene Flachentragwerke, die sich durch ihre
Beanspruchung unterscheiden. Eine Schale ist einfach (z.B. Kreiszylinderschale)
oder doppelt gekriimmt (z.B. Kugelschale). Bei Schalen ist die Wanddicke klein
gegeniiber den Kriimmungsradien.

In der Vorzugsrichtung werden kinematische und kinetische Annahmen getroffen.
Damit kann tiber diese Richtung integriert werden und aus dem 3D-Problem wird
iber diese Reduktion ein 2D-Problem.

Bei Rotationsschalen kann auch noch in Richtung des Umfangswinkels reduziert
werden.

Das damit entstehende 1D-Problem wird in das zugehdrige kanonische Dgl.-
System tiberfiihrt und mit dem Runge-Kutta-Vierschrittverfahren numerisch integ-
riert.

Es werden die Membrantheorie und die Biegetheorie vorgestellt. Bei rotations-
symmetrischer Belastung und nicht mehr kleinen Verformungen ist es mdglich
iber eine Zuwuchsformulierung lineare Dgln. in den Zuwiichsen zu erhalten.

Fiir nichtrotationssymmetrische Spannungs- und Verformungszustinde erfolgt die
Herleitung der Dgln. fiir statische Beanspruchung, fiir freie und erzwungene har-
monische Schwingungen und fiir das Verzweigungsproblem der linearen Stabilitit.
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