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1 Definitionen in der Aerodynamik

1.1 Stromlinien und Streichlinien

Eine instationire Stromung mit dem Geschwindigkeitsfeld V =V (x, y,z,¢) ist innerhalb

eines kartesischen Koordinatensystems mit den Achsen x, y und z und der Zeit ¢ gegeben.
In dem so beschriebenen Stromungsfeld wird ein infinitesimal kleines Stromungsvolumen
gezwungen, sich durch den dreidimensionalen Raum zu bewegen. Volumen 4 und B wer-
den verschiedenen Pfaden folgen, wenn sie zu verschiedenen Zeiten aber durch denselben

Raumpunkt 1 gehen. Dieser Zustand ist in Bild 1.1 dargestellt.
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Bild 1.1  Streichlinien fiir zwei verschiedene Volumen zu verschiedenen Zeiten durch

denselben Raumpunkt 1 gehend



Die Linien, entlang denen sich die Volumen in instationdrer Stromung bewegen, werden
Streichlinien genannt.

Durch Definition werden Linien, an der der Geschwindigkeitsvektor in jedem Punkt tan-
gential anliegt, Stromlinien genannt. Bild 1.2 zeigt Stromlinien mit den zugehdrigen Ge-

schwindigkeitsvektoren fiir das Beispiel einer Profilumstromung.

Velocity vector

Streamline

Bild 1.2 Stromlinien mit Geschwindigkeitsvektoren in einer Profilumstrémung

In Bild 1.2 bleibt die Stromung weiterhin instationidr und demzufolge &ndert sich das Stro-
mungsfeld mit der Zeit.

Streichlinien sind mit fotografischen Langzeitaufnahmen einzelner Volumen, die sich
durch den Raum bewegen, zu vergleichen, wahrend Stromlinien Momentaufnahmen von
Raumkurven darstellen, entlang denen der Geschwindigkeitsvektor tangential ist. Da an ein
und derselben Stelle keine zwei Geschwindigkeiten herrschen kénnen, diirfen sich Strom-
linien auch nie schneiden. An Raumpunkten, wie beispielsweise Staupunkten, an denen die
Geschwindigkeit null herrscht, kdnnen allerdings mehrere Stromlinien zusammenkommen.

Im Fall stationdrer Stromung in Bild 1.3 sind Strom- und Streichlinien identisch, da hier
die Geschwindigkeitsvektoren an jedem Punkt tangential an der Kurve anliegen, entlang

der die Volumen von einem Ausgangspunkt ausgehend durch den Raum treiben.



Same pathline for all
fluid elements going
through point 1

Bild 1.3 Stromlinien entsprechen Streichlinien im Fall stationdrer Stromung

Die Gleichung der Stromlinie fiir stationdre Stromungen f{x,y,z) = 0 kann durch den Ge-

brauch der Eigenschaften eines Vektorkreuzproduktes ermittelt werden. Die Geschwindig-
keit ¥ und das Wegelement d 5 sind entlang einer Stromlinie durch Definition parallel zu

einander. Das Vektorkreuzprodukt daraus ist null.
ds xV =0 (1.1)
In kartesischen Koordinaten sind ¢ § und ¥ :

ds=dxi+dyj+dzk (1.2)

und

V:uf+v]+wl€ (1.3)

Die Betrdage der Komponenten des Langenelementes ds sind dx, dy, und dz, desgleichen
sind u, v, und w die Betriige der Komponenten des Geschwindigkeitsvektors 7 . Die rdum-
liche Richtung geben die Basis- oder Einheitsvektoren im kartesischen Raum 7 , j und k

an.

Das Kreuzprodukt der GI. (1.1) ergibt dann:



i ]k
dsxV=|dx dy dz

u \% w

(1.4)
—i(wdy-vdz)+judz—wd)+k (vdx—udz)=0
Da der Vektor null sein soll, miissen auch jede seiner Komponenten null sein.
wdy—-vdz=0
udz—wdx=0 (1.5)
vdx—udy=0

Da u, v, und w als Funktionen von x, y und z bekannt sind, kann der Satz von Differential-
gleichungen, Gln. (1.5), integriert werden und es ergibt sich die Stromfunktion f{x,y,z) = 0.

Bild 1.4 demonstriert die physikalische Bedeutung der Gln. (1.5) fiir eine zweidimensiona-
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Bild 1.4  Gleichung einer Stromlinie im zweidimensionalen Raum



1.2 Winkelgeschwindigkeit und Drehung

Wenn dem Fluidvolumen erlaubt wird, sich zu drehen, und wenn weiterhin seine Kontur
sich scheren darf, wiahrend es einer Stromlinie folgt, wird das Konzept der Rotation wich-
tig. Dieses Konzept beinhaltet ein wichtiges Werkzeug zur Losung der stromungsmechani-

schen Gleichungen.

In Bild 1.5 wird ein zweidimensionales Stromungsvolumen beobachtet, das auf seinem
Weg von der unteren linken Seite zur oberen rechten eine translatorische Bewegung aus-

fiihrt, dabei rotiert und dessen begrenzende Seiten scheren.

yA
dy <
du
u+(=—)d
‘(Sy) 4
5
dy
A A Sv Fluid element at
A, C +(5_X dx time t + At
- J
Y
ax
Fluid element at time ¢
> X

Bild 1.5  Rotation und Scherung eines Fluidvolumen wdhrend einer Translationsbewe-

gung

Zum Beispiel sind die sich verdndernden Abstinde des Fluidvolumens 4 und C wihrend

des Zeitelementes A¢ mit der Translationsbewegung zu beschreiben.



Bewegung von A wdhrend At = VvAt=y,

Bewegung von C wéihrend At = Lv + ? dx] At=y,
X

(1.6)

Differenz von A zu C wihrend At = = (v + ? dx] At —v At
X

Die Winkel A, und A6 konnen iiber geometrische Betrachtungen aus Bild 1.5 entnom-

men werden.

[(owoy)dylar _ou
dy dy

At

tan (~A6, )

(1.7)
[(oviox)dx]ar _ov A
dx ox

tan AG, =

Im Fall kleiner Winkel gilt:

(1.8)

Hiermit konnen die Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Linien AB und AC als d@,/dt

und d6&/dt definiert und berechnet werden.

do, _ . A0 __Ou

dt 20 At oy
(1.9)

do, . A8, Ov
= lim =—
dt A0 Af Ox
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Nach einer Definition ist die Winkelgeschwindigkeit in der x—y—Ebene o . des Fluidvolu-

mens der Mittelwert beider Winkelgeschwindigkeiten der Gln. (1.9).
1(do, do,
0, =—|—+—=
2\ dt dt

_1fov_ou
2\ odx Oy

Entlang einer beliebigen Kurve im dreidimensionalen Raum wird die Winkelgeschwindig-

(1.10)

keit ein Vektor @.
o=0,i+0, jto. k (1.11)

Die verbleibenden Betrige der Komponenten des Winkelgeschwindigkeitsvektors @ , und

@, konnen in derselben Weise, wie vorher beschrieben, entwickelt werden.

GeLl|[ DM Vi [gu_aw s [y _u |k (1.12)
2/1\2dy 0oz oz Ox ox Oy

E=2m (1.13)
Damit ergibt sich aus GI. (1.11):
= ow _ov F Ju _ow i+ ov_du i (1.14)
Jy Oz oz Ox ox Oy

In abgekiirzter Vektorschreibweise wird daraus:

E=VxV (1.15)

Als Schlufifolgerung ergibt sich, dafl die Drehung in einem Geschwindigkeitsfeld die Rota-

tion der Geschwindigkeit ist. Das fiihrt zu zwei wichtigen Schliissen:

11



e Wenn an jedem Punkt in der Strémung V x ¥ #0 ist, wird die Strémung rotati-

ons- oder drehungsbehaftet genannt. Das setzt voraus, daf} die Fluidvolumen ei-

ne endliche Winkelgeschwindigkeit haben.

e Wenn an jedem Punkt in der Strémung V x ¥ =0 ist, wird die Strémung rotati-

ons- oder drehungsfrei genannt. Das setzt voraus, daB3 die Fluidvolumen keine
endliche Winkelgeschwindigkeit @ haben, die Strémung verlauft ausschlie3lich

translatorisch.
1.3 Zirkulation

Fiir die Berechnung des Auftriebs ist die Zirkulation eine wichtige GroBe. Thre Definition

ist durch Bild 1.6 gegeben.

ds

[=-fV*ds

A 4

A 4

Bild 1.6 Definition der Zirkulation

C ist eine geschlossene Linie im Stromungsfeld. 7 ist der Geschwindigkeitsvektor und
d s ist ein im Raum gerichtetes Linienelement auf der Linie C. Die Zirkulation I" ist damit

als Linienintegral definierbar.

12



= _§17 -d5s (1.16)

Die Zirkulation hat nicht die Bedeutung, dal sich ein Fluidvolumen auf kreisférmigen
Bahnen bewegen wird. Die Aussage der Gl. (1.16) ist lediglich, da} das Integral endlich

sein kann, wenn die Stromung zirkulationsbehaftet ist.

Mit Hilfe des Stokesschen Theorems ist die Zirkulation auch auf die Drehung zu bezie-

hen.

r=-§v-as=-[[ (vx7)as (1.17)

Diese Gleichung sagt unmittelbar aus, dal keine Zirkulation vorhanden ist, wenn

V xV =0 gilt.

Ein anderes Resultat von GI. (1.17) ist, da3 es eine infinitesimal kleine Zirkulation d7~
existiert, wenn die geschlossene Kurve C aus Bild 1.6 auf eine infinitesimale Grof3e ge-

schrumpft wird.

(1.18)
=—(VxP)-iids
oder
(vxﬁ)-ﬁz—% (1.19)

1.4 Stromfunktion

Die Gleichung fiir die Stromfunktion wurde bereits fiir den zweidimensionalen Raum in

Bild 1.4 und Gl. (1.5) vorgegeben.

dy_» (1.20)

dz u

13



GI. (1.20) kann integriert werden und das ergibt:

flxy)=c (1.21)

Darin ist ¢ eine Integrationskonstante. Die Funktion f(x,y) kann beliebig umbenannt wer-

den, beispielsweise in 7 (x, y), die den Namen Stromfunktion erhalten hat.

w(xy)=c (1.22)

In Bild 1.7 werden zwei verschiedene Stromlinien ¢ = ¢, und ¥ =c, gezeigt.

<

I
K}
<

Bild 1.7 Darstellung zweier unterschiedlicher Stromlinien durch zwei unterschiedliche

Werte der Stromfunktion

Die Differenz zwischen den beiden Werten der Stromfunktionen definiert den Massen-

durchsatz zwischen den zwei eine Stromrohre begrenzenden Stromlinien.

Ay =c, —c, (1.23)

Die beiden Konstanten ¢; und ¢ sind weiterhin willkiirlich.

Aber Ay — was den Massenstrom durch eine Fliche mit einer Einheitstiefe darstellt —

kann auch anders definiert werden, wenn in Bild 1.7 der Abstand An normal zwischen den

14



beiden Stromlinien sehr gering ist und demzufolge die Geschwindigkeit tiber den Abstand

als konstant angenommen werden kann.

A7 = pV An (1.24)
oder

AV Ly (1.25)

An

Hierin bedeutet p die Dichte des Fluids.

a
d
b
Bild 1.8  Massenfluf3 durch An als Summe der Fliisse durch Ax und Ay
Der Grenziibergang von Gl. (1.25) fiir infinitesimal kleines An fiihrt zu:
oV =1im 2 = W (1.26)

In kartesischen Koordinaten wird nach Bild 1.8 der Massenstrom Ay :

15



Ay =pV An

(1.27)
=pudy+p (—V)Ax
Wenn An gegen null geht, geschieht ein Grenziibergang und aus GI. (1.27) wird:
dy =pudy— pvdx (1.28)
Wendet man die Kettenregel auf die Stromfunktion Ay an, dann ergibt das:
dl7:é,—l7dx+é)—l/7dy (1.29)

ox oy

Vergleicht man nun die Koeffizienten von dy in den Gln. (1.28) und (1.29), so erkennt
man, dal} die Ableitungen der Stromfunktion den Geschwindigkeitskomponenten u# und v

multipliziert mit der Dichte p entspricht.

ou= ¥
Oy

(1.30)
oy
vV=——
P ox

Im Fall einer inkompressiblen Stromung ist die Dichte p konstant und eine neue Strom-

funktion kann definiert werden.

(1.31)

<
1}
x ¥

Damit wird aus GI. (1.26):

y2Wwip)_ oy (1.32)
on on

und aus den Gln. (1.30):

16



u=—-
oy
(1.33)
bV
ox

Nimmt man an, da3 die Stromfunktionen fiir kompressible Stromungen  (x,y) oder die

fiir inkompressible y(x,y) innerhalb einer zweidimensionalen Stromung bekannt sind, so

ergeben sich zwei Schliisse:

o w(x,y)=konstant oder w(x,y) = konstant liefert die Gleichungen fiir Stromli-
nien, Gl. (1.22).

e Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors konnen aus der Differentiation

von ¥ (x,y) oder y(x,y) gewonnen werden, GI. (1.33).

1.5 Geschwindigkeitspotential

Die Drehung fiir rotationsfreie Stromungen in jedem Raumpunkt ist gleich null nach

Gl (1.15).
E=VxV =0 (1.34)

Dieses Produkt ist auch null fiir die folgende Vektoridentitdt, wenn der Gradient einer ska-

laren Funktion ¢ eingefiihrt wird.
Vx(Vg)=0 (1.35)

Beim Vergleich der beiden Gln. (1.34) und (1.35) fillt auf, daB fiir drehungsfreie Stromun-
gen eine skalare Funktion ¢ so existiert, dafl ihre Differentiation nach den Raumkoordina-

ten die Geschwindigkeitskomponenten ergeben.
V=V¢ (1.36)

Die skalare Funktion ¢ wird Geschwindigkeitspotential genannt. In einem kartesischen

Koordinatensystem wird daraus:

17



uf+v]+wl€=?f+ﬁ]+é’¢/€

1.37
oy Oz (137)

Nun koénnen die Koeffizienten vor den Einheitsvektoren der Gl. (1.37) verglichen werden.

Das Ergebnis ist:

\
ox
o9
i 1.38
v oy (1.38)
w=2?
oz

Das Geschwindigkeitspotential steht in dem Sinn in Analogie zu der Stromfunktion, als die
Ableitungen von ¢ die Geschwindigkeitskomponenten ergeben. Jedoch sind einige be-

stimmte Unterschiede zwischen ¢ und y zu erkennen.

e Die Geschwindigkeitskomponenten sind durch Differentiation von ¢ nach
derselben Richtung der Geschwindigkeitskomponenten zu erhalten. Fiir y

mul die Differentiation in normaler Richtung dazu stattfinden.

o Das Geschwindigkeitspotential ist ausschlieBlich fiir drehungsfreie Stromun-
gen definiert. Dagegen ist die Stromfunktion fiir drehungsfreie wie fiir dre-

hungsbehaftete Stromungen giiltig.

e Das Geschwindigkeitspotential kann fiir dreidimensionale Stromungen ange-
wendet werden. Die Stromfunktion ist nur fiir zweidimensionale Stromungen

anwendbar.

Fiir drehungsfreie Stromungen muf3 nur eine Gleichung fiir das Geschwindigkeitspotential
¢ gelost werden. Die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich aus Gln. (1.38). Derar-

tige Stromungen werden Potentialstromungen genannt.

18



Zweidimensionale Berechnungsverfahren

2 Zweidimensionale Potentialstromungen

2.1 Reibungsfreie inkompressible Stromungen

Die Annahmen, dall eine Strdmung stationédr, zweidimensional, reibungsfrei und in-
kompressibel sei, vereinfacht die Schwierigkeiten bereits erheblich, die mit der Losung der
Bewegungsgleichungen dieser Stromung verbunden sind. Eine weitere Annahme, nimlich
die der Potentialstromung oder gleichbedeutend der Drehungsfreiheit aus Kapitel 1 geméal
GL. (1.15), ermdglicht eine nochmalige erhebliche Vereinfachung, von der man so oft wie
moglich Gebrauch machen sollte. Vorausgesetzt sei allerdings, dafl das Stromungsproblem
diese Vereinfachungen ertrégt.

Fiir viele praktische Fille liefert die Annahme von Potentialstromungen zufriedenstel-
lende Vorhersagen der Stromungseigenschaften, wenn man sich auferhalb von Grenz-
schichten oder Nachldufen befindet. Insbesondere werden verniinftige Ergebnisse um Kor-
per mit guten aerodynamischen Konturen erzielt, an denen erst am Ende des Korpers Ablo-
sungen auftreten.

Ziemlich gute Ubereinstimmungen von Messungen und Berechnungen von Geschwin-
digkeits- und Druckfeldern konnen daher fiir Umstromungen von Tragfliigelprofilen er-
wartet werden. Der Anwendung auf Profile wird deshalb hier besondere Bedeutung beige-
messen.

Die Vereinfachungen, die durch die Annahme von Potentialstrémungen entstehen, wer-
den im Weiteren demonstriert. Die Kontinuitdtsgleichung und die Navier—Stokes Glei-

chungen reduzieren sich im Fall stationérer, zweidimensionaler Stromungen fiir ein rei-
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bungsfreies und inkompressibles Fluid ohne sonstige Volumenkrifte auf die Kontinuitéts-
gleichung und die beiden Bewegungsgleichungen in x— und y—Richtung, die sogenannten

Euler—Gleichungen:

Kontinuitdtsgleichung

du Ov

—+—=0 2.1
ox Oy 1)

Euler—Gleichungen:
Bewegungsgleichung in x—Richtung

ou, ou__10p

u v -—— (2.2)
Ox oy p Ox
Bewegungsgleichung in y—Richtung

ox ﬁ_y p oy

Fiir die drei unbekannten GroB3en u, v und p, welche die Geschwindigkeitskomponenten in
den x— und y—Richtungen und den Druck darstellen, stehen drei Gleichungen zur Verfii-
gung.

Obwohl die stromungsmechanischen Gleichungen, Gln. (2.1) bis (2.3), schon sehr ver-
einfacht sind, ist ihre Losung fiir den allgemeinen Fall dennoch sehr aufwendig.

Die bereits besprochene Annahme der Drehungsfreiheit erlaubt eine weitere Reduktion
des Losungsaufwands.

du Ov

ar_a7 2.4
oy Ox 24)

Diese Gleichung wird bendtigt, um nach Addition der Gl. (2.2) multipliziert mit dx und

Gl. (2.3) multipliziert mit dy eine weitere Vereinfachung zu erzielen.

u@+vﬁ dx+ uﬁ+vﬁ a’yz—l é’—pdx+é,—pdy
ox oy ox oy 0

(2.5)

20



Gl. (2.4) wird dann in GI. (2.5) eingesetzt.

(u%+v§de+(uﬁ+vﬁjdy:”d”+Vdv

X X y oy
(2.6)
Yo,
Das ergibt zusammengefaft:
1 1
—d(u*+v')=——d 2.7
ydlutert)==—dp @7)
oder auch in Integralform geschrieben:
g(uz +v2)+p=§V£ + p., = konstant (2.8)

Gl. (2.7) wird auch Euler—Gleichung genannt und GI. (2.8), die integrierte Form davon
Bernoulli-Gleichung. Die Konstante in Gl. (2.8) hat ein und denselben Wert im gesamten
Stromungsfeld.

Die Gln. (2.1) und (2.4) sind kinematische Gleichungen, die nur die beiden unbekannten
GroBen u und v enthalten. Das gesamte Stromungsfeld ist somit bekannt, wenn nur diese
beiden Gleichungen gelost werden. Sehr niitzliche Methoden zur Losung dieser Gleichun-
gen werden im Folgenden aufgezeigt werden.

Nachdem # und v bestimmt worden sind, werden sie in die Bernoulli-Gleichung,
Gl. (2.8) eingesetzt und fiihren zur Bestimmung des Druckes p. Aus diesem Grund wird in
den folgenden Abschnitten besonderer Wert auf die Losung der kinematischen Gleichun-

gen gelegt.
2.2 Komplexes Potential

Auch in diesem Abschnitt wird die Annahmen stationdrer, zweidimensionaler, reibungs-
freier und inkompressibeler Stromung gemacht. Somit kann das Stromungsfeld durch die
kinematischen Gleichungen, die Kontinuitétsgleichung gemif GI. (2.1) und die Bedingung
der Drehungsfreiheit nach Gl. (2.4), vollstindig bestimmt werden.

Die Kontinuititsgleichung kann durch Einfiihren der Stromfunktion, Gl. (1.33), erfiillt

werden.
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2.9)

Diese Gleichungen werden in die Bedingung fiir die Drehungsfreiheit, Gl. (2.4), eingesetzt.

521//+§2w

oty =0=V’y (2.10)

Andererseits wird die Gleichung fiir die Drehungsfreiheit durch die Einflihrung eines Ge-

schwindigkeitspotentials, Gl. (1.38), erfiillt.

)
ox
(2.11)
L9
oy

Diese Gleichungen werden dann in die Kontinuitdtsgleichung, GI. (2.1), eingesetzt.

o9, 79
ox*  o0y°

=0=V’¢ (2.12)

Beide Gleichungen, Gl. (2.10) und Gl. (2.12), sind Laplace—Gleichungen.

Nun wird eine komplexe Funktion betrachtet.
w=f(2)=f(x+iy) (2.13)
mit
z=x4+1iy (2.14)

Erste und zweite partielle Ableitungen nach den unabhingigen Variablen x und y der kom-
plexen Funktion, GI. (2.13), sind:
ow_dwdz _dw , (2.15)
ox dz Ox dz
é’zw_ dzwé_ dzw.
ox* dz* ox dz’

(2.16)
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und

ﬁw_dwﬁ_dw.,

A =] (2.17)
oy dz Jy dz

é’zw_dzw .0z _dzw

] —=
oy* dz* Jdy dz’

(2.18)

Wenn GIn. (2.16) und (2.18) addiert werden, ergibt sich wiederum eine Laplace—
Gleichung.

2w O*w
> TS 2=
ox oy

0=V’w (2.19)

Damit diese Gleichung erfiillt ist, miissen sowohl der Real- als auch der Imagindrteil der
komplexen Funktion w(z), Gl. (2.13), diese Laplace—Gleichung, Gl. (2.19), erfiillen.

Wenn dann die folgende Annahme fiir die komplexe Funktion gemacht wird,
w=g+iy (2.20)

miissen beide Bedingungen, V’¢ = 0 und V°y = 0, giiltig sein, um die Laplace-Gleichung
fiir w(z), Gl. (2.19), zu erfiillen.
Weiterhin gilt nach Umschreiben iiber die Gln. (2.15) und (2.17):

dw_ow_2¢ v

(2.21)
dz OJx Jx  Ox
dw_10w 104 .oy 022
dz iJdy idy Oy
Vergleicht man die Real- und Imaginirteile, so erhdlt man:
99 _v_, (2.23)
ox Oy
o9p__v_, (2.24)
oy ox

Diese Gleichungen werden Cauchy—Riemann—Differentialgleichungen genannt. Sie zeigen,

daf} die Real- und Imaginirteile der komplexen analytischen Funktion w(z) als das Ge-
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schwindigkeitspotential ¢ und die Stromfunktion y fir zweidimensionale, reibungsfreie,
inkompressible und drehungsfreie Stromungen interpretiert werden konnen.

Gl. (2.20) wird das komplexe Potential genannt. Analytische Funktionen wie z =x + iy
konnen dazu benutzt werden, das Geschwindigkeitspotential und die Stromfunktion zu
beschreiben. Als zusitzliche Bedingung muf3 gelten, da8 w(z) endlich, zusammenhédngend
und eindeutig iiber das Gebiet sein muB, so dal &"w/2z" fiir alle & z einen Grenzwert er-
reicht.

Weitere wichtige Beziehungen zwischen verwandten Koordinatensystemen, wie dem
kartesischen Koordinatensystem und dem Polarkoordinatensystem dienen einer leichteren
Losungszuginglichkeit.

Solche Beziehungen entstehen iiber Gl. (2.21).

dw _dw

ar_ 2.25
Ox dz ( )

Mit Hilfe der Cauchy—Riemannschen Beziehungen, Gln. (2.23) und (2.24), entsteht auch:

dw _0¢ .oV _, ., (2.26)
dz Ox Ox

Dasselbe 146t sich auch fiir das im Folgenden haufig verwendete Polarkoordinatensystem

entwickeln.
Aus der Beziehung
oW _ o dW (2.27)
or dz
mit
z=re" (2.28)
ergibt sich:
AL LA, (2.29)
dz Or or
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Hierin sind die neuen unabhéngigen Variablen 7 als die Radial- und @ als die Umfangsko-
ordinate des Polarkoordinatensystems zu interpretieren. Die zugehorigen Geschwindig-
keitskomponenten sind u, und uy, die auf die Polarkoordinatenachsen abgebildet sind.

Daraus konnen die folgenden allgemeinen Bemerkungen getroffen werden:

e Jede zweidimensionale, reibungsfreie, inkompressible und drehungsfreie
Stromung hat ein Geschwindigkeitspotential und eine Stromfunktion, die bei-
de die Laplace—Gleichung erfiillen.

o Umgekehrt repriasentiert jede Losung der Laplace—Gleichung das Geschwin-

digkeitspotential und die Stromfunktion einer solchen Stromung.

Diese Beziehungen fiihren zu zwei Vorteilen:

e Viele Losungen der Laplace—Gleichung sind bekannt.
e Da die Laplace—Gleichung eine lineare, partielle Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung ist, wird die Summe partikuldrer Losungen auch zu einer Losung

der Gleichung.

Somit kann ein kompliziertes Stromungsfeld durch eine Summe von elementaren Stro-
mungen zusammengesetzt werden. Die Anwendung der oben genannten Vorteile ist die
Strategie zur Behandlung zweidimensionaler Potentialstromungen.

Der passende Losungsablauf ergibt sich wie folgt:

e die Entwicklung von Ldsungen flir einige grundlegende Stromungen, die
selbstindig nicht notwendigerweise fiir praktische Strémungen sinnvoll er-
scheinen.

e die Superposition dieser grundlegenden Stromungen auf verschiedene Wei-
sen, so daf} das resultierende Stromungsfeld den praktischen Strémungen und

der Summe der partikuldren Losungen entspricht:

p=¢, +P, +..+ ¢,
(2.30)

Y=y, ty¥y,+.. 1y,
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e die Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten u# und v unter Verwen-
dung der Beziehungen fiir kartesische und fiir Polarkoordinatensysteme:
u=90_ov
Ox Oy
(2.31)
_op__ oy

oy ox
oder

y =20 _1ov
" or r oo
(2.32)

L _10__ov
)= =
r 00 or

e die Berechnung des Druckes p iiber die Bernoulli-Gleichung:

0

p+§(u2 +v2):konstant:pw +%V2 (2.33)

In diesem Abschnitt wurde die komplexe Funktion als Mittel eingefiihrt, Losungen der
Laplace—Gleichung fiir komplizierte Strémungen zu erzielen. Nun werden in diesem Sinn

einige grundlegende, elementare Stromungsformen diskutiert.

2.3 Elementare Stromungen

2.3.1 Parallelstromung

In Bild 2.1 wird als erstes eine Parallelstromung mit der Geschwindigkeit V., unter dem
Anstellwinkel o dargestellt. Sie wird in einem kartesischen Koordinatensystem mit der

Abszisse x als realer Koordinate und der Ordinate iy als der imagindren Koordinate gemes-

sen. Darin ist 7 die imaginédre Zahl i =,/ —1.
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Bild 2.1  Parallelstromung

Somit wird im Bild 2.1 eine komplexe Ebene abgebildet. Das zu dieser Stromung gehorige

komplexe Potential lautet:

w=V_e .z (2.34)

dw -
—=V_e" 2.35
e (2.35)
Mit Gl. (2.26) ergibt sich daraus:
dw .
—=u—1iv
dz
=V e ™ (2.36)

=V, (cosa —isina)

Indem man die Imaginér- und die Realteile innerhalb der Gl. (2.36) vergleicht, erhélt man

die Geschwindigkeitskomponenten u und v des Geschwindigkeitsvektors V...

u="V,_ cosa
(2.37)

v=V_sina
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2.3.2 Quellen- und Senkenstromungen

Eine zweidimensionale Quellenstrémung an der rdumlichen Position zy wird in Bild 2.2
dargestellt. Die Quellenstérke, die den Volumenstrom dieser Quelle in einem Einheitsmal-

stab angibt, wird mit o beschrieben.

¥

Bild 2.2 Quellenstromung

Fiir das komplexe Potential wird angenommen:

w:iln(z—zo) (2.38)
2z

zg ist das Zentrum der Quelle und z ist ein beliebiger Punkt im Koordinatensystem. Folg-
lich beschreibt die Differenz ( z — zy ) den Abstand zwischen dem Quellenzentrum und dem

Aufpunkt z, an dem die induzierte Geschwindigkeit der Quelle angezeigt werden soll.
Nach der Ableitung von GlI. (2.38) nach dz wird daraus:

dw___ o

dz 2« (z—-2z,) (239)

Das komplexe Potential in Gl. (2.38) kann auch fiir das Polarkoordinatensystem umge-

schrieben werden.
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w=-"{(Inr+i@) (2.40)
2

=fp+iy
Vergleicht man den Real- und den Imaginérteil, so erhdlt man fiir das Geschwindigkeitspo-

tential ¢ und fiir die Stromfunktion y die Ausdriicke:

o
=—7In
¢ 27 g
(2.41)
o
=—40
v 27

GemilB den Gleichungen, Gln. (2.32), ergeben sich aus den Ableitungen des Geschwindig-
keitspotentials ¢ und der Stromfunktion y nach den Raumkoordinaten » und @ die Ge-
schwindigkeitskomponenten im Polarkoordinatensystem. In diesem Fall werden die Poten-

tialfunktion und die Stromfunktion in GI. (2.41) nach Jr abgeleitet.

_o0p_ o
" Oor 2mr
(2.42)
o
uez—ﬂ—l/:zo

Hier ist die Umfangskomponente der Geschwindigkeit uy gleich null. Es entspricht den
Vorstellungen zu einer Quellenstrdmung, die nur in radialer Richtung verlaufen kann.
Es ist zu beachten, dal die Geschwindigkeitskomponente u, nach Bild 2.2 die radiale
Komponente und die Geschwindigkeitskomponente uy die Umfangskomponente des Ge-
schwindigkeitsvektors einer Quellenstromung bezeichnen.

Senkenstromungen sind lediglich negative Quellenstromungen. Beide Stromungen stel-
len elementare Stromungen dar, die auf Singularititen basieren. Das bedeutet, daf sie die
Kontinuitatsgleichung nicht am Ort z, erfiillen, zumal dort die Geschwindigkeit unendlich

grof ist.
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2.3.3 Dipolstromung

Nun wird eine Dipolstromung der Starke x an der raumlichen Stelle z = z) angenommen.
Bild 2.3 beschreibt eine Dipolstromung aus einer Quellen- und einer Senkenstromung, die

sich in einem Abstand / unter dem Winkel & zur x—Achse befinden.

Bild 2.3 Darstellung der Lage einer Quelle und einer Senke zur Bildung eines Dipols

Die Dipolstiarke wird durch den folgenden Ansatz definiert:
U =0 -1 =konstant fiir [—>0 (2.43)
Die Quelle sowie die Senke besitzen beide dieselbe Stirke o, sie sind nur mit unterschied-

lichem Vorzeichen versehen. Der Dipol ist, wie aus Gl. (2.43) zu entnehmen ist, eine wei-

tere singuldre Stromung. Thr komplexes Potential wird angenommen zu:

ue
wW=——"" 2.44
2 (z -z, ) (2.44)
Die Ableitung nach dz ergibt:
dw___ Hem (2.45)

dz 27(z—z,)

Fiir « = 0 und zy = 0 vereinfacht sich Gl. (2.44) zu:

w=-t —griy (2.46)
27w z
mit
z=re" (2.47)
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Damit wird aus GI. (2.46):

=_£ [cos@—isiné’]
2w r

(2.48)

Der Koeffizientenvergleich der Gln. (2.46) und (2.48) liefert das Geschwindigkeitspotenti-

al und die Stromfunktion:

7]
= cos @
¢ 2w r
v=- H sing
2w r

Die Geschwindigkeitskomponenten werden nach entsprechender Differentiation:

_o¢___H

u, = - 5 cos 0
or 2 r

u€=§—w=— ’uzsinﬁ
or 2rr

(2.49)

(2.50)

Fiir den Fall & = 0 und zy, = 0 werden die Strom- und Potentiallinien eines Dipols in

Bild 2.4 beschrieben. Die darin gezeigten Equipotential- und Stromlinien sind Kreise, was

beispielsweise aus Gl. (2.49) zu entnehmen ist, weil ¢ = konstant = ¢; gilt.

r= H cos@=Dcosé
2 @,

D ist der Durchmesser des Kreises. Gl. (2.51) stellt eine Kreisfunktion dar.
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Bild 2.4  Strom- und Potentiallinien einer Dipolstromung fiir o = 0 und zp = 0

Der allgemeine Fall fiir & # 0 und zy # 0 kann ebenso leicht behandelt werden, wenn man

in Gl. (2.44) lediglich setzt:

z—z,=re"’ (2.52)

2.3.4 Potentialwirbelstromung

Ein Potentialwirbel mit der Stdrke / liege im Koordinatensystem an der Stelle z = z). Wei-

terhin sei seine positive Drehrichtung im Uhrzeigersinn definiert, Bild 2.5.

¥

/ | \
I X

Bild 2.5  Potentialwirbelstromung
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Das zugehorige komplexe Potential lautet:

w="L 1 (z-z,) (2.53)
2

Nach der Ableitung nach dz ergibt sich daraus:

dw _ i

dz 27(z - z,) (234)

Zur Vereinfachung liegt der Ursprung auf zy = 0. Es wird dieselbe Vorgehensweise wie in
Abschnitt 2.3.2 fiir die Quellenstromung gewihlt, das heif3it, das Geschwindigkeitspotential

und die Stromfunktion des Potentialwirbels lauten:

r
7="5.°
(2.55)
1//=£lnr
2r

Die Differentiation von Gl. (2.55) fiihrt zu den Geschwindigkeitskomponenten im Polar-

koordinatensystem.
u, = s =0
or
(2.56)
oy r
u€ = —— = —
or 2rr

Die Radialkomponente der Geschwindigkeit u, existiert nicht, es gibt nur eine Umfangs-
komponente.

Fir zp #0 sollte wiederum Gl. (2.40) benutzt werden, es ergibt sich dasselbe Ergebnis
wie Gl. (2.56), wenn man nur bedenkt, da3 » nicht mehr vom Ursprung des Koordinaten-

systems aus zdhlt.

2.3.5 Wirbelschichtstromung

Die Wirbelstirke yx) einer Wirbelschicht entlang der x—Achse von x = x; bis x = x; sei

eine beliebige Funktion von x. Solch eine Wirbelschicht ist in Bild 2.6 wiedergegeben.
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Hierin stehen die Elementarwirbel senkrecht zur Bildebene geméfl dem Potentialwirbel aus

Bild 2.5. Die Zirkulation eines Elementes einer Wirbelschicht hat die Definition:

dl =y(x)dx (2.57)

Bild 2.6 Wirbelschichtstromung

Das komplexe Potential ist daher das Integral iiber die Einzelbeitrdge der Elemente d7;

also wird mit GI. (2.53), die das komplexe Potential fiir einen Potentialwirbel beschreibt:
i

w=—
27
Ral

y(x) In(z - x)dx (2.58)

Die Ableitung dieses komplexen Potentials liefert folglich:

dw_ 1 | £ () 4 (2.59)
dz 2z (z-x)
Der Wert der Funktion z beschreibt einen Punkt im Raum, der fest liegt und nicht von x
abhingig ist.
Im speziellen Fall fiir yx) = konstant reduziert sich die Gl. (2.59).
dw iy T dx iy

Y (Z_xl)
Gox) 27 "(zox,) (2.60)

E_Zﬂ' 5

Wenn man fiir die rdumlichen Abstidnde das Folgende setzt:
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Fon=pe 2.61)

Z-x,=p, "
und diese in GI. (2.60) einfiigt, so findet man:
dw_iy . pe”

dz 2r  p,e”

:i—y{lnﬂ+i(ﬁl—ﬁz)}

27 P>
(2.62)
=L (9,-0)+ L m2
2r 2 p,
=u—iv

Es zeigt sich, daB die Geschwindigkeitskomponenten fiir eine Wirbelschichtstromung in
jedem Punkt z nach dem Koeffizientenvergleich des Real- und des Imaginirteils in den

letzten beiden Zeilen von Gl. (2.62) sind:

u= é (92 -6, )
(2.63)
% - ln&
27 p,

Sehr nah an der Wirbelschicht wird aus der parallelen Geschwindigkeitskomponente u:

fiir iy 2 0 0,-6 > =«
Siir iy < 0 0,-0 >-n
u(iy—)iO)zir% (2.64)

Aus GL. (2.64) ist zu entnehmen, daB {iber die Wirbelschicht hinweg ein Sprung in der Ge-
schwindigkeitskomponente u dergestalt entsteht, da3 die Stirke der Wirbelschicht dquiva-
lent der Geschwindigkeitsdiskontinuitit {iber die Schicht hinweg Au = y wird.

Links und rechts von der Wirbelschicht entlang der x—Achse fiir i y = 0 ergibt sich ande-

rerseits fiir die Geschwindigkeitskomponente u:
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0,-6,—0

u=0 (2.65)

Fir die Normalgeschwindigkeitskomponente v ergibt sich in der Symmetrielinie bei

x =% (x; +x;)nach Gl. (2.63) der Wert v = 0.
2.4 Superpositionsprinzip

Wie bereits erwdhnt wurde, ist die Summe partikuldrer Losungen der Laplace—Gleichung
ebenso eine Losung dieser Gleichung. Das liegt an der Tatsache, da3 diese Differential-
gleichung linear und zweiter Ordnung ist.

Aus dem vorhergehenden Abschnitt ist bekannt, dal die Losungen fiir die Parallelstro-
mung, fiir die Quellen- und Senkenstromung, fiir die Dipol-, fiir die Potential- und Wirbel-
schichtstromungen allesamt iiber das komplexe Potential w Losungen der zugehdrigen
Laplace—Gleichung sind. Daraus ergibt sich, dal die Losung fiir die Parallelstrémung zu
der Losung der Quellen- oder Senkenstromung addiert, beziechungsweise superponiert
werden kann. Dieses Superpositionsprinzip kann daher zu praktisch interessierenden Stro-
mungen fiihren. Insbesondere sind das Stromungen in der Aerodynamik wie die Umstro-
mung von Flugkorpern oder Tragfliigelprofilen. In den néchsten Abschnitten wird das Su-
perpositionsprinzip zu diesem Zweck angewendet und néher illustriert. Zunichst miissen
erst die Randbedingungen in reibungsfreier Stromung um Korper mit festen Wanden niher
diskutiert werden.

In Bild 2.7 erkennt man, dafl die Oberfliche des Tragfliigelprofils durch Stromlinien
begrenzt werden. Entlang dieser Stromlinien verlduft der Geschwindigkeitsvektor parallel,
also tangential. Weiterhin zeichnet die Stromlinien aus, daB sie sich nicht kreuzen konnen.
Daraus folgt, daB3 keine Stromung in das Profil eindringen kann und folglich die Oberfla-

che wie gesagt einer Stromlinie entspricht.
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Bild 2.7 Stromlinien um ein Tragfliigelprofil mit dem Anstellwinkel «

Die Gleichung fiir eine solche begrenzende Stromlinie an der Tragfliigelberandung lautet

geméal Gln. (1.20) und (1.22):

(2.66)

Die Randbedingungen weit entfernt von dem Tragfliigelprofil entsprechen den Bedingun-
gen der unter dem Winkel o angestellten Parallelstromung.
u=u,=V_cosa

(2.67)

v=v, =V _sina

Der Index oo bezeichnet die Zustéinde der Stromung im Unendlichen, genauer im Fernfeld
des Profils.
Im Folgenden werden einige Beispiele des Superpositionsprinzips von elementaren sin-

guldren Stromungen im Detail beschrieben.

2.4.1 Quelle in einer Parallelstromung

Eine Quelle liegt im Ursprung des kartesischen Koordinatensystems und die Parallelstro-

mung verlduft parallel zur x—Achse. Bild 2.8 zeigt diese Stromungskombination.
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ly

y=r sin®

Bild 2.8  Quellenstromung in einer Parallelstrémung

Das komplexe Potential w dieser Stromungen setzt sich nach dem Superpositionsprinzip

aus den folgenden Anteilen zusammen:

W:sz+£lnz (2.68)
2r
Die Ableitung nach dz wird:
aw_y .9 (2.69)

dz ° 2rz

Ausgehend von den Gln. (2.20) und (2.28) ergibt sich das Geschwindigkeitspotential ¢ und

die Stromfunktion y zu:

¢=wa+ilnr:Vwrcose+£lnr
2r 2r

(2.70)

1//=wa+£t9 :Vwrsin0+£9
2r 2r

Nach den Ableitungsvorschriften, Gl. (2.32), erhdlt man fiir die Geschwindigkeitskompo-

nenten:
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u, = 99 _ v _ V, cos @+
or roé 2w r

(2.71)
Uy, 2—2—1/:=%=—Vw sin &

Das Ergebnis ist in Bild 2.8 dargestellt. Es ist erkennbar, da3 die Quellenstromung die Pa-
rallelstromung ablenkt. In dieser superponierten Stromung existiert ein Punkt auf der
x—Achse, in dem die Geschwindigkeit null herrscht. An diesem Punkt, dem sogenannten
Staupunkt, trennen sich die Stromlinien in eine obere und eine untere. Staupunkte sind die
einzigen Punkte im Stromungsfeld an denen zwei Stromlinien gleichzeitig existieren kon-
nen. Sie kommen entweder dort zusammen und bilden einen Staupunkt wie am hinteren
Ende eines umstromten Korpers oder sie trennen sich am Auftreffpunkt der Stromung auf
diesen Korper.

Die von dem vorderen Staupunkt ausgehenden Stromlinien in Bild 2.8 kdnnen auch als
Korperkontur eines halbunendlichen, zweidimensionalen Korpers gewertet werden, da
definitionsgemdl keine Stromung durch sie hindurchtreten darf. Insofern, was die Ent-
wicklung der Stromung auflerhalb der begrenzenden Stromlinien betrifft, kann das gesamte
innenliegende Stromungsfeld durch einen festen Korper gleicher Kontur ersetzt werden.
Dieser Korper ist also durch die Wandstromlinien gegeben. Nun kann bei gegebener Quel-
lenstirke o die Lage des vorderen Staupunktes berechnet werden, indem man GI. (2.69)

zu null setzt, denn die Geschwindigkeit muf3 im Staupunkt auch den Wert null annehmen.

aw =V, + g
dz 2wz,
(2.72)
=u—iv=0
Hierin ist die Lage des Staupunktes z,:
Zst = ‘xst + l yst (273)

Aus Symmetriebetrachtungen mit Hilfe von Bild 2.8 ergibt sich flir die geometrischen

GroBen des Staupunktes:
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<0 (2.74)

___ ©
Y27V,
(2.75)
Yy =0
Der Wert der Stromfunktion im Staupunkt ist durch Gl. (2. 70) mit 6, = 7 gegeben.
o
y/st = 3 (2.76)

Da entlang einer Stromlinie y =konstant gilt, kann man die Kontur durch Einsetzen von

Gl. (2.76) in GI. (2.70) errechnen. Zunéchst ergibt sich:

o o

—=V y+—0 2.77
> Ve y (2.77)
Aufgelost nach der abhingigen Variablen y beschreibt Gl. (2.77) die Korperkontur des

halbunendlichen Korpers.

y:rsinﬁz%[l—gj (2.78)

0

Das gilt fiir den Bereich 0 <6 <2
Diese Kontur bildet einen halbunendlichen Kdorper ab, der sich in positiver x—Richtung
bis ins Unendliche ausdehnt und dabei eine endliche Ausdehnung in y—Richtung oder Di-

cke d, bei @ = 0 besitzt.

d =2y, :Vi (2.79)

0

Ein weiteres Beispiel dieser Art nach dem Superpositionsprinzip ist eine Quelle und eine

Senke innerhalb einer Parallelstromung.
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2.4.2 Quelle und Senke in einer Parallelstromung

Dieses Beispiel zum Superpositionsprinzip zeigt eine Quellen- und eine Senkenstromung
gemeinsam eingebettet in einer Parallelstromung, die ohne Anstellwinkel in Richtung der
x—Achse verlauft. Wie in Bild 2.9 dargestellt sind die Singularititen symmetrisch um die
y—Achse auf x = 0 angeordnet. Die Quelle mit der Stirke o liegt bei x = - » und die

Senke gleicher Stirke o bei x = + b.

Bild 2.9  Quellen- und Senkenstromung in einer Parallelstromung

Mit Gl. (2.34) fiir das komplexe Potential einer Parallelstromung und mit GI. (2.38) fiir das
komplexe Potential einer Quelle bei z) = - b und einer Senke bei zy = + b mit negativ
gleicher Stirke o schreibt sich das zusammengesetzte komplexe Potential:

w=sz+%[ln(z+b)—ln(z—b)]

(2.80)

=Vooz+i In (+0)
27 (z-b)

Die Ableitung des zusammengesetzten komplexen Potentials ergibt einen Schritt zu der

Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten.
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dw o 1 1
—=V_ +— -
dz 2\ z+b z-b

(2.81)
_y o b
rzt=b’
Zur vereinfachten geometrischen Beschreibung werden einige Grof3en ersetzt.
z+b=p, e
z—b=p,e” (2.82)
Z=r e’ﬂ

Die zusammengesetzte Stromfunktion folgt aus Gl. (2.20) und speziell fiir die Singularita-

ten nach GI. (2.41).

o2 o2
=V rsim@+—6 ——0
4 ® g Vg 2
(2.83)

=ersin6’+£(<91 -0,)
2

Bild 2.9 zeigt, da3 zwei Staupunkte auf der x—Achse fiir y = 0 liegen. Fiir diese gilt:

0,=0,,=0

st~ Ylst 25t 0 Oder s

Das bewirkt, da3 Gl. (2.83) zu null wird und damit die geometrische Kontur der vorgestell-

ten Stromung berechnet werden kann.

o
2z V

o0

(6,-0,) (2.84)

y=rsinf=

Die geschlossene Kurve, die sich aus Gl. (2.84) beschreiben 14Bt, wird Rankine—Oval ge-
nannt, Bild 2.9.
Die Position der beiden Staupunkte berechnet man, indem man GI. (2.81) zu null setzt,

denn die Geschwindigkeit muf3 in beiden Punkten verschwinden.

ooy 2D

2 2
dz 7w x,—b

(2.85)

Diese Gleichung kann dann nach x hin aufgelost werden.
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-+ |27 4 p? (2.86)

Das néchste Beispiel betrachtet einen Dipol in einer Parallelstromung.

2.4.3 Dipol in einer Parallelstromung

Die Definition eines Dipols wurde in Abschnitt 2.3.3 gegeben. Ein solcher Dipol mit der
Starke u liege nun innerhalb einer zur x—Achse parallel verlaufenden Grundstromung nach

Bild 2.10.
Iy

/_\

==
&—

\
&/

Bild 2.10  Dipolstromung in einer Parallelstrémung

Diese Stromung wird durch Gln. (2.34) und (2.44) iiber deren komplexes Potential model-

liert.
a2
w=V, z+-H :Vm(z+—j (2.87)
27wz z
Hierin bedeutet.
at = H
2r 'V,

Mit der Abkiirzung a und der Ableitung nach dz wird daraus:

aw_y (1 _ﬁj (2.88)
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Die Giiltigkeit der vorgenannten Gleichung ist gewihrt, wenn « = 0 und der Ursprung des
Dipols bei zp = 0 nach Gl. (2.44) liegt und die Grundstrdomung parallel zur x—Achse ver-
lauft.

Setzt man Gl. (2.88) zu null, kann die Lage der beiden Staupunkte ermittelt werden.

z, =ta (2.89)

st

Das Geschwindigkeitspotential ¢ und die Stromfunktion y kénnen entwickelt werden,

wenn man GI. (2.87) durch die folgende geometrische Grof3e ersetzt:

z=re"

wegtiy (2.90)

r

2
=V, [r(cos 0 +isin 9)+a—(c0s 0 —isin 0)}
Der Koeffizientenvergleich ergibt:

2
o=V, (r+a—jcosﬁ

P
(2.91)

2
=V, (r—a—jcosﬁ
r

Setzt man in GI. (2.91) fiir » = @ wird der Wert der Stromfunktion gleich null, = 0. Das
formt eine geschlossene Kurve, nimlich einen Kreis, der nach Gl. (2.89) durch die Stau-
punkte verlauft.

Die Funktion der Stromlinie, die den Dipol von der umgebenden Stromung trennt, lautet

dann:
z=ae"” (2.92)

Die Geschwindigkeitskomponenten werden durch Anwendung der Gl. (2.32) berechenbar.
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oy oo
" rol Or

2
=V, (l—aT]cosﬁ
r

(2.93)
__dv_ o
© or roo
aZ
==V, (1+—2Jsin9
r
Fiir die Korperkontur, die bei » = a liegt, folgt:
u, =0
(2.94)
u,=—2V_sin@

Das Ergebnis in Gl. (2.94) beschreibt eine Potentialstromung um einen Kreiszylinder mit
dem Radius a in einer parallelen Grundstromung. Damit ist ein wohlbekanntes Ergebnis
geliefert, das oft als &uBere Randbedingung fiir Grenzschichtberechnungen — also rei-
bungsbehaftete Stromungsberechnungen an Kreiszylindern — dient.

Ein identisches Ergebnis fiir die radiale Geschwindigkeitskomponente u, und die tangen-
tiale uy kann natiirlich auch iiber die Gl. (2.29) erzielt werden.

o 4w
dz

=u, —iu,

2
a g 0
sz(l—Te ljel
r

Ebenso 148t sich das Ergebnis gewinnen, indem man direkt die Geschwindigkeitsfelder fiir

(2.95)

die Parallelstromung, Gl. (2.36), und fiir die Dipolstromung, Gl. (2.50), kombiniert.
SchlieBt die freie Anstromung und die x—Achse einen Winkel & ein, dann wird das kom-

plexe Potential dieser zusammengesetzten Stromung;:

45



(2.96)

r

2
=V (reiw—a) +a_e—i(6’—a)J

Das Ergebnis dieser Stromung ist in Bild 2.11 dargestellt. Es ist zu erkennen, daf3 das ge-
samte Feld lediglich um den Anstellwinkel o gedreht ist und dafl der Winkel & durch

iy/
———

(@- a) zu ersetzen ist.

L
}/
—

Bild 2.11 Dipolstromung in einer um den Winkel a angestellten Parallelstromung

2.4.4 Dipol und Potentialwirbel in einer Parallelstromung

In Bild 2.12 ist ein Dipol der Stirke x und ein Potentialwirbel der Stirke /" im Ursprung
des kartesischen Koordinatensystems eingebettet in eine der x—Achse parallel laufenden

Grundstrdomung zu finden.
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Bild 2.12  Dipol- und Potentialwirbelstromung in einer Parallelstromung

mitl'=4xVer

Das komplexe Potential dieser Kombination besteht aus Gl. (2.53) fiir den Potentialwirbel

und aus GI. (2.87) fiir den Dipol in einer Parallelstromung.

2 .
w=Vm(z+a—J+£1nz 2.97)
z 2r
Nach Ableitung wird daraus:
2 .
v _y [ L (2.98)
dz z 2r z

Der Kreis z = a ¢/’ mit dem Radius o’ = w/( 2x V) beschreibt wiederum eine Stromlinie,
da fiir den reinen Potentialwirbel die Stromlinien auch Kreise waren.

Die Addition beider Teile der Stromfunktionen aus Gl. (2.55) fiir die reine Potentialwir-
belstromung und aus GI. (2.91) fiir die Dipolstromung kombiniert mit der Parallelstrémung

fihrt auf die neue Stromfunktion.

2
W=V, sin@[r—%j+%lnr (2.99)

Auf dem Kreis, der die Zylinderoberfliche beschreibt, wird der Wert der Stromfunktion,
Gl. (2.99):
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l//:zilnr (2.100)
V4

Wie bereits frither beschrieben, konnen die Geschwindigkeitskomponenten aus der Strom-

funktion ermittelt werden.

w0 dw
dz

u, —iu,=e

(2.101)

2 .
=V, [ei‘g —a—e_’pj+ ir

P 2w r

Durch den Koeffizientenvergleich von Real- und Imaginirteil folgt fiir die Geschwindig-

2
u, =V, cos&(l—a—zj
r

2
: r
u,=-V, (1+a—2]sm9—

r 2w r

keitskomponenten:

(2.102)

Fiir den Kreis mit dem Radius » = a, der die Oberfliche des Kreiszylinders umschreibt,

gilt:

(2.103)

u,=—2V,_sinf -

2w a
Wenn in der letzten Gleichung uy zu null gesetzt wird, so mul3 die Lage der beiden Stau-

punkte ermittelbar sein.

r
4ralV,

sin @, =— (2.104)

Da dieser Ausdruck negativ ist, werden sich die Staupunkte im dritten und vierten Quad-
ranten des Koordinatensystems befinden. Das gilt nur unter der Voraussetzung, daf3 der
Wert kleiner als eins ist. In diesem Fall wird eine Stromung um einen Korper mit Auftrieb
fiir den Wert der Zirkulation /" <4 7 V., r beschrieben. Ist er direkt eins, so fallen die bei-

den Staupunkte an der Stelle & = - /2 aufeinander, Bild 2.13.
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Wenn der Wert von GI. (2.104) dagegen grofer als eins wird, entfdllt das Ergebnis fiir
eine physikalische Bedeutung, Bild 2.14. In diesem Fall muf3 Gl. (2.102) fiir up = 0 gedeu-
tet werden. Zudem muf3 daran erinnert werden, dal nunmehr » # g ist und die Staupunkte

demzufolge innerhalb oder auBBerhalb des Kreises an der Stelle & = - /2 liegen.

2
LA B PO P e (2.105)
a 4ral, r

Die Lage eines Staupunktes innerhalb des Kreiszylinders ist vom physikalischen Stand-

punkt aus betrachtet, wie bereits gesagt, ohne Bedeutung, da es sich normalerweise um
einen festen Korper handelt. Dennoch wiirde dieser Fall fiir die Kombination von Dipol-,
Potentialwirbel- und Parallelstromungen eine Stromung innerhalb des Kreises mit dem
Radius » = a bedeuten.

Bild 2.13 bietet einen Einblick in die Lage der Staupunkte fiir eine Strdémung um einen

Korper mit Auftrieb fiir den Wert der Zirkulation 7"'=4 7V, r.

ly 4 =47V, r
X
\
st.

Bild 2.13  Dipol- und Potentialwirbelstrémung in einer Parallelstrémung

mitl =4 xVer

Bild 2.14 zeigt die gleiche Stromung mit der Lage der Staupunkte fiir eine Stromung um

einen Korper mit Auftrieb fiir den Wert der Zirkulation 7">4 7V r.
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W% T>47V,, T

|

Bild 2.14  Dipol- und Potentialwirbelstrémung in einer Parallelstrémung

mit ' >4 7Vr

Die Symmetrie der Stromlinien um den zylindrischen Korper, insbesondere um die y—
Achse, legt den SchluB3 nah, daf eine Normalkraft, nimlich Auftrieb, auf den Korper wirkt.
Der Widerstand hingegen ist null bei der hier angesetzten Potentialstromung, die laut Defi-
nition reibungsfrei ist. Diese Tatsache wird d ‘Alembert—Paradoxon genannt. Das 1463t sich
daher erkldren, dall bei reibungsfreier Stromung keine Schubspannungen auftreten, die
einen Nachlauf nach dem Kreiszylinder bewirken konnten. Daher ist das Druckfeld, das
aus den Geschwindigkeitskomponenten iiber die Bernoulli-Gleichung zu berechnen ist,
vor und nach dem Korper in Stromungsrichtung symmetrisch. Eine Widerstandskraft aus
den Reibungskriften und dem Druckfeld ist nicht vorhanden.

Quantitativ konnen diese Angaben durch die Berechnung des Widerstandes und des
Auftriebes formal nachgewiesen werden.

Der Druckbeiwert ist folgendermal3en definiert:

¢ =P~ P= (2.106)
q.

Darin ist g = % p. Vi’ der dynamische Druck. Die Bernoulli-Gleichung kann dazu be-

nutzt werden, den Druck durch die Geschwindigkeitskomponenten zu ersetzen.
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pw+%pw Vj=p+%pw u2 (2.107)

Fiir inkompressible Stromungen liefert das:

2
u
¢, =1- [i} (2.108)
Mit Gl. (2.103) wird daraus:
2 sin @ r
¢ =1-|4sin2 g+ 22307 (2.109)
i raVv, 2raV,

Der Widerstandsbeiwert c,,, hervorgerufen durch Druckunterschiede, kann mit der folgen-

den Formel berechnet werden.

1 p7E
c, =1 (cp’o —cp,u)dy

(2.110)

1 ¢7E 1 p7E
cw _ZJ-E cp,o dy _ZILE cp,u dy

L

Die Integralgrenzen werden mit den Abkiirzungen LE und TE bezeichnet. LE steht fiir lea-
ding edge, also der Vorderkante des Profils, und 7F fiir trailing edge fiir Profilhinterkante.
Die geometrische GroBle ¢ beschreibt die Profilsehne oder cord length, nimlich die Stre-
cke, die als kiirzeste Verbindung durch die Vorder- und Hinterkante des Profils verlduft.
Diese Linie stellt eine charakteristische Profilgrof3e dar. Die Indizes v und o bezeichnen die
untere und die obere Seite des Tragfliigelprofils. Die geometrischen Definitionen am Trag-
fliigelprofil sind in Bild 4.1 nachzuvollziehen.

In Polarkoordinaten kann die Lédnge y auch durch y = R sin @ und dy = R cos 68 dO
ersetzt werden, wenn man berlicksichtigt, daB3 gilt ¢ = 2 R. Damit ergibt sich:

1 ¢0 1 27
cw=5_|‘” Cho cosé’d@——j c,,cos6do

2 dr

c =—%J': c, cosﬁdé’—lr”

v ). c,cos0do (2.111)

1 er
c :_EL cpcost?de

w
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Substituiert man GI. (2.109) in Gl. (2.111), so ergeben sich einige Integrale {iber trigono-

metrische Funktionen, die folgende Ergebnisse besitzen:

Ijﬂcos 0do=0
[["sin® 9 cos 0 d0=0 (2.112)

IOZESin Ocos@df=0

Diese Ergebnisse bestitigen das sogenannte d’Alembert Paradoxon, da der durch

Gl. (2.111) berechenbare Widerstand null wird.
c,=0 (2.113)
Auf dhnliche Weise kann der Auftrieb errechnet werden. Die Formulierung dazu lautet:

1 pe 1 pe
c, :ZJ.O Cpu dx—;J.O c,,dx (2.114)

Wiederum wird diese Gleichung in ein Polarkoordinatensystem {iberfiihrt. Dabei gilt

x=Rcos @ und dx =-Rsin 8 df. Aus Gl. (2.114) wird daher:

1 27 . 1 ¢o .
c, =—5L ¢, s1n0d9+EL c,,sin6ddo
(2.115)

c, =—%J‘j” Cp sin@doé

Wiederum ergeben sich Integrale iiber trigonometrische Funktionen, wenn man Gl. (2.109)

in GL. (2.115) einsetzt.

joz”sin 0do=0
joz”sixf 0do=0 (2.116)

2z, 2
J.O sin“ 8dl=r

Das Resultat von Gl. (2.115) liefert fiir den Auftriebsbeiwert:
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¢ =+ (2.117)

Aus der Definition fiir den Auftriebsbeiwert ¢, kann man die Auftriebskraft 4 ermitteln.
A=q,Sc,
(2.118)
=1/2p,V:Sc,

Hier stellt S die Tragfliigelflaiche bezogen auf die Einheitsspannweite S = 2 a dar. Die
Kombination der beiden Gln. (2.117) und (2.118) resultiert in dem einfachen Ergebnis die-

ser Studie, was gleichfalls Kutta—Joukowski—Theorem genannt wird.
A=p, V T (2.119)

Dieses Theorem besagt, dall der Auftrieb 4 pro Einheitsspannweitenrichtung direkt propor-
tional der Zirkulation /7~ um einen Kreiszylinder in einer Parallelstrémung ist, zu welcher
die Auftriebskraft senkrecht steht.

Eine derartige Stromung kann durch Drehen eines Zylinders in einer Stromung erzeugt
werden. Damit entsteht eine Auftriebskraft, die auch Magnuskraft hei3it. Das Stromungs-
feld entspricht dem berechneten aus Gl. (2.97).

Es ist offensichtlich, da3 das gesamte Stromungsfeld auch um einen Anstellwinkel o
gegeniiber dem kartesischen Koordinatensystem gedreht sein kann, wie es gleichfalls bei
der Dipolstromung in einer Parallelstromung nach Gl. (2.96) der Fall war.

P .
w=V, [ze_i“+a—ei“}+£lnz (2.120)
z 2r

mit z = '’ ergibt sich daraus:

2

w=V, {re’““M“—f””}i[mrna] (2.121)
r 2r
Das beschliet das Kapitel iiber stationdre, zweidimensionale Potentialstromungen. Zu-
nichst wurde durch die Kontinuitdtsgleichung und die zweidimensionalen Eulergleichun-
gen, die flr inkompressible Stromungen angesetzt wurden, die Bernoulli-Gleichung zur
Berechnung des Druckes hergeleitet.
Die beiden kinematischen Gleichungen, die lediglich aus der Kontinuitétsgleichung und

der Bedingung fiir die Drehungsfreiheit bestanden, dienten darauthin der Erstellung eines
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komplexen Potentials, das diese kinematischen Gleichungen wechselweise iiber das Ge-
schwindigkeitspotential und die Stromfunktion erfiillte.

Der entscheidende Vorteil des komplexen Potentials ist, da3 es die Laplace—Gleichung
erfillt und daher die Summe von partikuliren Losungen auch eine Losung dieser Glei-
chung darstellt. Das erlaubt die Superposition verschiedenster partikuldrer Lésungen zu
einer neuen.

Daher konnten einige Losungen von singuldren Stromungsformen gefunden werden,
deren Zusammensetzung zu praktischen Stromungsformen in der Aerodynamik fiihren.
Dazu gehoren die Parallelstromung, die Quellen- und Senkenstrémung, die Dipol- und die
Potentialwirbelstromung sowie die Stromung um eine Wirbelschicht.

Aus der Berechnung der so entstandenen Geschwindigkeitskomponenten kann nunmehr
das Druckfeld iiber die Bernoulli—Gleichung erstellt werden.

Das Druckfeld fiihrt dann zur Bestimmung der Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte, also
zu den Auftriebs- und Widerstandskriaften und zu den daraus resultierenden Momenten.
Diese stellen ein entscheidendes Ergebnis der Aerodynamik dar, zumal diese Daten in die

Berechnung der Flugmechanik eingehen.
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3 Konforme Abbildungen

3.1 Eigenschaften der Transformation

Bis hierher wurden einige einfache Potentialstromungen und das Superpositionsprinzip
dieser Stromungen dazu diskutiert. Erinnert sei an den Dipol in einer Parallelstromung,
was eine Stromung um einen feststehenden Zylinder herum beschreibt. Addiert man zu
diesem Stromungsfeld einen Potentialwirbel, so erfahrt der Zylinder eine zur Parallelstro-
mung senkrecht gerichtete Kraft, nimlich die Auftriebskraft. Die Stromung um wesentlich
kompliziertere reale Korper waren bisher nicht beschreibbar. Es existieren aber Methoden,
die eine zusammengesetzte Potentialstromung von dem urspriinglichen in ein anderes Ko-
ordinatensystem transformieren. So kann beispielsweise durch geometrische Transformati-
on aus einem Kreiszylinder ein elliptischer Zylinder oder sogar ein Tragfliigelprofil entste-
hen. Diese Transformationstechnik wird Konforme Abbildung genannt. Die Natur dieser

Transformation wird in Bild 3.1 in ihrer geometrischen Bedeutung interpretierbar.
Imi ly A
N B
5

|
C-Ebene S z-Ebene

Bild 3.1  Koordinatensystemvergleich bei der konformen Abbildung
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Die Verbindung zwischen beiden komplexen Koordinatenflichen ist, dal3 sie jeweils eine

Funktion der anderen sind.

z=£(¢) (3.1)

Die {—Ebene wird so auf die z—Ebene abgebildet, dal} eine Linie AB in der ¢ —Ebene eine

Linie A'B’ in der z—Ebene wird. Wenn z = f( {) eine kontinuierliche analytische Funkti-

on ist, gilt fiir A —>0:

lim ﬂ:(ﬁj (3.2)
a0 A¢\d¢g ),

oder nach Ausfiihrung des Grenziiberganges

dz
““(z]f“

AL —>0

(3.3)

Die infinitesimal kleinen Lingen A4S und A z kénnen in exponentieller Form geschrieben

werden.

AL =] AL |e” (3.4)

Az =| Az e’ (3.5

Nun wird angesetzt, dal die Steigung einer Kurve in Punkt 4 der folgenden Gleichung

entspriache:

dz )| .
(EJA =ce (3.6)

Hierin konnen die Groen ¢ und « in der {—Ebene variabel sein. Damit sind einige Schliis-

se zu ziehen, wenn fiir A4 z aus der Kombination von Gl. (3.3) mit Gl. (3.5) zusammen mit

Gl. (3.6) wird:
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g
=ce" | AL |ei‘” 3.7
=cla¢ |ei(“+‘/’)

Vergleicht man den zweiten mit dem letzten Teil von Gl. (3.7), insbesondere was die Ab-
solutbetrdge anbelangt, so erklért sich, daB3 nach GI. (3.6) der Koeffizient ¢ der absolute
Betrag von (0z/2( )4 ist.

| az|=e| a¢|
(3.8)

| 4=

Weiterhin konnen die Winkel in Gl. (3.7) als die Argumente der komplexen Funktionen

verstanden werden.

O=arg(4z)=a +¢
(3.9)

=arg (j—;] + arg (Ag”)

Die Schlufifolgerung aus GI. (3.8) ist, daB alle Linien A¢ durch den Punkt 4 mit dem Fak-
tor ¢ = / z/0¢ /4 gestreckt werden, und daf3 diese Linien wegen Gl. (3.9) um denselben
Winkel o = arg (0z/95 )4 gedreht werden. Daraus folgt, dal der Winkel zwischen zwei
Linien durch den Punkt A4’ in der z—Ebene derselbe ist wie in der {~Ebene zwischen den
korrespondierenden Linien in Punkt 4. In anderen Worten wird ein orthogonales Gitternetz
um einen Korper herum in der {~Ebene ebenfalls in der z—Ebene orthogonal bleiben, nur
die Kontur des Korpers wird sich verdndern.

Elemente einer Umgebung um den Punkt 4 werden in &hnliche in der Umgebung des
Punktes A’ transformiert. Das gilt fiir alle Punkte der Ebene bis auf singuldre Punkte der

Transformation wie beispielsweise:

(j—;l =0 oder =0 (3.10)
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Komplexe Potentiale der Stromung in den zwei Ebenen stehen in folgender Beziehung:

w(z)=w[f (¢)] (3.11)

Das Geschwindigkeitsfeld, das nach Differentiation der GIl. (3.11) nach z berechenbar

wird, kann iiber die Bedingung gefunden werden:

dw _dwdg _ dwldg 3.12)
dz d¢ dz dzldl '

Die Transformationsvorschriften, die sich fiir Umformungen der komplexen Potentiale

eignen, werden in dem nichsten Abschnitt vorgestellt.

3.2 Elementare Transformationsvorschriften

Zur Transformation einer Parallelstromung bietet sich eine Umformung an, die einen An-
stellwinkel in der transformierten Ebene einschliefit. Eine Transformation, die auf einer
quadratischen Funktion aufbaut, verdndert Linien in der Transformationsebene in Parabeln.
Die Joukowski—Transformation bildet Kreise in Ellipsen ab. Ein anderes Beispiel liefert
den Beweis, daf} eine Kreiszylinderumstromung in eine Umstrdmung einer angestellten
Platte transformiert werden kann. Damit zeigt sich bereits, da3 die Umstrdmung von Trag-

fliigelprofilen auf diese Weise auch erzielbar sein wird.

3.2.1 Transformation von Parallelstromungen

Das komplexe Potential einer Parallelstromung in der {~Ebene nach Abschnitt 2.3.1, die

tangential zur {~Achse verléuft, folgt der Formulierung:
w=V_ ¢ (3.13)

Bild 3.2 definiert eine solche Transformation.
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in A ly A

n=const. - O

C-Ebene S z-Ebene

Bild 3.2 Transformation fiir eine Parallelstromung

Die Transformationsvorschrift fiir eine Rotation der Parallelstromung in der z—Ebene um

den Winkel o ist:
z=¢ e (3.14)

Eine Umschreibung des komplexen Potentials kann erreicht werden, indem man GI. (3.14)

in Gl. (3.13) einsetzt.

w(z)=V, =V, ez
(3.15)

=V, (xcosa+ysina)+in (ycosa—xsina)

Diese Gleichung zeigt dieselben Ergebnisse, wie sie bereits in Abschnitt 2.3.1 vorgelegt
wurden. Der einzige Unterschied ist allerdings, da3 die Parallelstromung in derselben Ebe-
ne nicht um den Winkel « gedreht ist, aber in der z—Ebene, siehe Bild 3.2.

Nun wird die Transformationsvorschrift, Gl. (3.14), auf Singularitdten hin tiberpriift.

4z _

=e'" = konstant # 0 (3.16)
g

Nach Gl. (3.16) liegt kein unbestimmter Wert vor, also bildet diese Transformation keine
singuldren Punkte.

3.2.2 Quadratische Transformation

Eine quadratische Form kann die Form haben:

z=2 (3.17)
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Bild 3.3 zeigt, dal3 die obere Linie CE in der ¢~Ebene durch die quadratische Transforma-

tion in 4 Quadranten der z—Ebene abgebildet wird. Die Strecke BA liegt in der z—Ebene

genau auf der x—Achse.

in A
C
-
—_— a
B
—©
C-Ebene

Bild 3.3 Quadratische Transformation

Alle Kurven im negativen Bereich der iy—Achse in der {~Ebene wiirden sich auf identische
Kurven in der z—Ebene in Form einer zweiten Schicht {iberlagern.

Diese Transformation hat eine Singularitét bei ¢ = 0, denn es gilt:

dz _

E_M:O (3.18)

Die Eigenschaft der Erhaltung der Winkel an diesem Punkt ist nicht gewéhrleistet. Aus
diesem Grund konnen die folgenden Betrachtungen diesen singuldren Punkt betreffend
gemacht werden.

Wenn fiir  die Beschreibung gewihlt wird:

C=pe? (3.19)
dann gilt fiir z iber die Transformation aus Gl. (3.17):
z=re’ =p*e?? (3.20)

Der Vergleich der Absolutwerte und der Winkel erstellt folgende Beziehungen:

(3.21)
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Dieses Ergebnis gilt fiir den Ursprung des Koordinatensystems, wo die Singularitdt vor-
liegt. Alle anderen Punkte auBerhalb des Ursprungs geniigen der Bedingung konstanter

Winkel in den beiden Ebenen.

Nun wird gezeigt, dal die Linie CDE in der (~Ebene geméil Bild 3.3 in eine Parabel
der z—Ebene abgebildet wird. Die Gleichung der Graden mit dem konstanten Abstand a

von der x—Achse ist:
f=¢E+ia (3.22)

In der Transformationsvorschrift wird daraus:

z:x+iy:§2:(§+ia)2

(3.23)
=& —a*+i2aé
Der Real- und der Imaginérteil bilden die Koordinaten in der z—Ebene.
x = §2 _ a2
(3.24)
y=2ag

Setzt man diese beiden Gleichungen iiber ¢ gleich, so erhdlt man die Gleichung fiir eine

Parabel.

=2 4 (3.25)

Damit ist die quadratische Transformation vollstindig beschrieben.

3.2.3 Transformation nach Joukowski

Die Transformation, die einen Kreis in eine Ellipse transformiert, wurde erstmals von

Joukowski angewendet.
a
z=(+— (3.20)
¢

Die Kreisgleichung lautet:

C=be? (3.27)

61



In den Gln. (3.26) und (3.27) sind die Koeffizienten a und b Kreisradien, die in Bild 3.4 in
der linken Abbildung auftreten.

C-Ebene z-Ebene

Bild 3.4 Joukowski—Transformation
Die Eigenschaften der Joukowski—Transformation sind:

e fiir b >a wird der Kreis in eine Ellipse liberfiihrt,

e fiir b = a wird der Kreis in eine ebene Platte tiberfiihrt.

Nach Einsetzen von Gl. (3.27) in Gl. (3.26) folgt:

2
. a- .
z:be””+7e i

2

=b(cos¢)+isin(p)+%(cos¢)—isin¢)) (3.28)

a’ a’) .
=|b+— |cos@p+i| b—— |sin

Das flihrt zu der Parameterdarstellung der Gleichung einer Ellipse.
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Cos @

(3.29)

sin @

Im Fall einer ebenen Platte in der transformierten Ebene fiir » = a in der (~Ebene wird aus

Gl. (3.29):

x=2acose
(3.30)
y=0

Aus dieser Gleichung kann die Ausdehnung der ebenen Platte in x—Richtung errechnet
werden.
—2a<x<2a (3.31)

Die Ableitung der Transformationsvorschrift, Gl. (3.26), nach ¢ gibt Auskunft iiber mogli-

che singulédre Punkte.

2
dz a

fadaduy I 3.32
e I (3.32)

Die Diskussion dieser Ableitung fiihrt zu den folgenden Schliissen:

3—220 fiir {=ta
(3.33)
3—2:00 fiir =0

Diese Singularitdten liegen beide innerhalb des Kreises mit dem Radius » und storen kei-
neswegs die Berechnung der Stromung auBerhalb dieses Kreises. Aus praktischer Sicht ist

innerhalb des Kreises keine Stromung vorhanden.

3.2.4 Parallelstromung um eine ebene angestellte Platte

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Joukowski—Transformation fiir die Radienbezie-
hung b > a eingesetzt. Das bewirkt, da3 die Kreiskontur in eine elliptische iiberfiihrt wer-

den konnte. Nun wird fiir die Radien b = a angenommen.
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_r+2 3.34
Z§+§ (3.34)

mit
=ae”? (3.35)

Es wird erwartet, dal die Transformation nach den Gln. (3.34) und (3.35) das in Bild 3.5
dargestellte Verhalten ergibt.

zEpene ¥ | /

Bild 3.5  Parallelstromung um eine angestellte ebene Platte

Zundchst muB festgestellt werden, daB3 die Fernfeldbedingungen fiir die Kreisumstromung
identisch mit denen der Plattenumstrémung sind. Zu diesem Zweck kann Gl. (3.12) heran-

gezogen werden.

. dw dwldS
u—iv=—-=
dz dz/dg
(3.36)
_dw 1
ds a’
o

Der letzte Quotient in Gl. (3.36) wird eins, wenn / ¢ / — o0. Das bestdtigt, dall beide Fern-

feldbedingungen in Form der Geschwindigkeitskomponenten iibereinstimmen.

u(z)=u(f)
(3.37)

v(z)=v(S)
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Der Kreis nach Gl. (3.35) ist eine Stromlinie. Folglich beschreibt die Oberflache der ebe-
nen Platte auch eine Stromlinie. Diese Stromlinien sind folglich die inneren Randbedin-
gungen an der ebenen Platte.

Das komplexe Potential der Strdémung um einen Kreiszylinder ist in der {~Ebene nach

Abschnitt 2.4.3:

w(§) =V, ((:e“'“ +‘;—2e"“j (3.38)

mit
C=pe” (3.39)
Das Geschwindigkeitsfeld entsteht nach Ableitung von GI. (3.38) nach d¢.

2
A _y | g Ll g2ie (3.40)
d¢ p
Fiir p = a, was die Stromlinie an der Oberfldche beschreibt, folgt:

dw —V e (ei (p-a) _ e—i(co—a))

¢ ~

(3.41)
=V, e 2isin(p-a)

['e]

Um Gl. (3.36) fiir die Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten an der Plattenober-

fliche benutzen zu konnen, mull dz/d{ bereit gestellt werden.

dz a’
ey [N 3.42
dg - (:42)
mit
§=aei‘” (3.43)

Aus GI. (3.42) fiir den Kreis mit dem Radius a entsteht dann:

dz _

=l—e =" - )=2ie " sin 3.44
i ( ) 0 (3.44)

Die Substitution von den Gln. (3.41) und (3.44) in Gl. (3.36) erdffnet ein wichtiges Ergeb-

nis.
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_dw _dwld

u—iv=——r-=
dz dz/dg
(3.45)
y _y. sm(¢—a)
sin @

Die Geschwindigkeitskomponente u ist der Realteil der Gleichung. Der Imaginérteil ist
null, das bedeutet, daB3 die Geschwindigkeitskomponente in Normalrichtung v = 0 ist. Das
folgt exakt den Randbedingungen fiir reibungsfreie Stromungen, ndmlich daf die Oberfli-
che eine Stromlinie darstellt und da3 durch diese keine Stromung gehen darf.

Gl. (3.45) kann mit Hilfe von trigonometrischen Beziehungen umgeschrieben werden.

sin (go—a):singncosa—cosgosina

u=V, (cosa—sina COS(DJ (3.46)
sin ¢

Einfiihren der GIl. (3.30) mit der folgenden trigonometrischen Beziehung ergibt fiir
Gl. (3.46):

sing =4/ 1 —cos’ ¢
u=V_|cosatsin¢ ————— (3.47)

Die Vorzeichen + beziehen sich auf die obere und die untere Plattenoberfliache. Die beiden
Staupunkte treten in beiden Ebenen nach Gl. (3.46) bei ¢ = @ und ¢ = o + 7 auf, siche
auch Bild 3.5. Die Lage der Staupunkte folgt aus Gl. (3.47).

(i) —+cosa (3.48)
2a y

Fir a = 7/2 liegen die Punkte bei x5, = 0. Fiir a = 0 gibt es keine Staupunkte, zumal

nach Gl. (3.47) u = V., = konstant gilt.
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3.3 Anwendungen der konformen Abbildungen

3.3.1 Allgemeine Bemerkungen

Die Aufgabe der Methode der konformen Abbildungen ist, leicht berechenbare Stromungs-
felder durch Transformation in kompliziertere zu iiberfithren. Mit einer passenden Trans-
formationsvorschrift kann die Stromung um einen Kreiszylinder innerhalb einer Parallel-
strdmung in eine Stromung um ein Tragfliigelprofil ebenso in einer Parallelstromung ver-

setzt werden. Das ist als Beispiel in Bild 3.6 dargestellt.

in ly

Voo X
Vi \’ T éA T
ﬂ I |

Bild 3.6 Konforme Abbildung fiir auftriebsbehaftete Profilumstromungen

Zur Vereinfachung ist der Mittelpunkt des Kreises in den Ursprung des Koordinatensys-
tems in der {~Ebene gelegt worden. Die zu verwendende Transformationsfunktion mag die

folgende Form besitzen.

o0

C
2= + __Tn 3.49
P vy G4

Darin bedeutet C,, = 4, + i B,. Die Fernfeldbedingungen sollten wiederum in beiden Ebe-

nen identisch sein.

s

(3.50)
dz _,
d¢

Die duBeren Randbedingungen sind somit erfiillt.
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Jetzt wird angenommen, daf} das Profil in der z—Ebene an der Stelle 7' eine scharfkanti-
ge Hinterkante habe. Diese Stelle entspricht dem Punkt 7 in der {~Ebene mit {7 =a € i
Offensichtlich kann an diesem Punkt die Winkeltreue nicht erhalten werden, da hier eine

Diskontinuitéit an der Kontur existiert. Es folgt, dal am Punkt 7 eine Singularitét vorliegt.

dz | _
(El =0 (3.51)

Alle anderen Singularititen, sofern weitere vorliegen, miissen sich innerhalb des Kreises
befinden.

Die Kutta—Bedingung besagt, da} die Strémung nicht um die scharfkantige Hinterkante
herumstromen darf. Gleichfalls herrscht dort die Geschwindigkeit null vor, was aus diesem
Punkt einen hinteren Staupunkt macht, von dem eine Stromlinie ausgeht. Uber diese Be-

dingungen wird die Zirkulation /7 um den Kreiszylinder sowie um das zweidimensionale

Profil festgelegt.
Das komplexe Potential um einen Zylinder wurde bereits im Abschnitt 2.4.4 vorgege-
ben.
2 .
w(¢)=V, (g“ e i +a—ei“j+iln§ (3.52)
4 2
Die Ableitung lautet:
2
Iy, e v Lo |+ 1L (3.53)
d c 27 ¢

Damit ergibt sich fiir die komplexe Geschwindigkeit um den Kreiszylinder:

D2y e sin(p-a)+-L e (3.54)
dg 2r a

Der Absolutbetrag der Geschwindigkeit errechnet sich zu:

=2V, sin(p —a)+ (3.55)

d¢

‘dw

27w a

Dieser Wert muff im Staupunkt 7 fir ¢7=a e ” mit ¢y =- f zu null werden. Aus
Gl. (3.55) wird folglich:

2V, sin(f+a)= (3.56)

2w a
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Die aus der Kutta—Bedingung resultierende Zirkulation wird somit:
F=47zansin(a+,B) (3.57)

Nach dem Kutta—Joukowski—Theorem wird die Auftriebskraft 4 pro Einheit in der Fliigel-

spannweite durch die Zirkulation um den Auftriebskorper berechenbar.
A=p VI T (3.58)

Aus der Definition fiir den Auftriebsbeiwert ¢, und mit der Profiltiefe ¢ entsteht fiir die

Zirkulation aus den Gln. (3.57) und (3.58):

M
“12p, Ve

0

(3.59)

=87r£sin(a+ﬁ)
c

Aus praktischen Erwédgungen heraus kann diese Formel vereinfacht werden, wenn fiir

¢ #4 a und fiir sin(a+ ) ~ a+ [ gesetzt wird. Der Auftriebsbeiwert reduziert sich zu:

c, ~2x(a+p) (3.60)
und dessen Steigung wird:
oc
“x 27 3.61
P (3.61)

Fiir Null-Auftrieb muf3 daraus folgend der Anstellwinkel « von der gleichen Grofle wie

der Winkel der Hinterkante £ allerdings mit negativem Vorzeichen sein.
ayy=—f (3.62)
Diese Ergebnisse lassen sich recht allgemein auf zweidimensionale Profile anwenden.

3.3.2 Joukowski—Transformation

Die allgemeine Transformationsvorschrift, Gl. (3.49), 1aBt sich auf eine spezielle Form
reduzieren, wenn man fiur C; = az, Co(n#1)=0 und ¢ =0 setzt.
2

4 3.63
Z§+§ (3.63)
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Diese Transformation wird Joukowski—Transformation genannt. Sie transformiert den
Kreis ¢ =a e’ in eine ebene Platte. Aus Bild 3.7 ist zu erkennen, daB der hintere Stau-

punkt bei £ = 0 auf der x—Achse liegt.

in 4 :
— 2a Yyc 2a
i:
—t—

s

oA 4 C-Ebene z-Ebene

Bild 3.7  Strémung entlang einer ebenen angestellten Platte

Mit der komplexen Geschwindigkeit um den Kreiszylinder nach Gl. (3.54) und der Zirku-
lation /™ nach GI. (3.57) kann die komplexe Geschwindigkeit so berechnet werden, da3 der
Punkt 7' zum Staupunkt wird. Aus Gl. (3.54) entsteht dann:

d—W:2Vmie’i“’ [sin (¢ — ) +sin ] (3.64)

d¢
Die Staupunkte an dem Kreis liegen an den folgenden Positionen ¢ =0 und ¢ =7+ 2 a.
Gl. (3.64) muB dafiir durch dz/d{ dividiert werden.

i &

dZ _ ﬁ e 2ip
(3.65)
=2ie ’sing
Die Geschwindigkeit um die ebene Platte in der transformierten z—Ebene schreibt sich nun:

dw _dwldg
dz dz/dg

=u—iv

(3.66)

sin (¢ — &) +sina

%

o0

sin @
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Da es in Gl. (3.66) keinen Imaginirteil gibt, kann folgendes nach der Anwendung einer

trigonometrischen Beziehung geschrieben werden:

dw .
—=u=V_|cosa—-sina

. + .
sing  sing

cos@ sina
dz

(3.67)

=V, (cosa+sina ﬂj

sin @

mit cos @ =x/2a und sin@ =4/ 1—-cos’ @ wird die Geschwindigkeitskomponente u:

u="V,_ |cosaxsina 1=x/2a
1+x/2a

=V, (cos a +sin o tan %)

(3.68)

Aus dieser Gleichung geht hervor, da3 die Geschwindigkeit am vorderen Staupunkt u = oo
flir @ = 7 und am hinteren Staupunkt u = V., cos o fiir ¢ = 0. Der Staupunkt an der
Vorderkante liegt bei ¢ = 7 + 2o unterhalb der Platte oder umgeschrieben bei
x=-2acos Q.

Der Auftriebsbeiwert ¢, pro Einheit in der Fliigelspannweite ist fiir £ = 0 nach

Gl. (3.60)
c,R2nma (3.69)

Ein Vergleich dieses analytischen Ansatzes mit Messungen an einer angestellten ebenen

Platte und einem diinnen symmetrischen Tragfliigelprofil ist in Bild 3.8 wiedergegeben.

71



c theory /
ol,_s C.=2na / P\
LN\
/AR
0.5 /// \ airfoil
04 // plate
0:2 //
0,1 /

0 4 8 alpha(deg) 16

Bild 3.8  Auftriebsbeiwert iiber dem Anstellwinkel fiir eine ebene Platte und ein Trag-
fliigelprofil

Die Joukowski—Transformation ist nicht nur geeignet, um Kreisgeometrien in ebene Plat-

ten zu Uberfiihren, sondern auch in die sogenannten Joukowski—Profile zu erzeugen. Solche

sind in Bild 3.9 dargestellt.
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Z-Ebene

Bild 3.9  Joukowski—Profile beschrieben durch unterschiedliche Lage der zu transfor-

mierenden Kreisgeometrien in der (—Ebene

In Bild 3.9 beschreibt die innere gestrichelte Kreisabbildung in der z—Ebene die ebene Plat-
te. Die versetzte Lage des durchgezogenen Kreises ermoglicht die Entwicklung verschie-

denster Profile:
o symmetrische Profile, wenn der Kreismittelpunkt auf der &Achse liegt,

o diinne, gekriimmte Profile, wenn der Kreismittelpunkt auf der 77—-Achse liegt,

o dicke, gekriimmte Profile, wenn der Kreismittelpunkt bei & <0 und 7 =0 liegt.
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Die charakteristische Eigenschaft der Joukowski—Transformation fiir die Erstellung von

Profilen ist die Versetzung des Kreismittelpunktes.

{=¢,+ae”
(3.70)

=& +in, +ae”
Aber die zu nutzende Transformationsvorschrift ist durch Gl. (3.63) gegeben.

3.3.3 Modifizierte Joukowski—Transformation

Identische Profile kdnnen allerdings auch durch die Abbildung eines Kreises mit dem Ur-
sprung in der {~Ebene und einer leicht modifizierten Form der allgemeinen Transformati-

on, GI. (3.49), erreicht werden.

bZ
z=¢(+ (3.71)
¢ —c,
mit C; =6 (<da’) und C, =0 fiir n =1.
Die singuldren Punkte dieser Transformation liegen bei ¢'- ) = £b, da gilt:
¢—¢o=%b
(3.72)
2
dz =1= b—z =0
g (£-¢,)

Die Lage des Punktes 7" auf dem Kreis ist so gewéhlt, dal {7 = ¢ + b ist und dieses mit
der Lage des hinteren Staupunktes des Profils korrespondiert. Wenn dann mit ¢) = ¢ ¢
worin ¢ <<a und -772 <6 <0 sich das folgende fiir £ r ergeben muf:
é/T = é/() + b
(3.73)

=ae =ge” +b

Mit Hilfe von trigonometrischen Transformationen und dem Verfahren des Koeffizienten-

vergleichs wird damit fiir den Absolutbetrag fiir a:

a=\/52+b2+25bcos5 (3.74)
Um daraufhin die Kontur des Profils in der z—Ebene zu erhalten, mul3 Gl. (3.71) neu ge-

schrieben werden.
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z=x+1y
(3.75)

Fiir ¢ <<a, was zu diinnen Profilen mit kleiner Kriimmung fiir praktische Fille fiihrt, er-

hilt man den folgenden allgemeinen Parameterausdruck fiir Profile.

x:2acos¢+€[cos(5—2¢))—2cos5cos¢)]
(3.76)
y= E[Sin(5—2¢)—2cosésin¢)]

Bei Verdnderung der WinkelgroBen ¢ und o6 konnen die verschiedenen Profile aus

Bild 3.9 gewonnen werden.
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4 Linearisierte Theorie diinner Profile

4.1 Prinzip der Theorie diinner Profile

Die im Folgenden zu beschreibende Theorie macht sich zur Aufgabe, reibungsfreie, in-
kompressible Stromungen, die auch Potentialstromungen genannt werden, um Profile be-
rechnen zu konnen. Die Werkzeuge dazu sind, wie bereits in Kapitel 2 beschrieben, konti-
nuierliche Verteilungen von Wirbeln, Quellen und Senken, die ebenfalls Singularititen
genannt werden. Aus Vereinfachungsgriinden bei der Anwendung einer solchen Methode
miissen zundchst einige Annahmen getroffen werden. Diese Annahmen linearisieren das
zu behandelnde Problem, womit eine Ndherung oder Approximation an das vollstindige,
kompliziertere Problem erzielt wird.

Betrachtet man ein diinnes Tragfliigelprofil, so konnen die folgenden physikalisch sinn-

félligen Vereinfachungen vorgeschrieben werden:

Der Anstellwinkel « ist klein,

die Profilkrimmung ist klein,

die Profildicke ist klein,

die Komponente u der Stérungsgeschwindigkeit ist klein.

Gemal dieser gemachten Annahmen lautet der Name dieser Theorie: Linearisierte Theorie
diinner Tragfliigel.
In Bild 4.1 wird ein Tragfliigelprofil mit einer gekriimmten Skelettlinie und einer Dik-

kenverteilung und den dazugehorigen geometrischen Bedingungen beschrieben.
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Bild 4.1  Definition der Skelettlinie und der Dickenverteilung

Die Skelettlinie und die Dickenverteilung haben die folgenden Definitionen.

Skelettlinie V.= % ( YT Ve ) @.1)
. . 1
Dickenverteilung Y= B ( Yo = Ve ) (4.2)

So ein diinnes Tragfliigelprofil stort eine reibungsfreie, inkompressible Parallelstromung
und daher kann ein gestortes Stromungsfeld durch zwei elementare Potentialstrémungen

erzeugt werden:

e Eine kontinuierliche Verteilung von Wirbeln entlang der graden Profilsehne ¢

reprasentiert die Skelettlinie unter einem Anstellwinkel o gemiB Bild 4.2.

Yk
e Skelettlinie
v e e e W W S
o~~~
A | Y

Bild 4.2 Skelettlinie reprdsentiert durch eine kontinuierliche Wirbelverteilung
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e Eine kontinuierliche Verteilung von Quellen und Senken entlang der Profilseh-
ne c¢ reprisentiert eine symmetrische Dickenverteilung bei einem Null-

Anstellwinkel gemal3 Bild 4.3.

Vo \AAVA RV Y
FANNV A NNYANYAN X

|

a(x)

Bild 4.3  Dickenverteilung reprdsentiert durch eine kontinuierliche Quellen- und

Senkenverteilung

In Bild 4.2 ist y (x) die Wirbelstirke und ¢(x) in Bild 4.3 stellt die Quellen- und Senkenver-
teilung auf der Profilsehne dar. Die Steigung der Kontur des diinnen Tragfliigels in Bild
4.1 wird durch die Kombination aus den Geschwindigkeitskomponenten der Parallelstro-
mung und denen der Storgeschwindigkeitskomponenten # und v in x— und y—Richtung, die
aus den kontinuierlichen Verteilungen der Wirbel-, Quellen- und Senkenverteilungen ent-

lang der Profilsehne induziert werden, gebildet.

day)
dx

V. sma+v (4.3)

orofile V,cosa+u

Wenn « klein ist und u# im Vergleich zu V,, sehr klein ausfillt, kann aus GI. (4.3) {ibrig-

bleiben:

ro+— (4.4)

profile @

Da der Abstand zwischen der Profilsehne und der Skelettlinie sehr klein ist, wire sicher
auch die Storkomponente v etwa gleich grof3 auf diesen beiden Linien. Danach gilt die GI.
(4.4) auch auf der Profilsehne selbst. Aus diesem Grund kann sie in die bereits genannten

beiden Anteile der Potentialstromungen aufgeteilt werden.
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Mit der Geschwindigkeit v, (x), die auf der Wirbelstirkenverteilung y (x) beruht, schreibt
sich die Skelettlinie y. (x) auf die folgende Weise:

Ve gt (x)
dx V.

['e]

(4.5)

Mit der Geschwindigkeit v, (x), die auf der Quellen- und Senkenstarkenverteilung g(x) be-
ruht, schreibt sich die Dickenverteilung y; (x) folgendermal3en:

dyl :+Vq (x)
dx V

o0

(4.6)

Der néchste Schritt ist die Definition der Normalgeschwindigkeiten v, (x) und v, (x) in den

Gln. (4.4) und (4.6).
4.2 Induzierte Geschwindigkeiten durch Singularititenverteilungen

Die Beziehungen zwischen den Wirbel-, Quellen- und Senkenverteilungen zu den indu-
zierten Geschwindigkeiten entlang der Profilsehne werden nunmehr entwickelt, um die
Randbedingungen in das Problem mit aufnehmen zu kénnen.

Nun wird eine kontinuierliche Verteilung der Quellenstirke ¢(x) entlang der x—Achse

von x = () bis x = ¢ angenommen, wie sie in Bild 4.4 illustriert ist.

Y% P(x;in)

y X<

X' (oeliebig) X C

Bild 4.4  Kontinuierliche Quellenverteilung entlang der x—Achse
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Die komplexe Geschwindigkeit am Punkt P(x,ih) ergibt sich gemiB Gl. (2.39) zu:

dw .
E=1/lq —qu
(4.7)
:ji g(x")dx'
2 27 (x+ih-x")
Diese Gleichung kann in einen Real- und einen Imaginirteil aufgespalten werden.
1 ¢ (x—x")g(x")dx'

h )= 4.8
uq(x, ) 279 (x=x") +h 49
v (xh)=— j hq(x)dx (4.9)

R 2720(x—x’)2+h2

Entlang der Profilsehne sind die Randbedingungen fiir 4 — 0 berechenbar. Indem man

den Grenziibergang bildet und den Cauchy—Hauptwert P einfiihrt, gewinnt man daraus:

_ 1 fg(x)dx
uq(x)—zﬂP.O[ =0 (4.10)

_q(x)l. tan! x—x\ ]
“Tor el T (4.11)

Fiir die Wirbelverteilung y (x) fir die Einheitstiefe und » >0 im Uhrzeigersinn gilt diesel-
be Prozedur wie fiir die vorher beschriebene kontinuierliche Quellenverteilung. Die kom-

plexe Geschwindigkeit am Punkt P(x,ih) lautet in diesem Fall gemal Gl. (2.54):

81



?)(Cx )dx (4.12)

Wiederum wird diese Gleichung fiir # — 0 entwickelt und in einen Real- und einen Ima-

gindrteil aufgespalten.

, (x)=+2 7 (x) (4.13)
v (x):_—lpjM (4.14)
4 27 9 (x-x") '

Da nun alle Unbekannten bestimmt sind, kann die allgemeine Prozedur der linearen Theo-

rie diinner Tragfliigelprofile in die folgenden zu durchlaufenden Schritte unterteilt werden:

e Da die Profilkriimmung, Gl. (4.5), und die Dickenverteilung, Gl. (4.6),
im Vorhinein geometrisch bekannt sind, konnen die kontinuierliche Wir-
belverteilung » (x) und die kontinuierliche Quellenverteilung g(x) aus

den wohlgesetzten Randbedingungen durch die Einfiihrung von GI.

(4.11) in GI. (4.6) und GI. (4.14) in GI. (4.5) berechnet werden.

e Wenn die kontinuierliche Wirbelverteilung y (x) und die kontinuierliche
Quellenverteilung g(x) erst bestimmt sind, konnen nacheinander die tan-
gentialen Storgeschwindigkeiten u, aus der Wirbelverteilung und u, aus
der Quellenverteilung nach GIl. (4.13) und Gl. (4.8) ermittelt werden.
Somit kann die gesamte Tangentialgeschwindigkeit zusammengesetzt

werden.
U(x):Vw+uy(x)+uq (x) (4.15)

e Uber die Bernoulli-Gleichung ist es daraufhin mdglich, die Druckvertei-

lung entlang der Profiloberflache zu berechnen.

Aus diesem vorgestellten Verfahren geht hervor, dal im Rahmen der Vereinfachungen
dieser linearisierten diinnen Profiltheorie die entscheidenden priméren Profilparameter

ermittelt werden kdnnen. Dazu gehdren der Auftriebs- und der Momentenbeiwert und der
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Anstellwinkel « 4-p bei Nullauftrieb, sowie die Lage des aerodynamischen Zentrums.
Dazu bedarf es der kontinuierlichen Wirbelverteilung y (x), welche die Form der Skelettli-
nie und den Anstellwinkel reprédsentiert. Die Hinzufligung einer kontinuierlichen Quellen-
verteilung g(x) fir die Beschreibung der Form der Profildicke fiihrt zu einer grof3eren Ge-
nauigkeit in der Berechnung der Geschwindigkeits- und Druckverteilung um das Profil,
was mafigebend fiir reibungsbehaftete Stromungsberechnung, ndmlich die Grenzschichtbe-

rechnung sein wird.
4.3 Skelettlinie und Effekte des Anstellwinkels

Die Randbedingung, GI. (4.5), und die induzierte normale Geschwindigkeitskomponente
v, (x), die aus der Wirbelverteilung nach Gl. (4.14) entsteht, stellen die fundamentalen

Gleichungen fiir die Bestimmung der kontinuierlichen Wirbelverteilung y (x) dar.

(4.16)

Folgt man dieser Methode, die von Glauert entwickelt wurde, so ist es sinnvoll, trigono-
metrische Reihen fiir die Prisentation von y (x) einzufithren. Das wird durch eine Trans-

formation, deren geometrische Bedeutung in Bild 4.5 dargestellt ist, erreicht.

-

0 C X

Bild 4.5  Trigonometrische Transformation nach Glauert
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Diese Transformationsvorschrift lautet:

x=—=(1+cos¢)

4.17)
dx c .
d—¢——581n¢

In dieser Transformation wird der vordere Staupunkt bei x = 0, was ¢ = 7 entspricht,
liegen und der hintere Staupunkt findet sich bei x = ¢, was ¢ = 0 entspricht.

Ersetzt man dann die x—Abhéngigkeit in Gl. (4.16) durch die Transformationsvorschrift
in GI. (4.17), so entsteht ein neuer einfacher zu berechnender Zusammenhang fiir die indu-
zierte normale Geschwindigkeitskomponente v, (x).

vy(x)%(ﬂ_aj

dx
(4.18)

1 pfr#)sinddy
2r 3 cos¢'—cosg

Hierin sind als Randbedingungen die Skelettlinie dy./dx, der Anstellwinkel « und die un-
gestorte Anstromgeschwindigkeit V., bereits bekannt.

Eine Losung fiir die kontinuierliche Wirbelverteilung » (¢) mit der Kutta—Bedingung
y(c) =y (¢ = 0) =0, was nimlich die Lage des hinteren Staupunkte direkt an die Profil-
hinterkante bindet, ergibt unmittelbar die Stromlinie entlang der Skelettlinie. Eine solche

Losung wird aus der Theorie der Integralgleichungen gewonnen.

B l-cosg < )
y(¢)_2V{(a+Ao )—Sin¢ +ZI: Ansm(n¢)} (4.19)
Darin gilt: tan ¢ = I_.C—Ow
2 sin ¢

Wie gefordert ist die Kutta—Bedingung an der Stelle ¢ = 0 erfiillt. Wenn die Koeffizien-
ten der Reihenentwicklung 4y und 4, zu null gewihlt werden, wird die Losung fiir die ebe-

ne Platte, Gl. (3.68), bei kleinen Anstellwinkeln o erzeugt. Dafiir ist die Wirbelverteilung
Y (9):
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y=2V, «a tang (4.20)

Mit Gl. (4.13) wird dann die Tangentialgeschwindigkeit entlang der Oberfldche einer an-
gestellten ebenen Platte:

u=V,+u,

=V, +

0

¥ 4.21)

N | —

=Vw(1iatan£j
2

Dieses Ergebnis entspricht genau der Losung, die iiber die Methode der konformen Abbil-
dungen nach GI. (3.68) erreicht wurde.

Eine Losung der GI. (4.18) kann auch durch die Anwendung des Poisson—Glauert—
Integrals gefunden werden, wenn nur die Wirbelverteilung y (¢) bekannt ist. Diese Integral

heif3t:

cos ¢’ —cos ¢ sin ¢

J- cos(n¢) a¢,_”sm(n¢) (4.22)

0
Nach einigen umfangreicheren trigonometrischen Umformungen kann Gl. (4.18) mit Hilfe
von Gl. (4.19) fiir die ~Verteilung umgeschrieben werden.

%:—(AoJriAn-cos(n(ﬁ)j (4.23)

n=1

Durch diese Gleichung ist die kontinuierliche Wirbelverteilung y (@) an die Kontur der
Skelettlinie gebunden. Die Koeffizienten 4y und 4, werden in der Praxis durch die Forde-
rungen y. = 0 fir ¢ =0 und ¢ = 7 und durch eine Anzahl von Werten » der Steigung
der Skelettlinie dy./dx fiir das Profil bestimmt. Daher ist die Kosinus—Reihe durch » Ter-
me (n =r ) festgelegt. Auch konnen die Koeffizienten 4, durch Fourier—Koeffizienten

entwickelt werden.
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Ao=_ljf ﬂd(ﬁ
0

Y dx
(4.24)
A, :_EJ‘ 9y, cos(ng)dg
ry dx
Damit wird nun die tangentiale Geschwindigkeit entlang der Skelettlinie:
u (x ): V,+u,
—V_+ % (4.25)

n=1

:Va{li{(aJer )tan§+i 4, sin(n¢)H

Daraus geht hervor, da3 die Geschwindigkeit am vorderen Staupunkt fiir ¢ = 7 unendlich
grol} wird, wenn nicht « = - 4y gesetzt wird. Dieser Anstellwinkel wird idealer Anstell-

winkel genannt.
4.4 Dickenverteilung

Die Dickenverteilung g(x) eines Profils berechnet sich aus der Kombination von Gl. (4.6)

und GL. (4.11).

q(x):2Vw% (4.26)

Fiir die Dickenverteilung wird die folgende Reihenentwicklung vorgeschlagen:
v, =§Z B,sin(ng) (4.27)
n=1

Die u,~Komponente der tangentialen Geschwindigkeitsverteilung, die durch eine endliche
Dickenverteilung des Profils hervorgerufen wird, ergibt sich durch Einsetzen von

Gl. (4.25) in Gl. (4.10).
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(4.28)

Wiederum wird die trigonometrische Transformation nach Gl. (4.17) genutzt und durch

Einsetzen der Ableitung von Gl. (4.26) nach ¢’ in Gl. (4.27) wird daraus:

Vi” ZB ncos(ng')
7[‘[ cos¢ —cos¢)
(4.29)

V, & ][- cos(ng") e
0

—°° B n
Ty cos¢ —cos¢)

Das Integral in dieser Gleichung ist ebenso das Poisson—Glauert—Integral, was nach GI.

(4.22) ersetzt werden kann. Damit wird aus Gl. (4.29):

B = sin(n¢)
u, (¢)=7, le B, n “ing (4.30)

Die gesamte Tangentialgeschwindigkeit ohne den Kriimmungseinflu3 der Skelettlinie ist:

u(¢)=v,+u, (¢) (4.31)

In den Staupunkten an den Stellen x = 0 oder ¢ = 7 und bei x = ¢ oder ¢ =0 wird

diese Geschwindigkeit im allgemeinen nicht null, weil das Folgende gilt:

lim M —n (4.32)
4>z sin @

Dabher ist die Annahme u, << V. an den Staupunkten nicht giiltig. Ein von Riegels einge-
fiihrter Korrekturfaktor ermoglicht die verschwindende Geschwindigkeitskomponente in

den Staupunkten.

u(g)=~(v,+u,(¢)) (4.33)

K
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Der in Gl. (4.33) eingefiihrte Korrekturfaktor x lautet:

EPNEIAES
K[H( de } (4.34)

Die Ergebnisse der Gl. (4.33) werden dadurch in der Ndhe der Staupunkte verbessert.
4.5 Gekrimmte Profile mit Dickenverteilung

Die Geschwindigkeitsverteilung entlang eines unendlich diinnen Profils, das durch eine
Skelettlinie unter einem Anstellwinkel « steht, wird durch Gl. (4.25) beschrieben. Die Ge-
schwindigkeitsverteilung fiir ein symmetrisches Profil bei Nullanstellung liefert GI. (4.29).

Die Geschwindigkeitsverteilung entlang einer Oberfldche eines gekriimmten Profils mit
endlicher Dicke unter einem Anstellwinkel & mu3 dann durch die Superposition beider

genannten Anteile approximiert werden konnen.
1
u(¢):;[Vw+u7(¢)+uq(¢)] (4.35)

Die Parallelstromung in Gl. (4.35) wird durch den Betrag der ungestdrten Stromung V.,
beschrieben. Der Anteil der Geschwindigkeit u, (¢ ) durch die kontinuierliche Wirbelver-

teilung y (@) stellt sich in der allgemeinen Form dar als:

uy(¢):in[(a+An)tangﬁ-iAnsin(lwﬁ)} (4.35)

n=1

Der dritte Anteil der Geschwindigkeit u, (@), hervorgerufen durch die kontinuierliche Quel-

lenverteilung g(¢ ), ist in der allgemeinen Form:

u, (¢)=V, i B, y%”;) (4.36)

Als letztes fehlt nur noch die Korrektur nach Riegels fiir das Verhalten der Stromung in der

Nahe der Staupunkte, wo normalerweise die Geschwindigkeit null herrschen muB.

o (anY |
K{H(MJ } (4.37)
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Die Ergebnisse dieses Kapitels iiber die Linearisierte Theorie diinner Tragfliigelprofile
stellt wenigstens eine der Moglichkeiten der Behandlung reibungsfreier, inkompressibler
Strémungen um zweidimensionale Profile beliebiger Kontur dar. Im Folgenden werden

weitere Moglichkeiten der Berechnung dieser zweidimensionalen Stromungen vorgestellt.
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S Panel-Methode fiir Profilumstromungen

5.1 Methode diskreter Singularititenverteilungen

Die linearisierte Theorie diinner Tragfliigelprofile, die im vorherigen Kapitel 4 diskutiert
wurde, zieht Nutzen aus kontinuierlichen Verteilungen von Quellen- und Wirbelstérken
entlang der gesamten Skelett- oder Profillinien diinner Tragfliigelprofile. Modernere Me-
thoden, die auf Rechnereinsatz bauen konnen, besetzen die Oberfliche von Profilen ent-
lang der in linearen Langenelemente aufgeteilten Ober- und Unterseite durch diskrete und

konstante Quellen- und Senkenstirken. Dieser Sachverhalt ist in Bild 5.1 demonstriert.

Yy oy
J

Bild 5.1  Segmentierte Oberfliche mit diskreter Quellen- und Wirbelverteilung

Das Prinzip dieser Methode ist die Berechnung von Normalgeschwindigkeiten an Kon-

trollpunkten, die durch die Verteilung aller Quellen und Wirbel entlang diskreter Segmen-
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te, die Panel genannt werden, induziert werden. Diese normalen Geschwindigkeitskompo-
nenten miissen die Normalkomponente der Parallelstromung derart kompensieren, da3 die
verbleibende Komponente v, = 0 wird, so dafl die Randbedingung der Oberfliche erfiillt
werden kann. Diese Randbedingung besagt, dal die Korperkontur eine Stromlinie sein
muB, durch die keine Stromung hindurchtreten darf.

Durch die Erfiillung dieser Randbedingung kann die Singularititenverteilung ermittelt
werden. Uber die verbleibende tangentiale Geschwindigkeitsverteilung kann mit Hilfe der
Bernoulli-Gleichung die Druckverteilung berechnet werden.

Diese von Smith und Hess entwickelte Methode wird auch Panel-Methode genannt und
ist die erste dieser Art. Sie wurde bisher fiir viele Stromungsprobleme, fiir die die Anwen-

dung der Potentialstromungen moglich ist, eingesetzt. Anwendungsbeispiele sind:

e Interne und externe Stromungen

e Multi-Elemente Tragfliigelprofile

e Kaskadenstromungen

e Profile in scherenden Stromungen

e Profile mit Ausblasung und Absaugung

e Allgemeine dreidimensionale Stromungen

Die Voraussetzung fiir diese Stromungsformen ist die Drehungs- und Reibungsfreiheit,

also das Vorliegen einer Potentialstromung.
5.2 Profile ohne Auftrieb

Da die hier zu beschreibende Methode, die auf analytischen Uberlegungen beruht, mit Hil-
fe von numerischen mathematischen Methoden gelost werden muB, ist es notig, daB3 die
Kontur des Profils in diskreten Koordinatenpunkten vorliegen muf3. Die ungestorte An-
stromgeschwindigkeit V.., die ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit den Wert eins
annehmen sollte, und der Anstellwinkel « sind weitere Angaben, die zu einer Losung not-
wendig sind.

Das Losungsverfahren besteht aus 5 verschiedenen nacheinander zu durchlaufenden

Schritten:
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1. Geometrie: Die Geometrie eines Tragfliigelprofils ist als bekannt vorauszusetzen.
Die gekriimmte Kontur ist durch lineare Langenelemente — Panel — zu approximieren. Je-
der Korperpunkt, der zwei Linien miteinander verbindet, ist durch seine x—y—Koordinaten
bestimmt. Dadurch lassen sich die sogenannten Kontrollpunkte 7, die in der Mitte der Lén-

genelemente liegen, berechnen.

2. Geschwindigkeitskomponenten: Die normale Geschwindigkeitskomponente
vl-j(") an einem Kontrollpunkt 7/ infolge einer Quellenverteilung der Einheitsstirke an einem
Element J kann durch die Gln. (4.8) und (4.9) bestimmt werden. Die Definitionen der ent-

sprechenden Geschwindigkeiten und Langen sind in Bild 5.2 gegeben.

Referenzlinie

Bild 5.2  Definitionen von Geschwindigkeiten und Ldngen
Fiir die Geschwindigkeiten, die durch die Quellenverteilung auf Element J an dem Ele-

ment / fiir i #j induziert werden, gelten folgende Ansitze, zunichst fiir die tangentiale

Komponente u;;:
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(5.1)

und fiir die normale Komponente v;;:

+Aj/2
1

2
27 (xij —x) T Vi

Vij

(5.2)

Da die Quellen nur an diskreten Stellen verteilt sind und ihre Quellenstirken den Einheits-
wert besitzen, tauchen diese demzufolge ortlich, also elementweise, in den Geschwindig-
keitskomponenten der Gln. (5.1) und (5.2) nicht mehr auf. Aus diesen Geschwindigkeits-
komponenten konnen die Normalgeschwindigkeiten am Element / unter Zuhilfenahme von

Bild 5.2 zusammengesetzt werden.

plm =V, cos(@ii -0, )_”i_; sin(é?j -0, ) (5.3)

ij

Die Quelle auf dem Element / beeinfluft nicht nur alle seine benachbarten Elemente, son-
dern sie induziert auch an ithrem eigenen Ort eine Geschwindigkeit. Gl. (4.11) liefert das
Ergebnis fiir eine Normalgeschwindigkeitskomponente an dem speziellen Element /7 = J

oder i = eingesetzt in Gl. (5.2).

12

v =% (5.4)
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3. Gesamte Normalgeschwindigkeitskomponente: Die gesamte Normalge-
schwindigkeitskomponente aufgrund aller Quellenverteilungen entlang aller Elemente mit
der Quellenstirke ¢g; des Elementes J zusammen mit der passenden Komponente der An-

stromgeschwindigkeit ist am Punkt /:
1
=quvi+5qi—cos(a+9i)=0 (5.5)
J#i

™ = (. Mit dieser Bedingung einge-

Die korrekte Einhaltung der Randbedingung fordert v;
setzt in Gl (5.5) konnen die Quellenstirken g; auf jedem Element bestimmt werden. Ein

Satz von linearen Gleichungen entsteht daraus, die simultan gelost werden miissen.

4. Gesamte Tangentialgeschwindigkeitskomponente: Da nunmehr die Quellen-
verteilung, welche die Randbedingungen erfiillt, bekannt ist, konnen die Tangentialge-
schwindigkeitskomponente berechnet werden. Die Geschwindigkeit am Kontrollpunkt /

infolge des Elementes J ist:
v =v, sin(0, -6, )+u, cos(6,-6,) (5.6)
Auf dem eigenen Element / =J ist die Selbstbeeinflussung:

v =0 (5.7)

1

Die gesamte Tangentialgeschwindigkeit am Punkt / ist:

Z q;v l( ) + sin (a+6) (5.8)

j¢l

5. Superposition der Tangentialgeschwindigkeiten: Wenn die Berechnung von
GI. (5.8) einmal fiir den Anstellwinkel o = 0 und zum anderen fiir « = 772 durchgefiihrt
wurde, konne alle anderen dazwischen liegenden Anstellwinkel « durch eine addquate

Superposition bestimmt werden.

()—cos a- v(c), o Fsina- vl(c), 2 (5.9)

Zieht man die Losung von Gl. (5.9) vor, so muB3 nicht immer die kompliziertere Gl. (5.8)

berechnet werden.
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5.3 Profile mit Auftrieb

Nun werden dieselben Elemente benutzt und zu der bereits vorhandenen Quellenverteilung
werden diskrete Wirbel mit Einheitswirbelstiarke hinzugefiigt. Die freie Anstromung durch
die Parallelstromung ist hier allerdings null gesetzt, zumal sie bereits im vorherigen Fall
angewendet wurde. Dadurch herrscht reine Zirkulationsstromung vor.

Die Schritte 2 bis 5 des Abschnittes 5.2 werden hier fiir das Profil mit Auftrieb wieder-
holt. Nur hier haben die hinzukommenden Geschwindigkeitskomponenten an den Kon-
trollpunkten ihren Ursprung in den diskreten Wirbelverteilungen und nicht von der Paral-
lelgeschwindigkeit, die hier keinen Einfluf} hat, da sie null gesetzt ist.

Die tangentiale Geschwindigkeit u;; (vortex) am Kontrollpunkt / induziert durch die

Wirbelverteilung am Element J ist von derselben Form wie die in GI. (5.2) gegebene.

A
u,; (vortex)= 1 an Yis 2J : (5.10)
| 2 2o (A
Xyt Vi~ By
Auf dem eigenen Element 7 =J ist die Selbstbeeinflussung:
1
u,, (vortex)= 5 (5.11)
Die Normalgeschwindigkeit v;; (vortex) folgt dem Ausdruck in Gl. (5.1):
2
AJj 2
[ xij + 7 j + yij
Vi (vortex)=—-—1n 5 (5.12)
4r Aj 5
xij + 7 + yij
Fir i = folgt:
v.. (vortex)=0 (5.13)
Die Normalkomponente v; j(”) (vortex) wird durch Gl. (5.3) berechenbar.
vi(’}) (vortex)= Vi (vortex)- cos ( 0, -6, )— u, (vortex)sin ( 0, -6, ) (5.14)

Die gesamte Normalgeschwindigkeit v am Punkt 7 gemif aller Singularititsverteilungen

wird ausgedriickt durch:
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z q; vl/ + ql +Z vortex =0 (5.15)

J#i J#i

Diese Geschwindigkeitskomponente muf3 wiederum null sein.

Diese Gleichung, die fiir alle Kontrollpunkte entwickelt wurde, ergibt wiederum einen
Satz linearer Gleichungen, fiir welche die Werte der Quellenstirken ¢; fiir ausschlieBlich
den Fall des Zirkulationseinflusses und keiner Parallelstromung bestimmt werden kénnen.

™ in der ersten Summe von Gl. (5.15) besteht aus drei Anteilen,

Die Geschwindigkeit v;;
die durch die Gln. (5.1) bis (5.3) gegeben sind.
Die tangentiale Geschwindigkeit v; j(t) (vortex), die durch die Wirbelverteilung induziert

wird, berechnet sich durch die Gln. (5.6) und (5.7).
vl.(j.) (vortex)= Vi (vortex)sin ( 0,-06, )+ u, (vortex)cos ( 0, -6, ) (5.16)

Fiir i = ergibt sich wiederum:
() _1
Vi (vortex)— 5 (5.17)

®

Die gesamte zusammengesetzte tangentiale Geschwindigkeit v am Punkt 7 ist gemal

Gl (5.7):

Z q; Vi +Z vortex ; (5.18)

J#i J#i

© im ers-

Die individuellen induzierten Komponenten der Tangentialgeschwindigkeiten v; ;
ten Term von GI. (5.18) bestehen aus den Anteilen, die in den Gln. (5.1), (5.2) und (5.6)
beschrieben sind. Gl. (5.18) beschreibt die bendtigte Geschwindigkeitsverteilung um das
Profil einzig unter dem EinfluB3 der Zirkulation mit der Wirbelstirke =1 und V., = 0.
Da die Wirbelstidrken entlang eines graden Wegelementes konstant sind, ist die Zirkula-

tion numerisch gesehen gleich der Gesamtldnge aller Langenelemente.
S=§yds=§ds (5.19)

Die Geschwindigkeitsverteilung fiir jeglichen Anstellwinkel, fiir jede Anstromgeschwin-
digkeit und gewiinschte Zirkulation kann sodann durch eine passende Superposition der
Losungen nach Gl. (5.8) erzielt werden. Daher folgt fiir einen Anstellwinkel o mit V,, = [
und einer Zirkulation 772 S die Geschwindigkeitsverteilung fiir ein auftriebsbehaftetes

Tragfliigelprofil:
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v =cosav

Ly esinar,, o+ vl (5.20)

Aus der so berechneten Tangentialgeschwindigkeit 148t sich iiber die Bernoulli-Gleichung

die Druckverteilung ermitteln.
5.4 Bemerkungen zur Panel-Methode

Profile mit einer scharfen Kante am hinteren Staupunkt werden Probleme bei der Losung
verursachen, zumal unendlich gro3e Geschwindigkeiten an diesem Punkt errechnet wiir-
den. Eine konforme Abbildung der Profilkontur schafft Abhilfe bei dieser Problematik,
weil die Kutta—Bedingung auf die transformierten Profilkonturen angewendet werden
kann. Es muf3 nur ausreichende Zirkulation nach Gl. (5.20) bereitgestellt werden, so daf3
der Staupunkt am transformierten Profil dem Staupunkt am Originalprofil entspricht. Das
kann erfolgen, wenn v,/ = 0 am Punkt /, der den Staupunkt beschreibt, existiert. Dann
wird /7S = y aus GI. (5.20) berechnet werden konnen. Diese Gleichung wird dann aber
auch zur Bestimmung der Tangentialgeschwindigkeit benutzt.

Ein anderer einfacherer Ansatz zur Losung der Lage des hinteren Staupunktes und der
Bestimmung von y ist die Annahme, dal3 die Geschwindigkeiten unmittelbar in der Néhe
des hinteren Staupunktes oberhalb und unterhalb des Profils gleich gro3 sein miissen.

Fiir die Berechnung des Druckkoeffizienten ¢, dient die Bernoulli-Gleichung in Ver-

bindung mit GI. (5.20).

() \?
P, =P v
S _q_| v 5.21
"o12p, (V ) 2D

o0 o0

Der Druckkoeftiziente c,; fir =0 und o = 772 wir durch Gl. (5.20) berechnet.

L= f1-c, (5.22)

Durch Superposition werden die beiden Ergebnisse fiir den Druckkoeffizienten c¢,; fiir

0

a=0 und a= 72 kombiniert, wodurch die Tangentialgeschwindigkeit v;” eine Funkti-

on des Anstellwinkels « wird.

viV(a) =cosa,/l-c, +sina [1- € (5.23)
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Setzt man Gl. (5.23) in Gl. (5.21) ein, wird der Druckkoeffizient auch zur Funktion des

Anstellwinkels.

()

¢, (@)=1- [VV—(“)I (5.24)

o0

Einige Hinweise bei der Anwendung der Panel-Methode sind zu beachten:

e Die Anzahl der bendtigten Panel fiir eine ausreichend genaue Losung liegt fiir
ein Profil ohne Auftrieb bei 60 bis 80 und fiir ein auftriebsbehaftetes Profil bei
mehr als 100 Panel.

e Fiir eine moglichst hohe Genauigkeit ist es wichtig, bei starken Kriimmungsén-
derungen der Tragfliigelprofile, was einer starken Druckidnderung entspricht, ei-
ne hohe Konzentration von Panel zu besitzen.

e Gleichfalls diirfen benachbarte Panel nicht erheblich unterschiedlich in ihrer

Léange sein.
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Dreidimensionale Berechnungsverfahren

6 Definitionen zur Tragfligelumstromung

6.1 Grundsatzliche Annahmen

Der grundsitzliche Unterschied zwischen zwei— und dreidimensionalen reibungsfreien und

inkompressiblen Stromungen ist:

Die Stromung ist iiberall drehungsfrei und kontinuierlich ohne Widerstand.
Wirbel sind in Nachldufen fiir auftriebsbehaftete Profile vorhanden und
Widerstand wird dadurch im Nachlauf durch die kinetische Energie der

Nachlaufwirbel induziert.

Um die klassische finite Traglinientheorie nach Prandtl in Kapitel anwenden zu konnen,

werden die folgenden Annahmen vorgegeben:

Eine unendlich diinne Wirbelschicht wird an der Hinterkante eines endli-
chen Tragfliigels angebracht, um den Nachlauf hinter dem Tragfliigel zu
simulieren. Mit Ausnahme dieser Wirbelschicht ist die Stromung drehungs-
frei.

Die Wirbelschicht wird als eben angenommen und nahe am Tragfliigel pla-
ziert, wo sie die Stromung um den Fliigel beeinflussen kann. Somit wird
der Fliigel mit seinem Nachlauf durch eine Verteilung von gebundenen

Wirbeln auf der Flache des Fliigels reprisentiert und einer Verteilung von
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stromab verlaufenden Wirbelfiden auf und hinter dem Tragfliigel. Da nur
eine Stromung betrachtet werden darf, die nicht abgeldst ist, kann diese
Theorie diinner Tragfliigel nicht auf angestellte Deltafliigel, bei denen an

der vorderen Kante Ablosung entsteht, angewendet werden.

Das elementare Problem dieser Theorie ist, eine Beziehung zwischen der Tragfliigelform
und der Verteilung der Wirbel im Nachlauf herzustellen. Ist diese Beziehung gefunden,
kann die Lastverteilung des Fliigels recht gut bestimmt werden.

In der folgenden Entwicklung dieser Traglinientheorie wird die Tragfliigeldicke ver-
nachldssigt. Das heif3t, dal die Randbedingungen auf einer ebenen Fliche und nicht auf der
tatsdchlichen Kontur festgelegt werden. Das Vorgehen entspricht dem der /linearisierten
Theorie diinner Profile. Das impliziert, da3 Auftriebs- und Dickeneffekte separat vonein-
ander bestimmt und anschlieend addiert werden konnen. Falls erforderlich kann man die
Dickeneffekte dadurch bestimmen, dal man mit Hilfe einer definierten Quellenverteilung

innerhalb des Tragfliigels seine Dicke simuliert.
6.2 Geometrische Verhiltnisse

Um die Geometrie eines endlich ausgedehnten Tragfliigels fiir die Stromungsberechnung
festzulegen, miissen einige Definitionen getroffen werden. In Bild 6.6 und im weiteren
wird die x—Achse parallel zur Anstromung gelegt. Die y—Achse liegt in der Symmetrieebe-
ne des Fliigels und die z—Achse zeigt nach unten, was einem linksdrehenden kartesischen
Koordinatensystem entspricht. Die Zirkulation und die Drehung bleiben mit der Rechten

Hand Regel verbunden.
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Bild 6.1  Geometrie fiir einen endlich ausgedehnten Tragfliigel

6.3 Wirbel und Wirbelschicht im dreidimensionalen Raum

Nun miissen einige Betrachtungen zu Wirbeln und Wirbelschichten in Bezug auf das Biot—
Savart—Gesetz gemacht werden. Dieses Gesetz wird nicht angewendet, wenn es sich um
rein zweidimensionale Stromungen handelt. Im dreidimensionalen Raum gelten zunéchst

als Grundlage die sogenannten Helmholtzschen Wirbelsdtze. Diese besagen:

e Die Wirbelstarke eines Wirbels ist konstant.

e Wirbelfidden enden nicht im Fluid.

Auf diesen Sitzen baut das Biot—Savart—Gesetz auf.

6.3.1 Biot—Savart—Gesetz

Das Gesetz von Biot—Savart beschreibt die induzierte Geschwindigkeit im Stromungsfeld,

die an einem beliebigen Ort durch ein isoliertes Element d s eines Wirbelfadens hervorge-

rufen wird.

pp— (dsx7) (6.1)
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Hierin bedeuten:

o [ Wirbelstiarke eines Elementes d s
d

Sl

Lingenvektor eines Elementes

[ ]
N

Abstandsvektor am betrachteten Raumpunkt

e dv, induzierter Geschwindigkeitsvektor

In Bild 6.2 gibt ein Beispiel fiir die induzierte Geschwindigkeit am Punkt P nach der Integ-

ration entlang einem Wirbelfaden mit /"= konstant von 0 <x <oo dargestellt.

by .|
P ¢

N

—— >
7, K 35 ~ X,

Bild 6.2 Induzierte Geschwindigkeit durch ein Element eines Wirbelfadens

Pan

Die zugehdrigen geometrischen Verhéltnisse sind:

(6.2)

Nach Integration wird aus GI. (6.1):
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L kyd (6.3)

C4my

Dazu wurde die folgende Integrationsvorschrift angewendet.

T dx _ 1 x
) PRI 3/2_y2m0
(6.4)
_ L
JE

Durch GI. (6.3) wird die Berechnung der induzierten Geschwindigkeit an jedem Punkt im

dreidimensionalen Raum mdglich.

6.3.2 Wirbelschicht in dreidimensionaler Stromung

Eine Wirbelflache stellt im allgemeinen eine Flidche innerhalb einer Stromung dar, auf der
die Drehung gegen unendlich strebt. Uber diese Fliche hinweg findet ein Sprung in der
tangentialen Geschwindigkeit statt. Eine Darstellung der induzierten Geschwindigkeiten,

hervorgerufen durch eine Wirbelfldche, ist in Bild 6.3 gegeben.
V24 T T T T T T 2 Vi

->I .
V, Richtung von Vi
J 9ven v

/2

Bild 6.3  Induzierte Geschwindigkeit durch eine Wirbelfliche
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Hierin bedeuten:

e v, und v, Geschwindigkeiten ober- und unterhalb der Wirbelfldche

LY mittlere Geschwindigkeit, V., eingeschlossen

N

e v Winkel zwischen 7 und V.,

Die induzierten Geschwindigkeiten ober- und unterhalb der Fliche sind gleich grof3, nur

ihre Richtungen sind entgegengesetzt. Der Betrag, also die Grofe der gerichteten Wirbel-

stirke y, ist y =| v, — 172|. Die induzierten Geschwindigkeiten * 2 stehen senkrecht zu

V.
Um die Druckdifferenz tliber die Wirbelflache hinweg bestimmen zu konnen, mul} die
Bernoulli-Gleichung ober- und unterhalb der Flache angewandt werden und anschlieBend

miussen die berechneten Driicke voneinander subtrahiert werden.

1
Pt 5 P V12 =h
(6.5)
|
Pyt 5 pvy =P
Somit ist die Druckdifferenz:
Ap=p —p,
(6.6)
1
=R =P+ p(vi-v)
Betrachtet man Bild 6.3, so kdnnen diese Schliisse gezogen werden:
y C (7 2
vi =| v, +%<sin +| ~ cos
1 ( K 2 W 2 l//
(6.7)
y “(r ’
vi=| v, —Zsin +(—cos
2 ( K 2 l// 2 l//
Entsprechend Gl. (6.6) werden diese Gleichungen voneinander subtrahiert.
Vi—vi==2yv siny (6.8)
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Damit kann GI. (6.6) umgeschrieben werden.
Ap=AP—-pv, ysiny (6.9)

Nun lassen sich einige Fallbeispiele durchfiihren:

1. Beispiel:

Fir AP=0 und w=0 ergibt sich fiir Gl. (6.9):
Ap=0 (6.10)

Das sind die Annahmen, die fiir die nicht gebundenen Wirbel im Nachlauf gelten. Hier ist
also der Druck iiber die Fldche null. Das ist identisch mit der Kutta—Bedingung, die besagt,
daB die Flachenbelastung des Tragfliigels an der Hinterkante des Fliigels im Nachlauf null

sein muf3. Dieser Fall ist in Bild 6.4 verdeutlicht.

Bild 6.4  Induzierte Geschwindigkeit durch eine Wirbelfldche im Nachlauf
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2. Beispiel:

Fiir eine Fldche mit gebundenen Wirbeln auf der Tragfliigelfliche, der ungepfeilt und mit
einem groBen Streckungsverhéltnis versehen ist, sind die Annahmen nach Bild 6.5

AP=0und w=-72 und v; =V,.
-
A7

4>

w

A

Bild 6.5  Induzierte Geschwindigkeit durch gebundene Wirbelfliche auf dem Tragfliigel

Der Drucksprung wird nun nach Gl. (6.6):
Ap=pyV, ©.11)
Das Ergebnis in GI. (6.11) bestitigt das Kutta—Joukowski—Gesetz fiir die Auftriebskraft.
A= '[A p dx
0

(6.12)
=pV, I

Zudem kann ein Lastfaktor / iiber den Drucksprung definiert werden.
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~ L1V (6.13)

3. Beispiel:

Fiir einen leicht riickwirts gepfeilten Fliigel mit einem grofen Streckungsverhiltnis sind

die Annahmen AP =0 und vy =V, aber w=- (/2 - A), worin A der Pfeilwinkel ist.

Bild 6.6  Induzierte Geschwindigkeit durch gebundene Wirbelfliche am gepfeilten Trag-
fliigel

In diesem Fall wird aus Gl. (6.9) gemiB Bild 6.6:
Ap=pV,_ y-cosA (6.14)
Wie man sieht, wird die Wirbelverteilung in Spannweitenrichtung, welche die gebundenen

Wirbel représentiert, unabhéngig vom Pfeilwinkel A, da y = y (A ). Also ergibt sich fiir

die lokale Steigung der Auftriebskurve eine direkte Proportionalitit zu cos A.

oc, =2rmcosA (6.15)
oa
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Der Lastfaktor nach Gl. (6.13) erhilt somit eine allgemeinere Form.

l=?/—7/cos/1 (6.16)

o0

Das schliefit die Vorarbeiten in Form von allgemeinen Annahmen und Fallstudien zu den
rdaumlich verteilten Wirbeln in Zusammenhang mit dem Biot—Savart—Gesetz ab. Die Vor-
bereitungen fiir Anséitze von dreidimensionalen Methoden zur Berechnung gesamter Trag-

fliigelumstrommungen sind getroffen.
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7 Traglinientheorie

7.1 Einfiihrung in die Traglinientheorie

In dieser Einleitung werden die Annahmen fiir die Entwicklung der Traglinientheorie zu-
sammengestellt. Dieser Ansatz ist der einfachste in der historischen Entwicklung und wur-
de von Ludwig Prandtl erstmals eingesetzt. Alle weiteren Entwicklungen basieren auf
Prandtls Idee.

Auf einem endlich ausgedehnten Tragfliigel d&ndern sich die Stromungseigenschaften in

Spannweitenrichtung, insbesondere die Zirkulation, wie in Bild 7.1 angedeutet.

Bild 7.1  Variable Verteilung der Zirkulation in Spannweitenrichtung
Dieser einfache Ansatz der Traglinientheorie verwendet eine Anzahl gebundener Wirbel.

Da die Wirbelstédrke entlang der Spannweite konstant sein soll, miissen die einzelnen Wir-

belfaden in dem Biindel der gebundenen Wirbel von unterschiedlicher Linge sein, um eine
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notwendige variable gesamte Wirbelstdrke iiber die Spannweite zu ermoglichen. Um die-
ses zu erreichen, werden die einzelnen Wirbelfiden um 90° in Stromabrichtung umgebo-
gen, was in einer Wirbelfldche im Nachlauf des Fliigels, der nicht gepfeilt und von groBem
Streckungsverhéltnis ist, resultiert.

Es muB3 angemerkt werden, da3 die umgebogenen Wirbel im Nachlauf eine Wirbelfldche
bilden, die die Stromungsbedingungen derart tiber den Fliigel beeinfluflt, da3 eine abwiérts-
gerichtete Stromung in z—Richtung entsteht, Bild 7.1.

Die Wahl einer solchen Stromungsfeldbeschreibung zieht eine Anzahl von Berech-

nungsschritten, Annahmen und Einschrankungen nach sich.

7.1.1 Geometrie

Die Lage der y—Achse sollte in der “4-Profiltiefe des Fliigels liegen. Der Fliigel und die

Nachlaufwirbelfldche liegen in der Ebene z = 0.

c/4

vz

Bild 7.2 Geometrische Verhdltnisse am Tragfliigel

In Bild 7.2 ist die Lage der '4-Profiltiefe definiert.

7.1.2 Stromungsablenkwinkel

Es wird angenommen, dal} jeder Abschnitt des Fliigels, also jedes Profil unabhingig von
den benachbarten sei. Der Stromungsablenkwinkel ist von der gesamten Wirbelfldche ab-
hingig. Er wird in y—Richtung mit Hilfe einer fundamentalen Gleichung fiir diese Tragli-

nientheorie, die spater entwickelt wird, berechnet.
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Bild 7.3 Definition des Stromungsablenkwinkels

GemilB Bild 7.3 wird der aerodynamische oder effektive Anstellwinkel fiir jeden Abschnitt

in Spannweitenrichtung bestimmt durch:

a (y)=a-¢(y) (7.1)
Hierin bedeuten:
e effektiver oder aerodynamische Anstellwinkel
e « geometrischer Anstellwinkel
o ¢ lokaler Strémungsablenkwinkel

Nach Bild 7.3 ist der lokale Stromungsablenkwinkel, der gewdhnlich recht klein ist:

w
cxtan e =— 7.2
v (7.2)

Aus GI. (7.2) erklért sich auch der im englischen Sprachgebrauch iibliche Name fiir diesen

Winkel, nimlich downwash angle. Er ist durch die Geschwindigkeitskomponenten aus-

driickbar.

7.1.3 Zirkulation

Von dem Kutta—Joukowski—Gesetz wird erwartet, da3 es an jeder Spannweitenposition

giiltig ist und dafl damit fiir die Auftriebskraft pro Einheitsspannweite gilt:
A(y)=pV. I (y) (7.3)

I (y ) ist die lokale Zirkulation. Als weitere vereinfachte Annahme fiir den lokalen Auf-

triebsbeiwert folgt:
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¢,(v)=a,a,(y) (7.4)

Die Steigung dieses linearen Ansatzes ist ayg <27, was ebenfalls durch das Experiment
bestétigt wird.
Aus GL. (7.3) kann die lokale Zirkulation mit der Definition des lokalen Auftriebsbei-

wertes nach Gl. (7.4) ermittelt werden.

F(y)=1140(—;;)

_e()ey) V21 (7.5)

=1/2a,V,c(y) a.(y)
Hierin bedeutet ¢ ('y ) die variable Profilsehne in Spannweite.

7.1.4 Gesamtauftriebsbeiwert

Der Gesamtauftriebsbeiwert fiir den Tragfliigel ist:

C,=5—=[e(r)e,(»)dy (7.6)
In GI. (7.6) st S die halbe Spannweite des Fliigel und ¢ die dariiber gemittelte Profilsehne.

Nutzt man die Definition des Auftriebsbeiwertes ¢, ,

e (y)=py )

C12pV,c(y)

_ PV I (y)
V2pV2c(y)

(7.7)

Damit kann Gl. (7.6) umgeschrieben werden.
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(7.8)

:a; TF(y/S)d(%j

o -1

Durch die Kenntnis aller lokalen Zirkulationen in Spannweitenrichtung wird der Gesamt-

auftriebsbeiwert berechenbar.

7.1.5 Induzierter Widerstand

Die Auftriebskraft wird definitionsgemif als senkrecht zur ungestorten Anstromung Vo,
angenommen. Wegen des Stromungsablenkungswinkels ¢ entsteht eine auftriebsinduzierte
Komponente der Widerstandskraft ;. Bild 7.4 zeigt das geometrisch anschaulich.

D,

Ve

Bild 7.4  Definition des auftriebsinduzierten Widerstandes

Damit ergibt sich fiir den lokalen induzierten Widerstandsbeiwert c,,;:

¢ (¥)=c,(y)e(y) (7.9)

Nach Integration von Gl. (7.9) kann der gesamte induzierte Widerstandsbeiwert C,,; er-

mittelt werden.

Co=z=|c(y)e, (y)e(y)dy (7.10)

In dimensionsloser Form schreibt sich Gl. (7.10):
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LT (2 (2 a2
Co==, _jlr[sjg[sjd[sj (7.11)

o0

7.2 Fundamentale Gleichung von Prandtl

Die Variation der Zirkulation in Spannweitenrichtung ist in Bild 7.5 wiedergegeben.

Bild 7.5  Variable Zirkulation durch eine Wirbelfldche im Nachlauf

An der Fliigelspitze muf} die Zirkulation sinnvollerweise zu null werden. Die Stromungs-
abwirtsbewegung entlang der y—Achse an der Position y = yy, die durch die Wirbelfldche

im Nachlauf erzeugt wird, ist auf das Gesetz von Biot—Savart zuriickzufiihren.

dw=— ! 5de (7.12)

47(y-y,) Oy

Die gesamte Komponente der Stromung w in z—Richtung, verursacht durch alle Wirbel an
der Stelle y = yy, wird durch Integration von Gl. (7.12) in Spannweitenrichtung berechnet.
Demzufolge wird der lokale Stromungsablenkwinkel ¢ (') ) an der Position y =y, nach

Gl. (7.2):

e(y,)=-——P [ -2 ay (7.13)

Darin bedeutet P der Hauptwert des Integrals. Setzt man Gl. (7.5) in Gl. (7.1) ein, so ergibt

sich eine andere Aussage fiir den Winkel & (' yy ):
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¢(y,)=a-a/y,)
(7.14)

__2r(y,)

a,V,c(y,)
Die beiden Gln. (7.13) und (7.14) konnen dann gleichgesetzt werden. Nach Auflosen die-
ser Gleichung nach der Zirkulation /7 ('y, ) an der Stelle y =y, ergibt die fundamentale

Gleichung nach Prandtl fiir die Traglinientheorie.

or

a(y) 1% oy
I =2 0os || d 7.15
(,) ) ooa+47[:[s(y_y0) y (7.15)

GL. (7.15) ist eine singuldre, lineare Integro—Differentialgleichung fir I ('y, ), die mit Hil-

fe der folgenden Randbedingungen geldst werden kann.
r'(=S)=r(+s)=0 (7.16)

Um GI. (7.15) leichter 16sen zu koénnen, wird gewohnlich ein trigonometrischer Ansatz

gewdhlt.

y=Scosf (7.17)

Die Zirkulation 7~ kann durch eine Fourier—Reihe ersetzt werden.

I'=4V,S > B,sin(n0) (7.18)

n=1
Dieser Ansatz erfiillt automatisch die in Gl. (7.16) geforderten Randbedingungen. Damit
kann eine leichter 16sbare Form der fundamentalen Gleichung fiir die Zirkulationsvertei-

lung erzielt werden. Durch Einsetzen der Gln. (7.17) und (.7.18) in GI. (7.15) fiihrt zu:

o0

Zancos(né?)

172'
cV -— | = do 7.19
< “ ﬂ-!: (cos@—cos b, ) (7.19)

Die Reihenfolge der Integration und der Summenbildung in Gl. (7.19) kann vertauscht
werden. Jedes Integral enthélt die Form des Integrals nach Glauert, so dall dessen Losung

die Form hat:
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V4

J- cos(ng) d¢_7[sin(n¢') (7.20)

0 cos¢ cos¢) sin ¢’

Da nunmehr der Losungsweg fiir die Gleichung nach Prandtl fiir die Traglinientheorie vor-
gegeben ist, konnen besondere Formen der Tragfliigelfliche in Zusammenhang mit einer

sinnvollen Zirkulationsverteilung gebracht werden.
7.3  Elliptischer Tragfliigel

Um Ergebnisse fiir eine Verteilung der Zirkulation auch fiir elliptisch Tragfliigel, deren
Form in der Draufsicht einer Ellipse entspricht, zu erzielen, miissen zunéchst einige allge-
meine Ergebnisse bereitgestellt werden. Dazu wird in Gl. (7.8) fiir den Gesamtauftriebs-

beiwert die Zirkulation 7~ durch GI. (7.18) ersetzt.

=24[ 3 B, sin(n0)sin0d 0 (7.21)

o n=l

Die Grofe 4 stellt das Streckungsverhéltnis dar.

4=2 (122)
c
Das Ergebnis von Gl. (7.21) fir n =1 ist:
C,=n-A4-B, (7.23)

Der auftriebsinduzierte Gesamtwiderstandsbeiwert C,; nach Gl. (7.10) ist nun auch bere-
chenbar. Dazu wird Gl. (7.14) fiir den Stromungsablenkungswinkel & und Gl. (7.5) fiir die
Zirkulation 7/ mit der der aerodynamische Anstellwinkel eliminiert wird, gewéhlt. Zudem
dient der Fourier—Ansatz fiir die Zirkulation nach GI. (7.18), um den auftriebsinduzierten

Gesamtwiderstandsbeiwert C,,; zu bestimmen.
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[esin@do

wi

A
Il
3l
—_
A
O N

i sin ( i nB, sin(nd)do (7.24)
n=1

n=l

O'—.N

=24 (Bsin>0+2Bsin® (20)+...... )d 6

S =3y

Alle Terme, die unterschiedlich von denen sind, die in der letzten Zeile von Gl. (7.24) ste-
hen, liefern einen Nullbeitrag bei der Losung des Integrals. Damit ergibt sich fiir das ver-

bleibende Integral:

C, :ﬁAi n B’
n=1

(7.25)
=7 A(B}+2B+3B>+4B} +.....)

Entsprechend der Auftriebsbeiwertkurve, Gl. (7.23), existiert eine Auftriebskraft, wenn nur
B; #0. Daraus 148t sich folgern, daB3 fiir » = I der Widerstandsbeiwert nach Gl. (7.25) ein

Minimum fiir ein gegebenes C, ist, wenn B; = (.

Fiir die Zirkulation /™ nach GL(7.18) mit n = I wird der Strdomungsablenkwinkel &
gemil Gl. (7.13) konstant entlang der Fliigelspannweite.

_ Z Sm—’m =B, (7.26)
sin &
Mit Gl. (7.23) wird daraus:
C
e=B =—*¢ 7.27
I (7.27)

Das Minimum des auftriebsinduzierten Widerstandsbeiwertes erhilt somit den Wert:

C2
7 A

C,=nAB = (7.28)

Der Vollstandigkeit halber wird dieser Koeffizient modifiziert, indem der sogenannte indu-

zierte Widerstandsfaktor k in die Gleichung eingefiihrt wird. Damit wird Gl. (7.28) auch
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fiir allgemeinere Félle giiltig. Der Faktor £ ist konstant fiir eine gegebene Auftriebsvertei-

lung und ist unabhingig vom Anstellwinkel .

2
C,. =k <. (7.29)
7w A
Die Zirkulation /™ nach GL.(7.18) mit n = [ ist:
I'=4V_S B, sin@ (7.30)
Mit Hilfe von Gl. (7.7) 148t sich eine spannweitige Lastverteilung definieren:
2
cly)c =—
(v)-c, () 2
4 _ .
=—cC,-sind (7.31)

T

2
=iaca 1—(Zj
V4 S

Diese Gleichung kann dergestalt umgeschrieben werden, daf ihre elliptische Form gezeigt

werden kann. Sie hat ein Maximum bei y = 0.

(cWe, ®))  » _, (732)

4 ? S?
(ccaj
V1

Wenn der Fliigel nicht verwunden ist, was hier angenommen wird, so ist der geometrische

Anstellwinkel « konstant. Da, wie bereits nach Gl. (7.27) festgestellt, der Stromungsab-
lenkwinkel ¢ auch konstant ist, mu} der aerodynamische Anstellwinkel ¢, ebenfalls ent-
lang der gesamten Spannweite nach Gl. (7.1) gleich grof3 bleiben.

Gl. (7.4) folgend ist der lokale Auftriebsbeiwert ¢, auch konstant. Demzufolge bleibt
nur iibrig, dal die Profilsehnen entlang der Spannweite variabel bleiben miissen, wenn
nach Gl. (7.23) der Gesamtauftriebsbeiwert konstant bleibt. Die spannweitige Profilseh-
nenverteilung éndert sich elliptisch. Deshalb werden derartige Tragfliigelkonturen ellipti-
sche Tragfliigel genannt.
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Im Anschlu8 werden einige Referenzformeln fiir den elliptischen Fliigel zusammenge-

stellt. Zunédchst werden die Steigung der Auftriebskurve und der Auftrieb fiir einen unend-

lichen Fliigel, fiir welchen die Streckung 4 unendlich ist, gegeben.

28

A=—
c

(7.33)

Die GroB3e S ist die Flache des Tragfliigels in der Draufsicht und ¢ ist die {iber alle lokalen

Profilsehnen gemittelte Profilsehne des Tragfliigels.

Die Steigung der Auftriebskurve fiir 4 — oo ist:

dC,
da

=a,<2r

Der Auftrieb fir 4 — oo ist:

C,=a,(a-a,)

a

Hierin ist ¢y der Anstellwinkel bei Nullauftrieb.

Fiir den endlichen, elliptischen Fliigel wird der auftriebsinduzierte Widerstand:

Cll
wi P A
Der Stromungsablenkwinkel ¢ dazu ist:
Cll
E =
A

Der Gesamtauftriebsbeiwert ist:

C :ao(ae_ao)

a

:ao((a—ao)—g)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

Mit der Steigung der Auftriebskurve ay = 27 lassen sich die folgenden Verhiltnisse zu-

sammenstellen.
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1420
7 A
(7.40)
_Zﬂ(a—ao)
1+2
A
dC,  a,
7 A
(7.41)
2z
1+g
A
dC,/da 1
dCa/da(A_)) 1+g
(7.42)
!
a+?2

7.4 Allgemeine Tragfliigelkonturen

Zunichst werden einige Gedanken und wesentliche Formeln zur Traglinientheorie zusam-

mengefallt vorgetragen. Der effektive oder aerodynamische Anstellwinkel ist:
a,=a-—¢ (7.43)

Mit der Definition fiir die Auftriebskraft:
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(7.44)
=pV, I
mit ¢, = ap @, wird der aerodynamische Anstellwinkel:
a, = 2 (7.45)
a,cV,
Einsetzen von GI. (7.45) in GI. (7.43) ergibt:
r:%[a—g] (7.46)
In dieser Gleichung ist der Stromungsablenkwinkel:
+S
| dridy ;, (7.47)
4zv, % (y=»)
Dieser eingesetzt in Gl. (7.46) liefert Prandtls fundamentale Gleichung.
+S
r=Chle) 1 jd”dy dy} (7.48)
2 4V, % (y=»)

Diese Hauptgleichung der Traglinientheorie kann durch Einfithren der folgenden Ansétze
fiir die Transformation in Spannweitenrichtung y und dem Reihenansatz fiir die Zirkulati-

on I~ zu einer Losung gefiihrt werden:

y=Scosd (7.49)

F=4VwS§:anin(n0) (7.50)

n=1

Der Differentialquotient von 7/~ in Gl. (7.48) lautet mit dem Reihenansatz nach GlI. (7.50):

dr_dr do
dy dO dy
(7.51)
:4VwSZ B, ncos(n@)ﬁ
n=1 dy

Damit dndert sich Gl. (7.48) folgendermalien:
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r=Chls > nB j cos ( de (7.52)
2 cos @ — cosH )

Glauerts Integral, Gl. (7.20), fiihrt diese Gleichung einer Losung zu.

I= ”’0 {a inB sin ”9)} (7.53)

sin 0

Die Kombination der Gln. (7.53) und (7.50) liefert fiir eine bestimmte Anzahl m der Koef-

fizienten B, einige Ausdriicke fiir diese unbekannten Koeffizienten.

ianin(nH):%{a—ianM} (7.54)

n=l1 n=1 sin @

Anders zusammengefalit, wobei der Index j eine numerische Erfassung dieser Gleichung

ermoglicht, wird daraus:

ZB s1n(n6’ ){ 8S+ .n }zaj (7.55)

o ca, sind,

In abgekiirzter Form wird aus Gl. (7.55):

3

B K =a, (7.56)

n=l1

Gl. (7.56) entwickelt in m spannweitigen Positionen & fiir j = /, m einen Satz von m

linearen algebraischen Gleichungen fiir B,,.

B K ,+B, K, +.... +B,K, =q
B K, +B,K,, +.c.... +B,K,, =a,

(7.57)
Bl Km,l + BZ Km’z F o + Bm Km’m =

Wenn die Koeffizienten B, fiir n = I, m bestimmt sind, ist die Zirkulation an jeglichem

spannweitigen Platz bekannt und damit die Lastverteilung
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c,c=—ro (7.58)

und der lokale Auftriebsbeiwert in dieser Richtung.

or
B

o0

C

(7.59)

Falls die spannweitige Lastverteilung symmetrisch ist, sind die gradzahligen Koeffizienten
B>, By, ...., B, null. Dann kénnen die ungraden Koeffizienten B, B3, .... , By.; so be-

stimmt werden, da3 Gl. (7.55) an den folgenden Stellen erfiillt ist.

(7.60)
j=12,...m

Nutzt man diese Vorgaben, so kdnnen fiir das Beispiel eines rechteckigen nicht verwunde-
nen Tragfliigels mit den folgenden geometrischen Randbedingungen Losungen fiir die ae-

rodynamischen GréBen des Tragfliigels gewonnen werden.

c=1m

S=5m

A:Q:m (7.61)
c

a, =5,7/ Radian

a=5°

Gl. (7.55) wird an m = 4 spannweitigen Positionen ¢ fiir j = I bis 4 gemiB Gl. (7.60)
erfullt.

(7.62)

(SN

?:

Die Zirkulation ist:
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r(0)=4v. 53 B, sin(2n-1)0,

n=1

(7.63)
ca,V. 2 sin(2n—1)9j
= >l a-) B 2n-1
a2
Der dartiber entstehende Satz von linearen algebraischen Gleichungen lautet:
4 —_—
> B, sin(2n-1)6, 85 +(2_” D_, (7.64)
= ca, sin 0,
Lost man dieses System, so fiihrt das zu den Koeffizienten:
B;=0.01291
B3 =0.00200
Bs =0.00052
B;=10.00010
Der lokale Auftriebsbeiwert wird:
2r
c,=—
V. c
S 4
=8=>' B, sin(2n-1)6 (7.65)
c n=1
=0,516 sin & + 0,084 sin (30) + 0,020 sin (56) + 0,004 sin (76)
Der Gesamtauftriebsbeiwert fiir den Fliigel mit einem Anstellwinkel von o = 5° ist:
C,=n AB, =0,406 (7.66)
Die Steigung der Auftriebskurve ist:
oC, =a= <, =4,65/ Radian (7.67)
oa a

Der induzierte Widerstand des Tragfliigels lautet:
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4
C,=mAY nB; =0,00575 (7.68)

n=1

Vergleichsweise dazu ist der minimale induzierte Widerstand fiir den elliptischen Tragflii-

gel:

2
Cwi elliptisch = % =7 A B12 = Oa00524 (769)

Daraus ergibt sich der induzierte Widerstandsfaktor:

f=— S 1097 (7.70)

wi elliptisch
In Bild 7.6 ist der resultierende Auftriebsbeiwert in Spannweitenrichtung dargestellt, der
mit einer Approximation erster Ordnung und den Resultaten fiir einen elliptischen Fliigel

dergleichen gemittelten Profilsehne fiir den Tragfliigel verglichen wird.

Prandtl
Numerical lifting
line results

0.4 — {present analysis)

03— AR=4 . .\
02 b AR=8 0O ‘NA‘(kAl‘il_
- airfoil

AR =20 o

o L | O S Y I
0.2 04 06 08 i.0

. _1‘
Distance along span, Yl
h /2

Circulation, I'/T,
o
]
|

Y

Bild 7.6  Ergebnisse der Traglinientheorie nach Prandtl der spannweitigen Lastvertei-

lung fiir den unverwundenen rechteckigen Tragfliigel.
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8 Tragflachentheorie

8.1 Einfiihrung in die Tragfliichentheorie

Prandtls Traglinientheorie liefert sehr gute Ergebnisse fiir den Auftrieb, den Widerstand
und das Rollmoment und zwar fiir grade Tragfliigel mit Streckungsverhéltnissen von 4 > 3.
Fiir kleinere und kleinste Streckungsverhéltnisse, gepfeilte Fliigel und Deltafliigel gelingt

dieses nicht mehr. Beispiele solcher Tragflachenkonturen sind in Bild 8.1 festgehalten.

Voo

gerade TF gepfeilte TF /\

niedriges Streckungsverh. Delta-TF

Voo

Bild 8.1  Beispiele von Tragfliigelkonturen (Traglinientheorie nicht anwendbar)

Fiir derartige Konturen ist eine wesentlich weiter entwickelte Methode anzuwenden. Die
einzelnen Aufriebswirbellinien in Spannweitenrichtung der Stirke 77 (' y ) der klassischen
Traglinientheorie werden durch Auftriebswirbelflachen der Stéirke y (x,y) pro Einheitslinge
in Profilsehnenrichtung ersetzt. Diese Wirbel sind in der Spannweitenrichtung geméal der

y—Richtung ausgerichtet. Diese Wirbelfldche ist an eine Wirbelfldche der Stirke o (x,y) pro
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Einheitsldnge in der Spannweitenrichtung angebunden. Bild 8.2 zeigt diesen Zusammen-

hang der einzelnen Wirbel und Wirbelfldchen.

\/

Voo

T T T Trag-
S(X.Y) N Y(xY) )
i floche
vy
L PXy)
\\\ ///
| +——Nachlauf

0,(Y)

vy X

Bild 8.2  Aufbau und Zusammenhang der Wirbelflichen nach der Tragflichentheorie

Also befinden sich in der Tragflachentheorie auf der Oberflache des Tragfliigels:

e cine Auftriebswirbelflache der Stirke y (x,y), wobei die Wirbel normal

zur Anstromung ausgerichtet sind, und

e cine Nachlaufwirbelfldche der Stirke O (x,), wobei hier die Wirbel pa-

rallel zur Anstromung ausgerichtet sind.

Die Stirke der jeweiligen Wirbelfldchen sind streng aneinander gekoppelt, weil die tangen-

tialen Geschwindigkeiten, die durch die Wirbelfldchen nahe der Fliigeloberflichen indu-

ziert werden, die Bedingung der Drehungsfreiheit erfiillen miissen. Diese Bedingung lau-

tet:
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ou 0v

2t 8.1
oy O0x ®-1)

Hierin sind die Geschwindigkeitskomponenten # in x—Richtung und v in y—Richtung an

der Oberfliche gemall Abschnitt 4.2 und GI. (4.13):

1
Uu==+—
27
(8.2)
v=il5
2

Setz man die Bedingungen der Gl. (8.2) in GI. (8.1) ein, so ergibt sich fiir die Beziehung
der Stiarken der Wirbelfldchen:

0y _99 (8.3)
oy Ox

Stromab von der Fliigelhinterkante ist die Stirke der Auftriebswirbelfldche y (x,y) gleich
null. Da jede Anderung der Stirke & (x,)) der Nachlaufwirbelfliche im Nachlauf null sein
muBl — 296,/0x = 0 —, wird der Wert der Stirke J, = &, (y) an der Hinterkante unverindert
in dem gesamten Nachlaufgebiet erhalten bleiben, wie das in Bild 8.2 dargestellt ist.

Diese Wirbelfldchen y (x,y), d (x,y) und 6, () sind in Analogie zur linearisierten Theorie
diinner Profile aus Kapitel 4 an die Form des Tragfliigels gebunden. An jedem Punkt P auf
der Profiloberfliche des Fliigels induzieren die Wirbelflichen Geschwindigkeitskompo-

nenten w(x,)) normal zur Ebene des Fliigels in z—Richtung, wie es in Bild 8.3 beschrieben

ist.

W(x,y), W
VOO d Zkon’rur
d x
0

V.

o0}
/ Vorderkante Hinterkante X

ol

Bild 8.3  Zusammenhang zwischen der Fliigelprofilkontur und der Normalgeschwindig-

keitskomponente
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In jedem Punkt P der Oberfldche miissen die Randbedingungen dergestalt erfiillt sein, daf3
die resultierende Geschwindigkeit an der Oberfliche des Tragfliigels tangential verlduft. In
der linearisierten Form fiir kleine Anderungen der Kontur ergibt das fiir den unendlich

diinnen Fligel:

o W0y)_ 0z, (8.4)
V., ox
Anders aufgelost wird daraus auch:
W(x,y)=azc —a (85)
V 0x

0

Die geometrische GroBe z, ist darin die Kontur des Profils an der Stelle y = konstant.
Gl. (8.5) stellt die Tangentialbedingung der Fliigelflache dar. Fiir die Tragflichentheorie
besteht in der Hauptaufgabe, passende Wirbelfldchenverteilungen y (x,y) und ¢ (x,y) zu
finden, dal3 diese Tangentialbedingung an jedem Punkt der jeweiligen Profiloberfliche
erfilllt werden kann. Die Wirbelverteilung im Nachlauf &, (y) ist an den Wert der Stirke
der Wirbelfldche an der Hinterkante des Fliigels ¢ (x,y) gebunden, womit diese keine un-
abhingige Variable dieses Stromungsproblems darstellt.

Sowie y (x,y) bestimmt ist, erhdlt man den Druckunterschied zwischen der oberen und

unteren Oberfldche des Fliigels Ap(x,y) und damit auch die Lastverteilungsfunktion /(x,y).

Ap(x,y)=pV,r(xy) (8.6)
__A4p
l(x’y)_l/ZpVof
(8.7)
_27(xy)
V

Diese Ergebnisse sind in Abschnitt 6.2.2, Gln. (6.11) und (6.13), bereits vorweggenommen
worden.

Der lokale Auftriebsbeiwert ¢, (v) eines Profilschnittes des Fliigels an einer spannweiti-
gen Position y ergibt sich aus dem Integral iiber die Lastverteilungsfunktion /(x,y) und

der lokalen Profilsehnenlidnge c(y).
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¢, (¥)=—— [ 1(xy)dx (88)

c(y)

Damit errechnet sich der Gesamtauftriebskoeftizient des Fliigels zu:

C, :%Lj I(x,y)dxdy

(8.9)

Die gesamte Zirkulation der Auftriebswirbelfldche y (x,y), die gebundene Wirbel darstellt,

ist an einer Spannweitenposition y:

(8.10)

I
o
© —
]
=
—~

Der induzierte Widerstandskoeffizient ist, wie es bereits in der klassischen Traglinientheo-

rie beschrieben wurde:
2 +S5
Cy=—— y (8.11)
s

Der darin vorkommende Strémungsablenkwinkel ist:

1 +fdr/ary "

= (8.12)
47[Voo ) y() _y

DaB3 der induzierte Widerstandskoeffizient nur aus der Kenntnis der spannweitigen Zirku-
lationsverteilung 7~ () berechnet werden kann, 148t sich daher erkliren, daB3 der Wider-
stand aus der kinetischen Energie des Nachlaufwirbelfeldes entsteht, das wiederum nur von
der spannweitigen Verteilung der Zirkulation 7/ (y) abhédngt und diese von der Stirke der

gebundenen Auftriebswirbelflache y (x,y).
8.2 Induzierte Geschwindigkeit

Die Normalgeschwindigkeitskomponente w(x,y), die durch die Verteilung der Stirken der
Wirbelfldchen y (x,y), 6 (x,y) und S, (v) induziert wird, kann durch das Gesetz von Biot—

Savart ermittelt werden. Bild 8.4 hilft die geometrischen und stromungsmechanischen Ver-
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hiltnisse auf einem infinitesimal kleinen Segment des betrachteten Tragfliigels zu veran-

schaulichen.

—-7dn

" Aol —r_

sde=dr '
Region W

| P &

Bild 8.4  Induzierte Normalgeschwindigkeitskomponente am Punkt P(x,y)

Am Punkt P(& n) ist die spannweitige Wirbelstirke y (£ 7). Ein Stiick des Wirbelfadens
der Wirbelfliche mit der Ausdehnung d¢& hat die Stirke d/"=y d& und es dehnt sich in
die y— oder 7-Richtung aus. Ein Segment der Linge dn dieses Wirbelfadens wird am
Punkt P(x,y) im Abstand » vom Punkt P (& n) eine Geschwindigkeit induzieren.

dr" di x7
3

47 r

|dV|=

(8.13)

_yd¢é dnp-r-sinf
4r r

Folgt man der Rechten Hand Regel fiir die Starke y, wird | dv | abwirts in Richtung der

negativen z—Richtung induziert. Deshalb wird nun der Anteil der Geschwindigkeit nach

Gl. (8.13) mit der induzierten Geschwindigkeit w(x,y) bezeichnet.

(dw), =—|dV | (8.14)
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Weiterhin wird die folgende Umschreibung genutzt.

sing={¥=¢) (8.15)

r

Damit wird der Anteil der gebundenen Wirbel an der induzierten Geschwindigkeit am

Punkt P(x,y):

(dw)y:—ﬁ (xf)dgdn (8.16)

Ahnlich ist der Anteil der elementaren Wirbel in Profilsehnenrichtung mit der Stirke & dn
an der induzierten Geschwindigkeit:

(dw) __9 (y;ﬂ)dgdn (8.17)
4 4 r

Um die Geschwindigkeit, die an dem Punkt P(x,y) induziert wird, fiir die gesamte Auf-
triebsfliche zu erhalten, miissen die GIn.(8.16) und (8.17) iiber die Tragfliigelfliche der
Region § nach Bild 8.4 integriert werden.

Die Geschwindigkeit, die durch den gesamten Nachlauf nach GI. (8.17) induziert wird,
kann durch die Integration iiber die Nachlaufregion /¥ in Bild 8.4 berechnet werden, indem
o (x,y) durch 9, (y) ersetzt wird.

Folgendes gilt:

r=((x=¢P+(-n))" (8.18)

Somit wird die induzierte Geschwindigkeit w(x,) am Punkt P(x,y) durch beide Einfliisse,
namlich durch die Auftriebs- und die Nachlaufwirbelfldche:

S T3 R e v Lo L

N

(8.19)

_[J( y 775W() dédn

3/2
+(-n)*)
Das generelle Problem der Tragflachentheorie ist, Gl. (8.19) fiir ¥ (x,y) und ¢ (x,y) derge-

stalt zu 16sen, daf die Randbedingung der tangentialen Geschwindigkeit an der Fliigelober-

fliche, Gl. (8.5), und die Bedingung der Drehungsfreiheit, Gl. (8.3), erfiillt werden kdnnen.
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Gewohnlich geschieht das mit numerischen Stromungsberechnungsmethoden, indem
man die Oberfldche des Fliigel in eine Zahl von Panel aufteilt und gewéhrleistet, daf3 die

vorabgenannten Bedingungen an jedem Kontrollpunkt eines Panels erfiillt werden konnen.
8.3 Wirbelgittermethode

Eine verwandte aber einfachere Methode im Vergleich zu der Tragflichenmethode, die in
den Abschnitten 8.1 bis 8.3 beschrieben wurde, ist die Wirbelgittermethode. Hierbei wird
eine Anzahl von Hufeisenwirbeln verschiedenster Stirken 7,, auf kleinen Kontrollflachen,

die auf der Tragfliche angeordnet sind, angebracht. Bild 8.5 zeigt das anhand eines Trag-

fliigelausschnittes.
Voo
> /4 /
/ / “
ya / A q
ya]o v
*P(xy) |

Kontrollpunkt

Bild 8.5  Schema eines einzelnen Hufeisenwirbels bei der Wirbelgittermethode

Die gestrichelten Linien definieren ein Panel auf der Tragflache, / ist die Lénge eines Pa-
nels in Strémungsrichtung. Ein Hufeisenwirbel, der durch die Punkte a, b, ¢ und d léuft,
liegt bei % [ von der Panelvorderkante entfernt. Ein Kontrollpunkt befindet sich auf der
Symmetrielinie des Wirbel bei % /, ebenso von der Vorderkante des Panels gemessen. Die
durch den Hufeisenwirbel induzierte Geschwindigkeit an einem beliebigen Punkt P(x,y)
kann durch das Biot—Savart-Gesetz fiir jedes Wirbelelement ab, bc und cd separat berech-
net werden.

Nun kann der gesamte durch eine endliche Anzahl Panel strukturierte Tragfliigel in

Bild 8.6 betrachtet werden.
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Voo

/
/////

Bild 8.6  Anordnung eines Wirbelgittersystems nach der Wirbelgittermethode

Eine Serie von Hufeisenwirbeln werden im Fall des Bildes 8.6 superponiert. Beispielswei-
se liegt dort ein Wirbel mit abcd an der Vorderkante des Fliigel. Dahinter, stromab, liegt
ein Hufeisenwirbel aefd und so fort. Der gesamte Fliigel ist mit solchen Wirbeln, alle mit
unterschiedlicher Wirbelstirke 7, versehen, in Form eines Gitters belegt.

An einem beliebigen Punkt P(x,y) kann die induzierte Geschwindigkeit durch die Ein-
flisse aller Hufeisenwirbel iiber das Biot—Savart—Gesetz ermittelt werden. Wenn die
Stromlinienbedingung an der Oberfldche des Fliigels an jedem Punkt erfiillt wird, kann ein
System simultaner, algebraischer Gleichungen erstellt werden, das fiir die unbekannten
Wirbelstarken 7, gelost werden kann. Eine detaillierte Beschreibung dieser Methode nach

J. J. Bertin und M. L. Smith kann in ,,Aerodynamic for Engineers* gefunden werden.
8.4 Vereinfachte Wirbelgittermethode

Die numerische Stromungsberechnung der Wirbelgittermethode aus Abschnitt 8.3 kann
erheblich vereinfacht werden, wenn man die Schar der Hufeisenwirbel nach Bild 8.7 da-

durch verringert, da3 man sie wie dort angegeben anordnet.
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gerade T epfeitte TF Defta-TF
niedriges Streckungsverh. gep
Voo l\/oo

Voo
' '

L/4

Bild 8.7  Anordnung der Hufeisenwirbel nach der Vereinfachten Wirbelgittermethode

In diesem vereinfachten Gitter dehnen sich die einzelnen Panel von der Vorder- bis zur
Hinterkante der Fliigeloberfliche aus. Pro Sektion des Fliigel existiert also nur ein Hufei-
senwirbel in einem einzigen Panel in Profilsehnenrichtung. Der Wirbel liegt auf dem Vi
Punkt des Panels von der Vorderkante gemessen, wie es im linken Teil des Bildes 8.7 dar-
gestellt ist. Eine endliche Zahl von Panel ist iiber den Fliigel in Spannweitenrichtung ver-
teilt. Wiederum liegen die Kontrollpunkte innerhalb des Panels in Sehnenrichtung mittig
auf dem % Punkt. Diese geometrische Konfiguration ist grundsétzlich identisch fiir einen
gepfeilten Fliigel und einen Deltafliigel im mittleren und rechten Teil des Bildes 8.7.

Details dieser Methode sind in ,,Aerodynamik des Flugzeuges* nach H. Schlichting und
E. Truckenbrodt beschrieben.

8.5 Anwendungen der Tragfliigelberechnungsmethoden

o Klassische Traglinientheorie: Diese Methode liefert fiir grade Tragflii-
gel mit kleinen bis hohen Streckungsverhiltnissen von 4 > 3 gute Ergebnisse.
Die spannweitige Berechnung der Auftriebsverteilung ist moglich, was in dem
Gesamtauftrieb, dem gesamten induzierten Widerstand und in dem Rollmoment

resultiert.

o Erweiterte Traglinientheorie: Diese Theorie 1dt sich auf beliebige

Grundrisse von Tragfliigeln und Streckungsverhiltnisse anwenden. Die spann-
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weitige Auftriebsverteilung ist berechenbar, was in dem Gesamtauftrieb, dem
gesamten induzierten Widerstand, in dem Rollmoment und in Niherungswerten

fiir das Nickmoment resultiert.

Tragflichentheorie: Sie 146t sich auf alle vorher beschrie-
benen Félle anwenden. Ebenso ist die Verteilung des Auftriebs in Spannweiten-
als auch in Profilsehnenrichtung zu berechnen. Das resultiert in dem Gesamtauf-
trieb, dem gesamten induzierten Widerstand, im Rollmoment und im Nickmo-

ment.
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