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Verzeichnis der Symbole

Verzeichnis der Symbole

a, b, c Koeffizienten
2
a m Temperaturleitkoeffizient
S
p k—% Luftdichte
m
m .
g —  Erdbeschleunigung
S
H m Kanalhdhe
i, j, N Summationsindex
p Pa  Druck
q skalare GroRe
Re Reynolds-Zahl
t S Zeit
T K Temperatur
u,Vv,c m Geschwindigkeit
S
Y m Koordinaten
¢, N m Koordinaten in der &-Ebene
VI kg dynamische Viskositat
ms
Indizes
eff effektiv
lam laminar
min minimal

turb turbulent



Die Diskretisierung von Differentialgleichungen 2

1 Die Diskretisierung von Differentialgleichungen
Aufgabe:

Gegeben ist die Differentialgleichung 1.1. Sie beschreibt ein zeitabhangiges
Konvektions-Diffusionsproblem. Diskretisieren sie die Gleichung!

2
@+ca—u :aa—u (1.1)
ot ox  ox?

Verwenden sie fur die Ortsableitungen zentrale Differenzenquotienten.
Far die Zeitableitung sollen folgende Methoden eingesetzt werden:

a) Euler-Methode rickwarts
b) Euler-Methode vorwarts
c) CRANK-NICKOLSON-Methode

d) Fassen sie die Losungen a) bis c¢) zu einer allgemeinen Lésung
zusammen!

Losungsweg:
a) Die 'Euler-Methode ruckwarts' benutzt ortliche Differenzenquotienten zum

Zeitpunkt n, siehe Bild 1.1. Der zeitlichen Quotient hat eine Stltzstelle zur
Zeit n und eine zur Zeit n-1. Das Ergebnis ist in der Gleichung 1.2 dargestellt.

X N at
+1 4 X
i -
i-1
n-1 n t

Bild 1.1: Darstellung der 'Euler-Methode rtickwarts'
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n_,n-1 no_n no_ay" "
UP U R TR Ul 207 U (1.2)
At 2Ax AX?

b) Bei der 'Euler-Methode vorwarts' wird far die  ortlichen
Differenzenquotienten die Zeit n verwendet. Beim zeitlichen Quotient werden
die Stutzstellen zur Zeit n und n+1 verwendet, siehe Bild 1.2 und Gleichung
1.3.

X pa| t<
SN
+1 4 X
i N
i-1 —
>t
n n+t1 7
Bild 1.2: Darstellung der 'Euler-Methode vorwarts'
n+l _ ,n n _ N n _ n n
ui i +Cui+1 ui—1 — ui—1 2ui +ui+1 (13)
At 2AX AX?

c) Bei der 'CRANK-NICKOLSON-Methode' wird fur die ortlichen
Differenzenquotienten die Zeit n und n+1 verwendet.

X at
N
. /
+
i+1 A X
i N
i-1

>t
n n+t1 7

Bild 1.3: Darstellung der 'CRANK-NICKOLSON-Methode'

n+l n n+l n+l n n
u -y _,_E Uiy ~U, +ui+1 “Ui4
At 2 2AX 27X
n+l n+l n+l n n n
_aju, —2u7 Uy + Uiy —2u7 +Upy
2 NG NG

(1.4)
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Der zeitliche Quotient hat Stutzstellen zur Zeit n und n+1, siehe Bild 1.3 und
Gleichung 1.4.

d) Allgemein kann die Diskretisierung mit der Gleichung 1.5 durchgefihrt
werden.

n+l _ . n n+l _ n+l n _,n
u; u; +c| A Uy ~Uiyg +(1_)\) Uiy ~Uiy
At 20X 2AX

n+l n+l n+l n n n
-a )\ui—l U7 Uy +(1_)\) Uiy —207 +Uiy
2 AXZ

(1.5)

Die Methoden 'Euler-rickwarts', 'Euler-vorwéarts' und 'CRANK-NICKOLSON'
sind Spezialfalle der allgemeinen Diskretisierung. Mit der Wahl von A kann
die Diskretisierungsmethode eingestellt werden.

A=0 Euler-Methode vorwarts
A =05 CRANK-NICKOLSON-Methode
A=1 Euler-Methode rickwarts

In der graphischen Darstellung erkennt man die Bedeutung der GroRe A. Sie
sagt aus mit welchem Gewicht eine Stltzstelle bertcksichtigt wird.

X at X at X at
i+1 " 4 x i+1 " 4 x i+1 " 4 x
i N i N i N
i-1 i-1 i-1
n n+l t n n+l t n n+l t
A=0 A=0.5 A=1
Bild 1.4: Darstellung der allgemeinen Lésung

Ob eine Differentialgleichung nach der Methode ‘'Euler-rickwarts', 'Euler-
vorwarts' und 'CRANK-NICKOLSON' diskretisiert wird kann von den
Genauigkeitsanforderungen, vom Typ der Differentialgleichung und vom
gewahlten Losungsalgoritmus abhangen.
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2 Die Klassifizierung von Differentialgleichungen

Aufgabe:

Gegeben sind die Differentialgleichungen 2.1 bis 2.6. Klassifizieren sie die
Gleichungen! Handelt es sich um elliptische, parabolische oder hyperbolische
Differentialgleichungen? Nennen Sie jeweils ein physikalisches Beispiel und
geben Sie mogliche Randbedingungen an. Welche Vorraussetzungen sind
notwendig um die Gleichung 2.5 zur Gleichung 2.6 zu vereinfachen?

2 2
O°T 0T (2.1)
0x oy
2 2
IT_[0T,0T g (2.2)
ot (ox° oy
9’y c 0%y
-2 -~ =0 2.3
ot2  m ox? #2)
ou, ou_ (2.4)
ot 0x
dlu a(vu d 0’u  0%u 9%
0 ( ) 0 ( ):__p+2u e (2.5)
ox dy X ox® oy’ oxdy

=-—tU— (2.6)

Losungsweg:

Bewertungsgrundlage fur die Klassifizierung der Differentialgleichungen ist
die lineare zweidimensionale partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, siehe
Gleichung 2.7.

2 2 2
a6(21+2b6q +ca?:F x,y,q,%,% (2.7)
0x oxoy oy ox oy
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Durch Aufstellung und Lésung der charakteristischen Gleichung kommt man
zu der Fallunterscheitung:

b?-ac <0 elliptisch
b?-ac =0 parabolisch
b?-ac >0 hyperbolisch

Gleichnung 2.1 ist eine elliptische Differentialgleichung. Mit ihr kann die
stationare Temperaturverteilung in einer Platte berechnet werden. Als
Randbedingungen sind nur die Gréllen am Aul3enrand anzugeben. In Bild 2.1
wird eine mdgliche Temperaturverteilug in einem Stab gezeigt. Hierfir wurde
die eindimensionale Gleichung 2.8 geldst.

=-1 (2.8)

In Bild 2.1 sind zwei Lo6sungen zu erkennen. Bei beiden wurde die
Randbedingung T(y = 0) = 0 benutzt. Als zweite notwendige Randbedingung

wurde einmal T(y = 1) =0 und einmal Z—T(y = 1) = 0 gewahlt. Die Losungen
X
der Gleichung hangen stark von diesen Randbedingungen ab, siehe Bild 2.1.

0.5 —

0.4 —

0.3 —

0.2 —

Temperatur T

0.1 —

0.0 ,

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Koordinate x

Bild 2.1: Darstellung der Temperatur bei einer stationaren Warmeleitung
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Die Gleichung 2.2 beschreibt den instatiodaren Warmeaustausch in einer
Platte. Der Vorgang ist hinsichtlich des Ortes elliptisch und der Zeit
parabolisch. Es missen Randbedingungen angegeben werden. Weiterhin ist
eine Anfangsbedingung notwendig. Es mul3 zum Zeitpunkt t =0 der
Temperaturverlauf im gesamten Gebiet bekannt sein. Zur Veranschaulichung
wird die eindimensionale Gleichung 2.9 gelost.

0T 0°T

ot ox?

Im Bild 2.2 ist die Anfangsbedingung zu erkennen. An den beiden Randern
betragt die Temperatur T = 0. An der Stelle x = 0.2 wird eine Temperatur von
T =1 vorgegeben. Dazwischen ist der Verlauf linear. In Bild 2.2 ist die
Abkihlung zu erkennen. An den beiden Randern wird die Temperatur
konstant gehalten. Zum Zeitpunkt t = 0.001 ist das Temperaturmaximum auf
92 % zurickgegangen. Nach t = 0.1 betragt es noch 28 %. Die x-Koordinate
des Maximums befindet sich dann nahezu in der Mitte. Nach unendlich grof3er
Zeit betragt die Temperatur im gesamten Gebiet T = 0.

1.0 — t=0

0.9 —

0.8 —

t=0.00

0.7 — t=0.01

0.6 —

0.5 —

0.4 —

Temperatur T

0.3 —

0.2 —

0.1 —

0.0 N L R B HL S
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Koordinate x

Bild 2.2: Darstellung der Temperatur bei einer instationaren Warmeleitung
Die Gleichung 2.3 beschreibt die Schwingung einer Saite. Sie bendtigt

Randbedingungen, z.B. y =0, an den Einspannstellen. Weiterhin ist die
Gleichung hinsichtlich der Zeit hyperbolisch.
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Zur Berechnung der Saitenschwingung ist der Ort und die Geschwindigkeit zu
Beginn des Vorgangs anzugeben. Zur Veranschaulichung wird hier die
Gleichung 2.10 untersucht.

<

9’y 0°
—_— - =0 2.10
ot>  ox? ( )

(3]

In Bild 2.3 ist die numerische Berechnung der Saitenschwingung zu sehen.

Beide Saiten sind bei y = 0 uns bei y = 1 eingespannt. Die unterschiedlichen
Schwingungsformen sind ausschlielich auf die Anfangsbedingungen
zuruckzufuhren. Im linken Bild wurde die Saite linear ausgelenkt und mit der

Geschwindigkeit % = 0 losgelassen. Es ist zu erkennen, wie sich die Welle

mit konstanter Geschwindigkeit ausbreitet. Nach t = 1 ist das untere Minimum
erreicht.

Ganz anders ist die Schwingungsform bei der sinusféormigen
Anfangsbedingung der Saite. In der rechten Darstellung ist zu sehen wie sich
die Saite bewegt, wenn sie zum Zeitpunkt t = 0 eine Sinusform hat. Die Form
bleibt bei der Schwingung erhalten. Nach t=0.5 ist die Auslenkung im
gesamte Gebiet y = 0. Nach t = 1 ist das untere Minimum erreicht.

t=0

N t=0.1
08 ] t=0.2
0.6 —
0.4 —
> > -
g 2 02—
2 2 g
E 5 0.0 i t=05
g g 02—
< < .
0.4 —
0.6 —
0.8 t=08
W T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Koordinate x Koordinate x
Bild 2.3: Darstellung der Auslenkung einer schwingenden Saite bei

verschiedenen Anfangsbedingungen: links lineare, rechts
sinusférmige Anfangsauslenkung
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Gleichung 2.4 beschreibt den reibungsfreien instationdren Stromungsverlauf
in einem Kanal. Der Vorgang ist hyperbolisch und es kénnen damit
Wellenausbreitungsvorgange berechnet werden.

Die Gleichung 2.5 enthalt eine Reihe Konvektionsterme und Diffusionsterme.
Mit ihr kann die Stromung um eine Kontur berechnet werden. Die hier
angegebene Gleichung ist die Navier-Stokes-Gleichung. Sie ist Grundlage fir
eine grofe Anzahl von Berechnungsprogrammen. Es ist zu erklennen, dald
sie elliptischen Charakter besitzt.

Eine Vereinfachung der Gleichung 2.5 ist die Gleichung 2.6. Es wurde
angenommen, dafi Geschwindigkeitsanderungen in x-Richtung
vernachlassigbar sind. Ebenso sind die Geschwindigkeiten in y-Richtung viel
kleiner als die in x-Richtung. Ergebnis dieser Vereinfachung sind einerseits
weniger Summanden in der Gleichung, andererseits kann man einfachere
Losungsalgorithmen verwenden, da sich der Charakter der Gleichung vom
elliptischen zum parabolischen gewandelt hat.

elliptisch parabolisch hyperbolisch

N
° ®

TN

X / X | \ X
gesamtes Gebiet EinfluRgebiet \ EinfluRgebiet
ist Einflul3gebiet und
Abh&angigkeitsgebiet

Abh&angigkeitsgebiet Abh&angigkeitsgebiet

Bild 2.4: Darstellung der Einflu3- und Abhangigkeitsgebiete bei
elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Aufgaben

Der Charakter der Differentialgleichung hat ein Einflull auf die Lage des
EinfluB- und Abhangigkeitsgebiets. Bei einer elliptischen Aufgabenstellung
kdnnen alle Punkte im Gebiet die Verhaltnisse an einem bestimmten Ort
beeinflussen, siehe Bild 2.4.
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So verandert sich die gesamte Raumluftstromung wenn ein Lufter
eingeschaltet wird. Merkmal der parabolischen Ldsungen ist, dall das
EinfluRgebiet jeder Ort vor dem angegebenen Punkt sein kann. Beispiel dafur
ist die Grenzschichtstromung. Dort breiten sich Stérungen sofort in die y-
Richtung und die darauffolgende Stromung aus, gedoch nicht stromaufwarts.
Bei der hyperbolischen Stromung liegt das EinfluRgebiet nur innerhalb eines
bestimmten Winkels vor dem zu untersuchenden Punkt. Anderungen an
diesem Punkt pflanzen sich ebenfalls nur inerhalb eines bestimmten Winkels
nach hinten aus. Typisches Beispiel fur hyperbolische Stromumgen ist die
Uberschallstromung um ein Flugkorper. Das Abhangigkeitsgebiet ist dort
sichtbar und befindet sich hinter dem schragen Verdichtungsstol3.
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3 Die Losungsalgorithmen

Aufgabe:

Gegeben ist die Differentialgleichung fur eine schleichende Strémung, siehe
Gleichung 3.1.

u_,du (3.1)
ot oy’

Diskretisieren sie die Gleichung nach dem 'Euler-Methode rickwarts' und
stellen Sie das Gleichungssystem zur Berechnung des nachsten Zeitschritts
auf. Geben Sie die Gleichungen =zur iterativen LOsung des
Gleichungssystems mit dem Jacobi- und dem Gaul3-Seidel-Verfahren an.
Nennen Sie Vor- und Nachteile beider Verfahren. Kennen Sie weitere
Verfahren zur Losung dieses speziellen Gleichungssystems?

Losungsweg:

Die Diskretisierung mit der 'Euler-Methode rickwarts' fuhrt zu der Gleichung
3.2.

U Uiy =v Uiy _2ui,2t T U (32)
At Ay

Der Indize i beschreibt die ortliche und t die zeitliche Dimension. Durch
Umstellung kommt man auf die Gleichung 3.3.

VAt
Uit + Aiyz (ui—l,t + ui+1,t)
ui,t = VAt (33)
1+2—
Ay

Sie berechnet die zentrale Geschwindigkeit aus der alten Geschwindigkeit
und den beiden Nachbargeschwindigkeiten. Diese beiden stehen jedoch noch
nicht fest, da sie selbst Bestandteil der Losung sind. An dieser Stelle kann
eine iterative Losungsvorschrift verwendet werden.
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Ubliche Verfahren sind das Jacobi- und das GauR-Seidel-Verfahren. Beim
Jacobi-Verfahren werden die Nachbarwerte, die warend des lterationschrittes
schon berechnet wurden, nicht verwendet, siehe Gleichung 3.4.

VAt n
Ui Av2 (ui—l,t +ui+1,t)
Ut = y (3.4)
Lt VAt
1+2—
Ay

Dabei bedeutet der Indize n den Wert des vorhergehenden Iterationschritt
zum Zeitpunkt t. Die Werte zum Zeitpunkt t-1 besitzen diesen Indize nicht, da
sie schon endgiltig berechnet wurden.

Anders ist das Gaul3-Seidel-Verfahren aufgebaut. Dort werden die in der
Iteration n+1 gefundenen Werte schon fir die Berechnung der Nachbarpunkte
verwendet, siehe Gleichung 3.5.

VAt ( ha o
Ui Av?2 (ui—l,t +ui+1,t)
Ut = y (3.5)
ht VAt
1+2°=
Ay

Beide Verfahren unterscheiden sich durch Vor- und Nachteile. Der
Speicherbedarf bei dem Jacobi-Verfahren ist so grof3, weil immer noch die
vorhergehenden Iterationswerte gespeichert werden mussen. Beim Gaul3-
Seidel-Verfahren wird auf einem Feld gelesen und geschrieben. Die
Iterationgeschwindigkeit ist beim Gaul3-Seidel-Verfahren hoéher, da immer die
neu berechneten Werte mitverwendet werden. Bei dem Jacobi-Verfahren
stehen sie erst beim nachsten Gesamtschritt zur Verfigung. Ein Nachteit des
Gaul3-Seidel-Verfahrens ist Gefahr der Enstehung von unsymetrischen
Lésungen, da die neuen Werte immer nur auf einer Seite des
Differenzensterns zur Verfigung stehen. Die Parallelisierbarkeit ist nur beim
Jacobi-Verfahren maoglich, da die Ergebnisse des neuesten Iterationsschrittes
auf einem Prozessor nicht auf dem Nachbarpozessor zur Verfigung stehen.
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Tabelle 3.1: Vor- und Nachteile der Jacobi- und der Gauf3-Seidel-Verfahren

Jacobi-Verfahren |Kriterium Gaul3-Seidel-Verfahren
viel Speicherbedarf klein

langsam Iterationsgeschwindigkeit |grof3

nein Symmetriefehler ja

ja Parallelisierbarkeit nein

Dieses tridiagonale Gleichungssystem kann direkt mit dem Thomas-
Algorithmus oder der Lower-Upper-Zerlegung geldst werden. Weitere iterative
Verfahren sind das SOR- oder das ADI-Verfahren.
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4 Ein Beispiel fir verschiedene Lé6sungmethoden

Aufgabe:

Berechnen Sie den Verlauf der Grb6RBe q auf 5 Stiutzstellen in dem
eindimensionalen Gebiet, siehe Bild 4.1. Es gilt die Gleichung 4.1.

X

x=0 x=1

Bild 4.1: Darstellung der Geometrie
0°q
—=-1 4.1
PV (4.1)

Auf den beiden Réandern ist g(x = 0) = q(x = 1) = 0. Fihren sie bei den Jacobi-
Verfahren und Gaul3-Seidel-Verfahren 10 Iterationsschritte durch und
vergleichen Sie die Losungen nach dem 1., 2. und 10. Schritt.

Benutzen Sie die direkten Losungsmethoden Thomas-Algoritmus, Gaul3-
Elimination und Shooting-Methode und zahlen Sie Vor- und Nachteile auf.

Losungsweg:

Ausgangsbasis fiur die iteratieven und direkten Verfahren ist die diskretisierte
Gleichung 4.2.

G~ 2qi Q0 _ -1
AX? -

(4.2)

Fir dieses Beispiel ist Ax:%. Damit ist auf den 5 Stltzstellen die

diskretisierte Gleichung 4.3 zu I6sen.
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1
—2q +q. = ——
ql—]_ ql ql+l 36

(4.3)
Jacobi-Verfahren: Dabei werden aus den alten Werten n die neuen Werte
n+1 berechnet. Es wird die Gleichung 4.4 benutzt.

n n 1
qi—l + qi+1 +
in+1 - 2 36 (44)

Der Lodsungsverlauf ist in Bild 4.2 zu erkennen. Die Ldsung ist immer
symmetrisch. Nach 10 Iterationschritten betragt das Maximum erst 75 % vom
korrekten Maximalwert.

0125 — -+ ExakteLosung

oy Y A2 T N N A |
L - - - — — — — — L1
3 4o [ I N
0 R AP EEEETEEEEEE Rt EEEELN A EEEEE
e e e - === === t === .
10. Iteration
O o0~ // L T : !
i S A== e - === e
| | |

Ry
T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 2. lteration
DS Sy SR SRSy S 1. lteration

Startwerte

0.000 0.167 0.333 0.500 0.667 0.833 1.000
Koordinate x

Bild 4.2: Darstellung des Lésungsverlaufes bei der Jacobi-Iteration

GaulR-Seidel-Verfahren: Hier werden aus den alten und neuen Werten die
neuen berechnet. Dazu wird die Gleichung 4.5 verwendet.

G, s
qin+1 - 2 36 (45)
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In Bild 4.3 ist der Losungsverlauf dargestellt. Es ist zu erkennen, dal3 die
Losung zu Beginn sehr unsymmetrisch ist. Nach 10 Iterationschritten ist sie
nicht mehr so stark zu erkennen. Das Maximum betragt 94 % vom korrekten
Maximalwert.

Exakte Losung

0.125 —

10 Iteration

Grole g

2. lteration

1. Iteration

Startwerte

0.000 0.167 0.333 0.500 0.667 0.833 1.000
Koordinate x

Bild 4.3 Darstellung des Losungsverlaufes bei der Gaul3-Seidel-Iteration
Thomas-Algorithmus: Zur Veranschaulichung wird dieser direkte Algorithmus

in den einzelnen Teilschritten vorgefihrt. Ausgangsbasis sind die 5
Gleichungen an den Stutzstellen.

am Punkt 1: -2q, +q, = L (4.6)
36

am Punkt 2: g, -2q, +0, :—3—16 4.7)

am Punkt 3: g, -20, +q, = _3_16 (4.8)

am Punkt 4: 9, -2q, +q; = _3_16 (4.9)

am Punkt 5: g, -2q, = L (4.10)

36
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In der Vorwartssubstitution wird folgender Vorgehensweise durchgefihrt:
Es wird die Gleichung am Punkt 1 nach g, umgestellt, siehe Gleichung 4.11.

==q, +— 4.11
6 =20+ ( )

Dieser Ausdruck wird in die Gleichung am Punkt 2 fur g, eingesetzt. Damit
enthalt die Gleichung am Punkt 2 nur noch die beiden Variablen g, und q,.

Durch Umstellen erhalt man 4.12.

2 1
= + — 412
% 3q3 36 ( )

Mit diesem Ausdruck reduziert man die Gleichung am Punkt 3 auf 2
Variablen. Diesen Prozess fuhrt man fur alle Punkte durch und erhalt damit
die Gleichungen 4.13, 4.14 und 4.15.

3 1

%4 +— 4.13
s 4q4 24 ( )
4 1
=20 +— 4.14
a, 5q5 18 ( )
5
= 4.15
s - ( )

In der Riuckwartssubstitution setzt man das Ergebnis fur g, in die Gleichung
4.14 ein und erhalt darin das Ergebnis fur g,. So werden alle Ergebnisse bis

zu Punkt 1 berechnet. Als Ergebnis erhalt man:

Gaul-Elimination: Bei dieser Methode werden die Gleichnungen 4.6 bis 4.10
benutzt um die Losungsmatrix zu erstellen.
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Losungsmatrix:

% 9% 9% 9 9

2 |1 1

Der Ablauf der GauR-Elimination ist in zahlreichen Literaturstellen
beschrieben. Zwischenergebnis ist die Dreiecksmatrix.

Dreiecksmatrix:

% 9% 9% 9 9

2 |1 1

N | W
1
|_\
B

Wl

N3
1
'_\
|u1

6
5

In dieser kdnnen die Werte direkt von unten nach oben berechnet werden.
Als Losung erhalt man das gleiche Ergebnis wie beim Thomas-Algorithmus:

=5 _1 _1 _1 =9
q, 72 . 9 s 3 d, 9 s 72
Shooting-Methode: Bei diese Methode wird die Gleichnung 4.3 nach dem
rechten Stutzstellenwert umgestellt, siehe Gleichung 4.16.
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1
=20 -Q_, —— 4.16
q|+1 q| q|—1 36 ( )

Far diese Aufgabe lauten die Gleichnungen damit:

1
—oq - 4.17
A, =20~ (4.17)
0 =20, -0, ——— (4.18)
3 2 1 36 '
Q. =20, -0, ~ (4.19)
4 3 2 36 '
G =20, ~ 0 ~— (4.20)
5 4 3 36 '
0 =2q. -0, ——— (4.21)
6 5 4 36 '

Die Idee dieser Methode besteht darin mit zwei frei gewahlten Werten fir q,
in die Gleichung 4.17 zu gehen. Damit sind alle Werte nacheinander
berechenbar. Da die gewahlten Vorgaben fir g, aber noch nicht korrekt sind,
erhalt man ein Verlauf der an der Stelle x =1 nicht mit der vorgegebenen

Randbedingung ubereinstimmt, siehe Bild 4.4. In diesem Bild wurde im ersten
Durchlauf g, =0.05 angenommen. Als Ergebnis erhalt man fir ¢, = -0.11666.

Im 2. Durchlauf wurde ¢, =0.10 gesetzt. Dann erhélt man g, = 0.18333, siehe
Bild 4.4.

Aus diesen beiden Durchlaufen kann das richtige Ergebnis fir g, berechnet
werden. Dazu ist die Abhangigkeit des Wertes g, von g, darzustellen, siehe
Bild 4.5. Der richtige Wert fur g, ist durch lineare Interpolation berechenbar.
Mit diesen Wert kann der Durchlauf wieder durchgefiihrt werden. Das
Ergebnis ist mit denen des Thomas-Algoritmus und der Gaul-Elimination
gleich.

q,=0.06944 q,=0.11111 q, =0.12500 q, =0.11111 q, = 0.06944

Die Werte sind Bild 4.4 dargestellt und treffen genau die analytischen Lésung
der Differentialgleichung.
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Bild 4.4: Darstellung des Losungsverlaufes bei der Shooting-Iteration
1. Durchlauf 2. Durchlauf
g Og=0.18333
U= a1
Og=-0.11666

q, = 0.05 q,=0.10
q, = 0.06944

Bild 4.5: Darstellung der Abhangigkeit des Wertes g, von ¢,
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5 Die Kanalstromung

Aufgabe:

In dem in Bild 5.1 dargestellten Kanal soll das Geschwindigkeitsprofil

bestimmt werden, dald sich bei einem vorgegebenen Druckgefalle ? einstellt.
X

H u=u(y)

il

=N W

i=0
Bild 5.1: Darstellung des Kanals

Die in dem Gebiet geltende Gleichnung 5.1 enth&lt nur den Druckterm und
den Diffusionsterm.

op 0 ou
Oo=—""—| — — 51
-2 w2 5.1

a) Bestimmen sie die analytische Ldosung fur den laminaren Fall mit der
konstanten Zahigkeit p, =y, = konstant!

b) Bestimmen sie die numerische LOsung fur den laminaren Fall mit der
konstanten Zahigkeit p =y, = konstant!

C) Bestimmen sie die numerische Losung fir den turbulenten Fall!
Hier ist die Zahigkeit aus der Turbulenzmodellierung zu berechnen,
siehe Gleichnung 5.2, 5.3 und 5.4.
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I'leff = max (I“llam’ I“lturb) (52)
Re
= — 53
I-lturb I-llam Remin ( )

lam

Hinweis zur Turbulenzmodellierung: In Gleichung 5.4 wird mit der oOrtlichen

Geschwindigkeit und dem kirzesten Abstand zur Wand eine Reynolds-Zahl
berechnet. Das Verhaltnis dieser Reynolds-Zahl zu der Konstante Re, wird

benutzt, um eine turbulente Zahigkeit zu berechnen, siehe Gleichung 5.3.
Durch die Gleichnung 5.2 wird in der numerischen Berechnung die grof3ere
der beiden als effektive Zahigkeit verwendet.

Beispiel: Kanalhthe H =0.1m
Dichte o =118 "9
m
dynamische Zahigkeit Han =17.97007° k9
ms
Druckgradient % -2.0010°° Pa
0X m
Minimale Reynolds-Zahl Re,, =40
Losungsweg:

a) Durch Integration der Gleichnung 5.1 kann als analytische Losung flr den
laminaren Fall die quatratische Gleichung 5.5 angegeben werden.

4= (e g 9

b) Zur Lésung der der numerischen Berechnung des laminaren Falles kann
die dynamische Zahigkeit aus dem Klammerausdruck genommen werden. Als
nachstes ist die Gleichung zu diskretisiren. Das Ergebnis ist die Gleichung
5.6.

op _ U_, —2u, +U,,
PV I-llam 2
0x Ay

(5.6)
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Aus dieser Gleichung wird die Gleichung 5.7 durch umstellen nach der
zentralen Geschwindigkeit gewonnen. Der Index 'n+1' heif3t, dal damit die
neue Geschwindigkeit an der Stelle i gemeint ist.

2
U +Uy — Aygp
U = Zum X (5.7)

In Bild 5.3 kann die numerische L6sung mit der analytischen verglichen
werden. Es ist zu erkennen, dal} sie nah beieinander liegen, aber auch, dal3
die numerische Losung etwas kleinere Geschwindigkeitswerte hat.

c) Bei der Berechnung der turbulenten Strémung kann die dynamische
Zahigkeit nicht als konstant angenommen werden. Sie wird entsprechend der
Turbulenzmodelierung an jedem Ort einen unterschiedlichen Wert haben.

Sie ist somit keine Konstante, sondern eine ortsabhéangige Grof3e. Diese
Abhangigkeit muf3 in der Diskretisierung berucksichtigt werden. In der
Gleichung 5.8 ist zu erkennen wie die Ortsabhangigkeit der dynamischen
Zahigkeit in die diskrete Gleichung aufgenommen wurde.

Hi T Hig Uiy — U Hy HG U — U
dp__ 2 by 2 Ly (5.8)
0x Ay

Diese Gleichung wird wieder nach der zentralen Geschwindigkeit umgestellt,
siehe Gleichung 5.9.

9
Uie (M 1) + U (1 + ) —20y2 P
ut = ox (5.9)

| Mg + 21 + Py

Der Programmablauf ist im Bild 5.2 zu erkennen. Nach der Initialisierung und
Startbelegung der Geschwindigkeitswerte werden die Randbedingungen
festgelegt. Die Geschwindigkeit an der Kanalwand ist u = 0. Als nachstes wird
mit der Gleichung 5.7 oder 5.9 ein neues Geschwindigkeitsfeld berechnet.
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Bei der turbulenten Kanalstromung ist dann eine Berechnung der
dynamischen Zahigkeit notwendig. Dieser iterative Prozess wird solange
wiederholt bis die Abbruchbedingung erfillt ist. Dann kann das Ergebnis
ausgegeben werden.

Initialisierung
Startbelegung der Werte

Randbedingungen (Haftung an der Wand

Verwendung des Jacobiverfahrens:
Berechnung der neuen u-Werte
aus den vorhergehenden

Bei dem turbulenten Fall:

Turbulenzmodellierung durch
Berechnung der lokalen Zahigkeit

Konvergenzkriterium
erreicht ?

nein

Ausgabe der Ergebnisse

Bild 5.2: Programmablaufplan
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Geschwindigkeit u / (m/s)

Darstellung der drei Losungen der Kanalstrémung
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6 Die LAX-Wendroff-Methode

Aufgabe:

Es soll der Verlauf des Druckes, der Temperatur und der Dichte in einer
Lavaldise mit der LAX-Wendroff-Methode berechnet werden. Durch die Dise
stromt die Luft aus einem Kessel in die Umgebung. Im Bild 6.1 ist der Aufbau
dargestellt.

Bilanzgebiet
Kessel
X X x1
Bild 6.1: Darstellung der Geometrie der Anordnung

Die zur Berechnung notwendigen Gleichung werden aus dem Gleichgewicht
an dem Bilanzgebiet gewonnen. Es gelten die Erhaltungsgleichungen fur
Masse, Energie und Impuls.

Die Herleitung der Kontinuitatsgleichung basiert auf der Massenbilanz, siehe
Bild 6.2.
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Bild 6.2: Darstellung des Bilanzgebietes

Aus dem Bild kann das Gleichgewicht 6.1 entnommen werden.

me =M+ m (6.1)
ot
Werden die Massenstrome weiter ausgeschrieben, kann die

Kontinuitatsgleichung 6.3 aufgestellt werden.

Bei der Bilanzierung der Energie fuhrt das Gleichtgewicht 6.2 zu der
Energiegleichung 6.4. Dabei sind nur die drei grof3ten Therme bertcksichtigt.
Die anderen Therme kdnnen vernachlassigt werden, da sie sehr viel kleiner
sind und nur einen sehr geringen Einflul3 auf das Ergebnis haben.

Kpﬁ p% +pch} :aa_ltz +er+p% mch} (6.2)

Ebenso wird die Impulsgleichung aus der Bilanz bestimmt. Als Ergebnis steht
daflr die Gleichung 6.5 zur Verfugung.

op _ _10(pAc)

= 6.3
ot A 0Xx (6-3)
de_ 1( ac . 9(InA) de
—=-=| p—+pc +pc— 6.4
ot p{pax P 0x pcaxj (6.4)
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ac 1(0p Jc
e Bt L 6.5
o p[ax pcaxj (6.3)

Mit den Gleichungen 6.3, 6.4 und 6.5 stehen jetzt alle notwendigen
Gleichungen zur berechnung der Disenstroémung zur Verfigung.

Die Grundidee der numerischen Berechnung ist die Verwendung der
Taylorformel, siehe Gleichung 6.6.

g =g + [aqj At (6 qj ﬁ_ q:(gc,e) (6.6)

dt ot? 2

Die in der Gleichung 6.6 enthaltenen Ableitungen zweiter Ordnung miussen
durch Differentation aus den Gleichungen 6.3, 6.4 und 6.5 bestimmt werden.
Sie sind durch die Gleichung 6.7, 6.8 und 6.9 gegeben.

%p 0A( 0p 60) dudp dpodc 9 0%
P T Y il 6.7
ot? L’)x [ ot ot ot Ox Ot Ox  Oxot  oxot (6.7)

0 __dpldc pdpadc _p dc _9pud(inA)

ot? atpax P> 0t Ox poxot ot p X

(6.8)
_dcpd(InA) i@pca(mA) ocde 9%
otp 0x p® ot ox ot 0x  oxot
2 2 2
Pc_13pop 10 dcoe_ o% 6.9)

ot> p?otdx poxot At ax  oxat

Die darin enthaltenen gemischten Ableitungen sind auch durch Differentation
Gleichungen 6.3, x4 und 6.5 zu bestimmen. Ergebnis dieser Differentation
sind die Gleichungen 6.10, 6.11 und 6.12.

p 1 6A[ ap acj pc 9°A 0%
=——| —|C—+p— —-c—=
oxot Al ox\ ox ox) A ox?

ox?
, (6.10)
okl T, (0
A

OX 0X pc‘)x2 X
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0% _ _oplac L, Ppopdc p o’c _opud(InA)

oxdt Oxpox pPloxox pox> oxp X
+E@a(lnA)_Eaz(lnA) _dcode 9%

p?ox  Ox p ox® ox Ox  ox?

(6.11)

2 2 2
Oc _10pop_10% dcdc _ 0% (6.12)
oxat p®axdx pox® Oxox  ox’

Mit den angegebenen Gleichungen stehen alle notwendigen ersten, zweiten
und gemischten Ableitungen zur Verfugung. Damit kdnnen der im Bild 6.3
dargestellte Programmablaufplan durchgefihrt werden.

Initialisierung
Startbelegung der Werte

Bildung der Ableitungen
Durchfiihrung des Zeitschritte$

Randbedingungen

Konvergenzkriterium
erreicht ?

nein

Ausgabe der Ergebnisse

Bild 6.3: Programmablaufplan

Zuerst werden alle konstanten Werte belegt. Weiterhin ist ein geschéatzter
Verlauf fur den Druck, die Geschwindigkeit, die Temperatur und die Dichte
anzugeben. Bei ungunstiger Wahl kann diese Startbelegung dazu fiihren, dafl3
die Berechnung nicht zum Ergebnis fiuhrt.
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Als nachstes werden mit den geschatzten Werten die Differenzenquotienten
bestimmt, siehe Gleichung 6.13.

09 _ Gy ~0iy (6.13)
OX 2/x

Mit den so ermittelten Ableitungen dach dem Ort werden mit den Gleichungen
6.3 bis 6.5 und 6.7 bis 6.12 die Ableitungen nach der Zeit bestimmt. Damit
kann mit der Taylorformel 6.6 der Zeitschritt durchgefihrt werden.

An dieser Stelle wird bestimmt wie stark sich die neuen Werte von den alten
unterscheiden. Ist die Anderung kleiner als eine vorgegebene Schranke,
kdnnen die Ergebnisse ausgegeben werden. Ansonsten wird der Prozel}
solange vortgefuhrt bis die Schranke unterschritten wird. Eine Auflistung des
Quelltextes ist im Anhang aufgefuhrt. Bei der Bestimmung der
Randbedingungen geht man davon aus, dal3 die Werte am Dusenaustritt bei
x =3 m durch lineare Extrapolation der beiden vorhergehenden Werte
bestimmt werden kdnnen. Die Werte am Disenbeginn bei x =0 m werden
konstant gehalten.

Das numerische Ergebnis der Berechnung ist im Bild 6.4 dargestellt. Es ist zu
erkennen, dal3 der Druck in Abhangigkeit von der Lauflange stark abnimmt.
Ebenso sinkt die Temperatur und die Dichte mit der Lauflange.

Die Geschwindigkeit steigt in der Lavaldise stark an und erreicht am Austritt

einen Wert von 683.8 m.
S
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Die LAX-Wendroff-Methode

(gw/B) / 01 B1Y2IT

300000 — -~ -

(ed) /d »oni@

Lauflange x / (m)

Lauflange x / (m)

(M) / L Jnmesadwa |

(s/w) / 2 N&XBIPUIMYISED

Lauflange x / (m)

Lauflange x / (m)

Darstellung der Ergebnisse der numerischen Berechnung

Bild 6.4:
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7 Die MacCormack-Methode (Prediktor-Korrektor-Methode)

Aufgabe:

In dieser Aufgabe wird die gleiche Diusenstromumg wie bei der Aufgabe mit
der LAX-Wendroff-Methode berechnet, siehe Bild 6.1.

Ausgangsbasis sind die gleichen Gleichungen fir % % und % siehe
Gleichungen 7.1, 7.2 und 7.3.

ot A 0x

de_ 1( ac . 9(InA) de

—=-Z|p—+pc—L +x— 7.2

ot (pax pe 0X pcaxj (7:2)

oc 1(0p Jc

_— = - — 4+ —_— 73

ot p[ax pcaxj (7-3)
Losungsweg:

Besonderheit der MacCormack-Methode ist die Verwendung der der
Taylorformel nur bis zum linearen Anteil, sie Gleichung 7.4.

t
g =q +[%j At a=(pce) (7.4)

Jedoch mul3 bei der Berechnung der Zeitlichen Ableitung ein besonderer Weg
gegangen werden. Im Bild 7.1 ist der Programmablaufplan dargestellit.
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Initialisierung
Startbelegung der Werte

Bestimmung der rechten Ableitung zum Zeitpunkt t
Durchfiihrung des Zwischenschrittes (Prediktor)
Bestimmung der linken Ableitung zum Zeitpunkt @ |t
Bildung der mittleren Ableitung
Durchfiihren des Zeitschrittes

I
Randbedingungen

Konvergenzkriterium
erreicht ?

nein

Ausgabe der Ergebnisse

Bild 7.1: Programmablaufplan

Am Beginn werden die konstanten Werte belegt. Als né&chstes ist ein
geschéatzter Verlauf fir den Druck, die Geschwindigkeit, die Temperatur und
die Dichte anzugeben. Wie bei der LAX-Wendrofmethode kann bei
ungunstiger Wahl kann diese Startbelegung dazu fuhren, dafl3 die Berechnung
nicht zu einem Ergebnis fuhrt.

Als néchstes werden mit den geschatzten Werten die ‘rechten’
Differenzenquotienten zum Zeitpunkt t bestimmt, siehe Gleichung 7.5.

aq) _d.-q
)

Damit wird der Zwischenschritt (Prediktor-Schritt) durchgefuhrt. Damit wird
ein vorribergehender Wert der Grof3e g bestimmt, siehe Gleichung 7.6.
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t
g™ =0 +[6_qj At (7.6)
0x
Die provisorische q"“-Verteilung wird benutzt um die ‘linken'

Differenzenquotienten zum Zeitpunkt t+At zu bestimmen. Die Gleichung 7.7
zeigt den Quotienten.

= \FAL At <t+At
[G_q j Bl 7.7)
ox AX

Die jetzt vorhandenen zwei Differenzenquotienten werden benutzt, um ein
mittleren Quotieenten zu bestimmen. Dieser wird aus dem Mittelwert der
beiden vorhandenen bestimmt, siehe Gleichung 7.8.

G RGN &
ox ) .. 2|\ ox ox '

Mit den mittleren Differenzenquotienten kann der Zeitschritt (Korrektor-
Schritt) durchgefihrt werden, der in Gleichung 7.9 gezeigt ist.

4 = J{ﬂj A (7.9)
6X mittl.

Jetzt stehen neue Werte zum Zeitpunkt t+At bestimmt. Diese werden mit den
Alten verglichen. Wenn die Anderung eine vorgegebene Schranke
unterschreitet, kdnnen die Ergebnisse ausgegeben werden. Sonst wird der
ProzeR solange fortgefiihrt bis die Anderung die Schranke unterschreitet.

Das berechnete Ergebnis ist im Bild 7.2 dargestellt. Es ist dem der LAX-
Wendrofmethode sehr ahnlich. Der Druck nimmt in Abhangigkeit von der
Lauflange stark ab. Genauso sinkt wieder die Temperatur und die Dichte mit
der Lauflange.

Die Geschwindigkeit am Austritt erreicht einen Wert von 684.0 m.
S
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Die MacCormack-Methode (Prediktor-Korrektor-Methode)
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Bild 7.2 Darstellung der Ergebnisse der numerischen Berechnung
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8 Die Elliptische Gittergenerierung

Aufgabe:

Generieren Sie ein Gitter um den im Bild 8.1 angegeben Keil. Dabei soll die
elliptische Gittergenerierung angewendet werden.

1

y

0.6

0.5 Keil

0.4

0 0.35 0.65 X 1
Bild 8.1: Darstellung der zu vernetzenden Geometrie
Losungsweg:

Zur Erzeugung des Gitters wird die Gleichung 8.1 und 8.2 verwendet. Diese
Gleichung sagt aus, dal} die Werte x und y berechnet werden missen. Das
erfolgt in der &-Ebene. Die Koordinaten dieser Ebene sind ¢ und n, bei der
diskreten Formulierung wird der Index i und j verwendet.

9°x 0°x _0°x

a -2b +c =0 8.1
ac? acon  on? (8.1)

2 2 2
a%Y 25 9Y 19 o (8.2)
0¢ oqgon on

Die Koeffizienten in den beiden Gleichungen werden mit den Gleichungen 8.3, 8.4
und 8.5 berechnet.
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(342
on on
(o33 2
ac )lon) Lac)/lan '
) G_XZ ﬂz
_(acj +(acj (8.5)

Die Gleichungen 8.1 und 8.2 werden diskretisiert und es wird mit dem
Jacobiverfahren die Werte q = (X, y) iterativ bestimmt.

a (ql+lj qi—l,j) +Acz(qi,j+1 +qi,j—1) +2AXbAy(qi+l'j+l +q; a1 Gigja 7Oia 11)

o1 AX? y
a0 = a c
ol & 4 &
(sz Ayzj

Dabei werden aus den alten Werten g die neuen Werte q

(8.6)

n+1

. Nach jedem
Schritt sind die Koeffizienten a, b und c¢ 2zu aktualisieren. Der
Programmablaufplan, siehe Bild 8.2, verdeutlicht den Lésungsprozess.

Zuerst wird das Feld fuar x und y mit Initialisierungswerten belegt. Als
nachstes werden die Randbedingungen festgelegt. Diese Belegung kann im
Bild 8.3 uberprift werden. So ist zu erkennen, dald der Bereich 2 und 9 einen
konstant hohen x-Wert hat. Der Bereich 1 und 10 verlauft linear zwischen
dem minimalen und den maximalen x-Wert. Der Verlauf der anderen Bereiche
kann in den Ebenen zur Berechnung der x- und y-Koordinate ebenso
Uberpruft werden.
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Initialisierung
Startbelegung der Werte

Randbedingungen

Verwendung des Jacobiverfahrens:
Berechnung der neuen g-Werte
aus den vorhergehenden

Konvergenzkriterium
erreicht ?

nein

Ausgabe der Ergebnisse

Bild 8.2: Darstellung des Programmablaufplanes

Nach der Belegung der Randwerte werden die Differentialgleichungen 8.1
und 8.2 im Inneren des Gebietes geldst. Das Ergebnis ist vergleichbar mit
einer Membran, die an den Randern befestigt wurde, siehe Bild 8.3.
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9
y
2
0
5 4 3 1
11 <6 '=7 8
9 i 11
7 4
6 5
10 X
Ebene zur Berechnung der x-Koordinate : 1
11
9
8 J 10
3
| | QW’”WWT""” M

Ebene zur Berechnung der y-Koordinate i

Bild 8.2: Darstellung der Randbedingungen

Ebene zur Berechnung der x-Koordinate

Ebene zur Berechnung der y-Koordinate i

Bild 8.3 Darstellung der Randbedingungen und der Lésung
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Jeder Punkt, der in den beiden Ebenen zur Berechnung der x- und y-
Koordinate berechnet wurde kann mit seinen beiden Koordinaten in der
psysikalischen Eben dargestellt werden, sie Bild 8.3 links oben. Nachdem die
Punkte dort aufgetragen sind, werden Linien zu den Nachbarpunkten
gezogen. In Bild 8.4 ist das so entstandene Rechengitter dargestellt.

Kell

Bild 8.4: Darstellung des Rechengitters
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9 Die Auftriebsstromung an einer senkrecheten Platte
Aufgabe:

Berechnen Sie die freie Konvektion an einer ebenen Platte, siehe Bild 9.1.
Die Platte ist 2 m lang und hat eine Oberflachentemperatur von 80 °C. Die
Temperatur im ungebenden Raum betragt 27 °C. Vergleichen Sie das
numerische Ergebnis mit den experimentellen Untersuchungen aus Tabelle
9.1.

Isolierung X N

\ /NN
) )
| Tw=80"C

1] <— Tr=27°Cc —>

g l

2m

Zustrémung aus dem Raum

v

VAV A AV Ay aVd

Bild 9.1: Darstellung der Versuchseinrichtung
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Tabelle 9.1: GeschwindigkeitsmelRwerte an der senkrechten Platte

Geschwindigkeit u / (m/s) bei der Lauflange x / (mm)

Wandabstand |10 mm 120 mm (200 mm (300 mm (700 mm {1000 mm
y / (mm)

0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,5 0,0334 0,0702 0,0990 0,1109 0,1222 0,0977
1,0 0,0586 0,1405 0,1700 0,1944 0,2380 0,1900
2,0 0,0845 0,2370 0,2841 0,3215 0,4215 0,3322
3,0 0,0806 0,2734 0,3383 0,3810 0,5424 0,4170
4,0 0,0635 0,2671 0,3399 0,4025 0,6101 0,4546
5,0 0,0442 0,2374 0,3185 0,3718 0,6286 0,4786
6,0 0,0260 0,1959 0,2739 0,3592 0,6234 0,4778
7,0 0,0158 0,1518 0,2277 0,2973 0,5696 0,5068
8,0 0,0097 0,1157 0,1832 0,2746 0,5107 0,4843
9,0 -0,0001 |0,0832 0,1430 0,2312 0,4667 0,4691
10,0 -0,0048 |0,0624 0,1079 0,1888 0,3999 0,4523
15,0 -0,0016 |0,0204 0,0330 0,0860 0,2046 0,4215
20,0 -0,0073 |0,0139 0,0145 0,0750 0,1125 0,3763
25,0 -0,0094 |0,0158 0,0137 0,0546 0,0501 0,3323
30,0 -0,0062 |0,0166 0,0127 0,0442 0,0339 0,2937
35,0 -0,0058 |0,0122 0,0142 0,0506 0,0367 0,2682
40,0 -0,0034 |0,0102 0,0116 0,0493 0,0249 0,2555
50,0 -0,0043 |0,0075 0,0098 0,0430 0,0190 0,1706

Es wird von einer zweidimensionalen, laminaren Stromung ausgegangen. Die
zur Berechnung notwendigen Gleichungen, siehe Schlichting (1958), lauten:

Kontinuitatsgleichung:

ou ov
+ =

—+—=0 9.1
ox oay ©.1)

Impulstransportgleichung:

Uu—+v—=v—;- L 9.2
ox oy oy O T (9-2)
Enthalpietransportgleichung:
2
ua_T+Va_T:aa_-2r a:L (93)
0x ay oy pC,



Die Auftriebsstromung an einer senkrecheten Platte 43

Losungsweg:

Zur Berechnung der Konvektionsstromung werden die oben angefihrten
Gleichungen nach der Differenzenmethode auf einem Rechteckgitter,
Ax = Ay = Al, diskretisiert.

ay=al
j#1—O—O—0
a4x=4al
i —O—@—0
X
i1 —O—0O——0O—
i-1 i i+1
y
Bild 9.2: Darstellung des Rechtecknetzes

Die diskretisierte Impulstransportgleichung 9.4 wird nach der zentralen
Geschwindigkeit umgestellt, siehe Gleichung 9.5.

U —Uj- Uiy — U Uy — 22U +U,

1 o \ -1j ij r
u —— = 4y =v + 9.4
ol Al Al J T (3-4)
g Yy Yy U U TG T
ij ij 2 g
Lo A Al Al T, (9.5)
Uj Vi, 2v |
Al Al AP

Zur Berechnung der Geschwindigkeitskomponente u ist damit die beiden
danebenliegenden und die vorhergehende Geschwindigkeitskomponente u
sowie die ortliche Komponente v und die 6rtliche Temperatur notwendig. Das
ist aus der Gleichung 9.5 sichtbar und wurde in Bild 9.3 dargestellt.
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u u,v, T u
O O
j
u
[
Bild 9.3: Differenzenstern zu Berechnung von der Komponente u

Ebenso wird die Geschwindigkeitskomponente v und die Temperatur T
berechnet, siehe Gleichungen 9.6 und 9.7 sowie Bildern 9.4 und 9.5.

Vi = Vij TUjj — Uy (9.6)
o Ty T T ¥ T
3] 4] 2
T = Al Al Al (9.7)
! Uy Vi, 2a
Al Al AP
T u, v T
O O
j
T
i
Bild 9.4: Differenzenstern zu Berechnung von der Temperatur T
u, v
j
u

Bild 9.5: Differenzenstern zu Berechnung von der Komponente v
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Die Randbedingungen miussen fur die heile Wand, den unteren Einstrémrand
und die freie AulRenstromung angegeben werden, siehe Bild 9.6. Fur die
Abstromung sind keine Randbedingungen notwendig, da der
Losungsalgorithmus nur stromabwarts rechnet. An der heilien Wand sind alle
Geschwindigkeitskomponenten gleich Null und die Fluidtemperatur ist mit der
Wandtemperatur identisch. Am Einstromrand wird ebenfalls ruhendes Fluid
angenommen. Die Experimente zeigen, dalR diese Bedingung benutzt werden
kann. Die Eintrittstemperatur ist gleich der Raumtemperatur. Die freie
AulRenstromung hat ebenfalls Raumtemperatur und in paralleler Richtung zur
Wand keine Geschwindigkeitskomponente. Normal zur Wand wird keine
Geschwindigkeit vorgegeben. Sie kann aus der Kontinuitatsgleichung
berechnet werden.

= :0
v=0 T=Tr
T=Tw

u=0
v=0
T=Tr

Bild 9.6: Darstellung der Randbedingungen

Das so entstandene Gleichungssystem wird in einem Durchlauf parabolisch
gelost. Die berechneten Geschwindigkeitsprofile stimmen mit den
gemessenen bis zur Lauf-lange von 0.7 m sehr gut Uberein, siehe Bild 9.7.
Die Lage und der Betrag der maximalen Geschwindigkeit wurden genau
bestimmt.

Nach der Lauflange von 0.7 m erfolgt der Stromungsumschlag laminar-
turbulent, der von der laminaren Berechnung nicht vorhergesagt werden
kann. Die gemessenen und Dberechneten Geschwindigkeitsprofile
unterscheiden sich bei der Lauflange von 1 m sehr stark.
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—— numerische Berechnung

Experiment
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Bild 9.7: Darstellung der Stromungsgeschwindigkeit in Wandnahe,
Variation der Lauflange: L=10mm .. 1 m
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10 Die Fehler- und Stabilitatsanalyse eines Abklingvorganges
Aufgabe:

Untersuchen Sie die Modellgleichung 10.1 auf maximal durchfihrbare
Zeitschritte! Wie gro3 kann der Zeitschritt gewéahlt werden, ohne dal die
Losung numerische instabil wird?

ou _ o

— = 10.1
ot ox? ( )

Diskretisiert wird die Modellgleichung nach der Euler-Vorwarts-Methode,
siehe Differenzengleichung 10.2.

n+l _ \n

n n n
LW Ui 208 tupy
At AX?

u

(10.2)

Losungsweg:

Es kdénnen folgende Fehler auftreten:

- Diskretisierungsfehler: Differenz zwischen analytischer Ldsung der
Modellgleichung 10.1 und exakter L6ésung (ohne Rundungsfehler) der
Differenzengleichung 10.2.

- Rundungsfehler: Rechnerbedingte Auf- oder Abrundung.

A = analytische Losung der Modellgleichung 10.1
D = exakte Lésung der Differenzengleichung 10.2
N = numerische L6ésung aus dem Rechner

€ = Rundungsfehler

Diskretisierungsfehler = A - D
Rundungsfehler=¢ =N -D

Damitist N =D + €.
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Da die exakte Loésung und auch die numerische Lo6ésung die
Differenzengleichung 10.2 erfullt, gilt sie auch fur den Rundungsfehler.

n+l _
i

n

& _ &Ly — 28 +ely
At AX?

£ (10.3)

Bei einer stabilen Berechnung wird gefordert, da3 der Fehler mit der Zeit
abklingt. Darum muf3 die Gleichung 10.4 erfillt werden.

<1 (10.4)

An dieser Stelle wird der Fehler an einem Punkt durch eine vollstandige
Fourier-Reihe ersetzt, siehe Ansatz 10.5.

g(x,t)=e*> & (10.5)

Da in der Modellgleichung und in der Differenzengleichung Linearitat
vorrausgesetzt wird, ist es moglich in dem Ansatz 10.5 nur das erste Glied zu
berlcksichtigen. Damit kann der Fehler mit Gleichung 10.6 angegeben
werden.

g(x,t) =e*e" (10.6)

Setzt man 10.6 in die Gleichung 10.2 ein, erhalt man:

t) gl _ ot o _ @t gk(x=0%) _geatgikx 4 cat k(x-1x) (10.7)

At AX?

e

Diese Gleichung wird durch e®e*™ dividiert. Als Ergebnis erhalt man die
Gleichung 10.8. Durch Umstellen entsteht 10.9.

eaAt _1 B eikAX _2 +e—ikAX
At AX?

(10.8)

- (& +e > -2) (10.9)
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Durch Substitutionen mit den Gleichungen 10.10 ensteht die Gleichung
10.11.

Kax_ ik 1-cos(kAx
COS(kAX) :L’ an[kAXj = ( ) (1010)
2 2
e :1—4—A£s'n2[@j (10.11)
AX 2

Far die Stabilitat wird gefordert, dal3 der Ausdruck 10.12 erfillt ist.

gml| |eltragho| ANt ., ( kKAX

= —_=|g®| =[l-—gn*| — | <1 10.12

| & ‘ e | ‘ ‘ AX? [ 2 j ( )
Diese Bedingung ist immer erfullt wenn Gleichung 10.13 gilt.

At 1

— <= 10.13

AX* 2 ( )

Die numerische Stabilitat ist gewahrleistet, wenn fur den Zeitschritt Ats%sz

gewahlt wird. Dieser Zusammenhang wird auch Neumann-
Stabilitatsbedingung genannt.
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11 Die Fehler- und Stabilitatsanalyse bei der Wellenausbreitung

Aufgabe:

Untersuchen Sie die Modellgleichung 11.1 auf maximal durchfihrbare
Zeitschritte! Wie gro3 kann der Zeitschritt gewéahlt werden, ohne dal die
Losung numerische instabil wird?

ML Mg (11.1)
ot [1)4

Losungsweg:

Die Differenzengleichung 11.2 kann mit der Gleichung 11.3 vereinfacht
werden, da angenommen wird, dal3 der Verlauf von u in dem Differenzenstern
linear ist. Durch Umstellung der Gleichung 11.4 erhalt man den
Zusammenhang 11.5.

n+l _ n n _,n
ui ui +Cui+1 ui—l — 0 (112)
At 2AX
n 1 n n
u =2 (ul; +uly) (11.3)

1 n
u; _E(ui—l+ui+l) u. —un"

+c— T =0 (11.4)
At 2AX

uin+1: U_, tUy —CE Uy ~U, (11.5)
2 AX 2

Da die exakte Loésung und auch die numerische Loésung die
Differenzengleichung 11.5 erfillt, gilt sie auch fur den Rundungsfehler.

gra Bt 8y AU E, 8, (11.6)
2 x| 2

An dieser Stelle wird der Fehler an einem Punkt durch eine vollstandige
Fourier-Reihe ersetzt, siehe Ansatz 11.7.
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g(x,t)=e*> & (11.7)

Da in der Modellgleichung und in der Differenzengleichung Linearitat
vorrausgesetzt wird, ist es moglich in dem Ansatz 11.7 nur das erste Glied zu
berlcksichtigen. Damit kann der Fehler mit Gleichung 11.8 angegeben
werden.

g(x,t) =e*e" (11.8)

Diese Beziehung wird in Gleichung 11.6 Ubernommen und es entsteht
Gleichung 11.9.

a( ikx _ _
e e = o 11.9
5 ( )

) eateik(x—Ax) +eateik(x+Ax) E eateik(x+Ax) _eateik(x—A()
2 AX

Durch Division mit 11.8 ensteht 11.10 und durch Substitution 11.11.

—ikAX i KAX iKAX _ A—ikAX
et :ﬁ_cﬂ e -—e (11.10)
2 AX 2
mt - At -
€ =cos(kAx)—|cEsm(kAx) (11.11)

Es wird fur numerische Stabilitat gefordert daf? der Ausdruck 11.12 erfallt
wird.

cos(kAx)—icﬁsin(kAx) <1 (11.12)

-
AX

Das ist immer erfullt wenn Gleichung 11.13 eingehalten wird.

B oq (11.13)
At
Die numerische Stabilitat ist gewahrleistet, wenn fir den Zeitschritt At<—
c

gewahlt wird. Dieser Zusammenhang wird auch Courant-Friedrich-Levy-
Stabilitatsbedingung genannt.
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12 Die Berechnung mit dem Finite-Element Verfahren

Aufgabe:

Bestimmen sie die Losung der Gleichung 12.1 auf dem Gebiet aus Bild 12.1.
Auf dem Rand ist u = 0.

213 —

1/2 -

1/3 —

Bild 12.1: Darstellung des Gitters

0°u 9%
N _

—+—=-1 12.1
x> oy? ( )

Losungsweg:

In anderer Darstellung lautet die Aufgabe:

Au=-1 inQ

12.2
u=0 auf I ( )

Die obere Gleichung 12.2 kann mit einer beliebigen Funktion v multipliziert
und in dem Gebiet Q integriert werden. Das fuhrt zu dem Ausdruck 12.3.

AuvdQ =-|vdQ (12.3)
J J
Q Q
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Mit dem Greenschen Satz 12.4 kann die linke Seite der Gleichung 12.3
umgewandelt werden. Das ist zur Beriucksichtigung von Randbedingungen
notwendig. Weiterhin wird die Ordnung der Ableitung gesenkt. Bei der
Umwandlung ist zu bertcksichtigen, daR das Randintegral (auf dem Rand I')
verschwindet, da dort die Funktion v = O ist.

jAude:ja—”vdr—ij \Q (12.4)
Q Fan Q

Das Ergebnis ist in Gleichung 12.5 dargestellt.
jmun Q= j\m (12.5)
Q Q

Das Integral, dal3 fur das gesamte Gebiet zu berechnen ist, wird aufgeteilt auf
die Anzahl E der Elemente K, siehe 12.6

jmun v di ZE:jvdK (12.6)

E
i=1 i=1 gk

Es wird angenommen, dal} sich die Losung u zusammensetzt aus Werten an
den Punkten und Hutchenfunktionen, siehe Bild 12.2 und Gleichung 12.7. Es

handelt sich bei diesen um lineare, konforme Elemente, auch P1l-Elemente
genannt. Die Funktion v besteht nur aus den Hutchenfunktionen, siehe 12.8.

u=> vy (12.7)

v:ZN:vi (12.8)
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Bild 12.2: Darstellung der Hitchenfunktionen v, und v,

Bild 12.3: Darstellung der Hitchenfunktionen v, und v,

Punkt 5

Bild 12.4: Darstellung der Hitchenfunktionen v,
Die Gleichung 12.5 gilt fur beliebige Funktionen v. Darum kann sie fur v,, v,,

v,, Vv, und v, aufgeschrieben werden. Das ergibt 5 Gleichungen mit 5
Unbekannten. Die Gleichung fur v, lautet:

[o@ vai=  [vo (12.9)
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Ausgeschrieben auf die Bereiche die ein Anteil bringen lautet die Gleichung
12.9:

funw] val+ (o0, @d  J@ v, d 0 fu, o7 v,dQ [v,d (12.10)

213 —7

1/2

1/3

Bild 12.5: Numerierung der Elemente und Knoten

Die Summanden der Gleichung 12.10 mussen jetzt einzeln berechnet werden.
Der erste Summand setzt sich aus den Beitrdgen der Elemente 1, 2, 3, 4, 18,
17 und 16 zusammen. Diese Elemente liegen an dem Knoten 1. Alle anderen

Elemente brauchen nicht bericksichtigt zu werden, da dort die Funktion
v, = 0 ist.

funw) val= o0, vek, §0 v, vd<,0fu v, vk,
Q

Ky K, Kq

+I ulD\@ VldK-'zl Iﬁhl:}\ll VldKl8 @m Vl \ﬂidK]JD g‘]ul Vl VldK16

K4 K18 K17 K16

(12.11)
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Die Berechnungsvorschrift 12.11 kann weiter vereinfacht werden, da
innerhalb eines Elementes Gradienten der der Funktion v konstant sind. Das
fihrt zu der Gleichung 12.12 und 12.13. Als A ist darin der Flacheninhalt des
Elementes bezeichnet.

fuDw] val= G,0v, v, [eK00 v, v,fd,0u, v, v, [dK,
Q

“ “ K3 (12.12)
U0V v, [dky B0V, v, [ dK,O@ v, v, frdkgOuy v, v, | K
Ky Kig Ky K
IU]_D\@ Vlgli: IU1|:|Vl \ﬂiAllj m V1+Vll§|2|:| ul Vl V1A3
2 (12.13)

+ul|:|\Ai—‘| VlAlzl Iuhl:}\ll V]-.Al8|:| @ Vl Wlﬂmul Vl V1A16

In der folgenden Tabelle 12.1 sind alle mdglichen Summanden
zusammengefalit.

Ebenfalls aus der Tabelle 12.1 kann die rechte Seite der Gleichung 12.10
berechnet werden.

£V1 dQ :ZE:IvldK :é +é +

i=1 g

+ (12.14)
108 108

gl

+
gl
(@]

1
— +
54
Zwischenergebnis:

;[VldQ:%’ IVZdQ:%, IV3dQ:%’ Iv4dQ:%’ IvldQ:i

Q Q Q Q

Diese Ausdricke entsprechen den Volumen unter den Hutchenfunktionen,
siehe Bild 12.2, 12.3 und 12.4. Sie werden zusammen mit den Ergebnissen
der Gleichungen 12.10 und 12.13 in die Losungsmatrix eingetragen.
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Tabelle 12.1: Darstellung der einzelnen Summanden in den Elementen

e |a |2u[uf .l ov v v v v v v v, [[v, [[vs |[ve |]v
oX | oy | ox| ay| ox| oy | ox| dy | ox| oy |k K K K K
1 L 3 |o 1
18 54
2 1 0 |-3 1
18 i 54
3 1 0 |-3 1
18 i 54
4 1 310 |3 [-3 RS
18 |~ i 54 | 54
5 1 0 |[-3 1
18 i 54
6 1 3|0 1
18 i 54
7 1 3|0 1
18 i 54
8 1 0 (3 |-3[-3 N
18 e 54 |54
9 1 3|0 1
18 i 54
10 1 0 |3 1
18 54
11 1 0 |3 1
18 54
12 1 3 |o |-3]3 1L
18 i 54 |54
13 1 0 |3 1
18 54
14 1 3 |0 1
18 54
15 | = 3 o 1
18 54
16 1 3 |3 0 |-3 1 1
18 i 54 54
17 1 313 31-3|6 |0 L B
36 | el 108 108 | 108
18 1 313 |3 |3 0 |-6 L L
36 | ~® | 108 | 108 108
19 1 3 (3 |3 [-3 6 |0 L L L
36 i i 108 | 108 108
20 1 3 [-3|-3[-3|0 |6 HE S
36 el 108 | 108 | 108
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Loésungsmatrix:

H|"‘©|H©|H©|H©|H

Das Gleichungssystem kann mit einem iterativen oder direkten Algorithmus
gelost werden. Im Bild 12.6 ist die Losung dargestellt. Das Ergebnis lautet:

u, =u, =uU, =u, -13 =0.06019, u, :i=0.06944
216 72

Uy = 0.06019

Bild 12.6: Darstellung der Lésung
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Anhang

Programm Kanalberechnung

I* */

[* # berechnung einer 1d-kanal stroemung # */

[* #K.-p.neitzke #*/
I* */

#include <stdio.h>

#include <math.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>

struct point { double u,u_temp,yw,m_eff;} *p;
inti,l;
double H,dy,dpdx,m_lam,ro,Re_min;

double sgr(double val)
{return val*val;

}

void init()
{ double yw1,yw2;
if ((p = (struct point *) malloc((1+1)* sizeof(struct point))) == NULL) { printf("\nram!");exit (-1);}
dy=H/doubl (1);
for (i=0;i<=l;i++)
{pl[ilu =0.0;
p[i].u_temp=0.0;
p[i].m_eff =m_lam;

for (i=0;i<=l;i++)

{ywl=double( i)*dy;

yw2=double(l-i)*dy;

}if (ywl<yw2) p[i].yw=yw1; else p[i].yw=yw2;
}

void calcvel (double val_dpdx)

{ double Re,m_tur,fehler,schranke;
schranke=1.0e-5;
do
{for (i=L;i<=I-1;i++)

{p[i].u_temp=(p[i-1].u* (p[i-1].m_eff+p[i].m_eff)
+p[i+1].u* (p[i].m_eff+p[i+1].m_eff)
-2.0*sgr(dy)*val_dpdx)

/(p[i-1].m_eff+2.0* p[i].m_eff+p[i+1].m_eff);

}

fehler=0.0;
for (i=1;i<=I-1;i++) fehler=fehler+fabs(p[i].u_temp-p[i].u);
fehler=fehler/double(l);

printf("%12.5An" fehler/schranke);

for (i=1;i<=I-1;i++) p[i].u=p[i].u_temp;
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[*—mmmee- turbulenzmodel lierung-start ------- */
for (i=1;i<=I-1;i++)
{Re=ro*p[i].u*p[i].yw/m_lam;
m_tur=m_lam*Re/Re_min;
if (m_tur>m_lam) p[i].m_eff=m_tur; ese p[i].m_eff=m_lam;

[*—mmmeee turbulenzmodellierung-ende ------- */
} while(fehler>schranke);

}

void writefile()
{FILE *outfile;
char datname[13] = "turb.dat";
if ((outfile = fopen(datname,"wt")) == NULL) { printf("can't create outfile\n");exit(-1);}
fprintf(outfile,"i y u m_eff ywAn");
for (i=0;i<=l;i++) fprintf(outfile,"%3d %6.4f %6.3e %05.3f %6.4\n",
i,double(i)*dy,p[i].u,p[i].m_eff/m_lam,p[i].yw);

}

[*# hauptprogramm #*/

int main()

{

clrscr();

/*Anzahl der Stuezstellen*/ 1=25;
/*Kanalhoehe */ H=0.1;

[* Zaehigkeit */ m_lam=17.97e-6;
/*Luftdichte */ r0=1.188;

[*kritische Re-Zahl */ Re_min=40.0;

init();
dpdx=-2.0e-3;
calcvel (dpdx);
writefile();
free(p);
getch();
return(l);

}
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Programm Konvektionsberechnung

I* */

[* # konvektionsstromung an der wand # */

[* #K.-p.neitzke #*/
I* */

#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <graphics.h>

char f_name[13]="lamwall.dat";

int maxP=50;

int pn;

double g=9.81;

double Tm=273.15+27.0;

double dI=0.001;

double Pr=0.69;

double mue=1.822e-5;

struct point { double u,v,T,u0,v0, TO,
u001,u012,u020,u030,u070,ul00;} *p;

void mkarray()
{if ((p = (struct point *) malloc((long)(maxP+1)* sizeof(struct point))) == NULL) { printf("\nram!");exit (-1);}

void varinit()
{p[1].u0=0.0;
p[1].v0=0.0;
p[1]. TO=Tm+53.0;
p[1].u=0.0;
p[1].v=0.0;
p[1]. T=Tm+53.0;

for (pn=2;pn<=maxP;pn++)
{p[pn].u0=0.0;
p[pn].v0=0.0;
p[pn]. TO=Tm;
p[pn].u=0.0;
p[pn].v=0.0;
p[pn]. T=Tm;
}

}
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void calcnext()
{for (pn=2;pn<=maxP-1;pn++)
{p[pn].u=(p[pn].u* p[pn].u0-p[pn] .v* p[pn+1].u+mue* (p[pn-1].u+p[pn+1].u)/di+g* (p[pn] . T-TM)/Tm*dl)
/(p[pn].u-p[pn].v+2.0* mue/dl);
p[pn]. T=(p[pn].u* p[pn] . TO-p[pn].v* p[pn+1].T+mue/Pr* (p[pn-1]. T+p[pn+1].T)/dl)
/(p[pn].u-p[pn].v+2.0* mue/Pr/dl);
}p[ pn+1].v=p[pn].v+p[pn].u0-p[pn].u;

}
void jump()

{for (pn=2;pn<=maxP;pn++)
{plpn].u0=p[pn].u;
p[pn].vO=p[pn].v;

}P[ pn].TO=p[pn].T;

}

void writedat()
{FILE *f;
if ((f = fopen(f_name,"wt")) == NULL) {printf("\ncan't create file!");exit(-1);}
fprintf(f,"x u001 u012 u020 u030 u070 ul00\n");
for (pn=1; pn<=maxP; pn++)
fprintf(f,"%9.4e %9.4e %9.4e %9.4e %9.4e %9.4e %9.4e\n",
double(pn-1)*di*1000.0,p[pn].u001,p[ pn] .u012,p[ pn].u020,p[ pn] .u030,p[pn].u070,p[ pn] .u100);
fclose(f);
}

[*# hauptprogramm #*/
void main()
{intl,n;
mkarray();
varinit();
for (1=1;1<=1000;[++)
{printf("%4d\n" I);
for (n=1;n<=5;n++) calcnext();
if (I== 10) for (pn=1;pn<=maxP;pn++) p[pn].u001=p[pn].u;
if (I==120) for (pn=1;pn<=maxP;pn++) p[pn].u012=p[pn].u;
if (I==200) for (pn=1;pn<=maxP;pn++) p[pn].u020=p[pn].u;
if (I==300) for (pn=1;pn<=maxP;pn++) p[pn].u030=p[pn].u;
if (I==700) for (pn=1;pn<=maxP;pn++) p[pn].u070=p[pn].u;
if (1I==1000) for (pn=1;pn<=maxP;pn++) p[pn].ul00=p[pn].u;
}jump();

writedat();
}



