Miniquiz: Funktionen

© (9 k
1. Gegeben ist die Potenzreihe » ( 5k) -(1—x)*. Vervollstindigen Sie die nachfolgen-
k=1

den Aussagen!

e Der Mittelpunkt der gegebenen Potenzreihe lautet xg = 1
Bitte beachten, dass die Potenzreihe zundchst in die Standardform > 32 ap(x —
x0)* umgeformt werden muss. Im hier vorliegenden Fall bedeutet das also:
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e Der Konvergenzradius der gegebenen Potenzreihe ist r = 5/2
Der Konvergenzradius kann zum Beispiel wie folgt berechnet werden

r = lim

B P
k%mm_kﬁoo\k/@_2‘

e Geben Sie — ausgehend von Thren Antworten auf die ersten beiden Fragen — ein
moglichst grofles Intervall I an, sodass die Potenzreihe fiir alle x € I konvergiert:
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I=(xg—r,m0+71)= (—2,2).

e (x) Die Potenzreihe O konvergiert / ® divergiert am linken Randpunkt des
Konvergenzintervalls und sie O konvergiert / X divergiert am rechten Randpunkt
des Konvergenzintervalls.

Fiir den linken Randpunkt x = —3/2 erhdlt man
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und diese Reihe ist nicht konvergent (weil die zugehorige Folge der Partialsum-
men zwei Haufungspunkte besitzt). Fir den rechten Randpunkt x = T7/2 erhalt
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und diese Reihe ist nicht konvergent (z.B. nach Nullfolgenkriterium).

2. Es sei f : R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr?
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f ist eine stetige Funktion.
Richtig. Jede differenzierbare Funktion ist automatisch auch stetig.

Wenn f'(xy) = 0 erfiillt ist, dann befindet sich an der Stelle z entweder ein
Minimum oder ein Maximum der Funktion f.

Falsch. Die Bedingung f'(z) = 0 sichert im Allgemeinen noch nicht, dass an
der zugehorigen Stelle ein Minimum oder Maximum liegt. Betrachtet man zum
Beispiel die Funktion f(x) = x3, so gilt f'(x) = 0 genau dann, wenn x = 0
erfillt ist. Allerdings befindet sich an der Stelle x = 0 weder ein Minimum noch
ein Mazimum von f.

Die Taylorreihe von f konvergiert gegen die Funktion f.
Falsch. Damit das gilt, miisste man noch zusdtzlich voraussetzen, dass die Folge
der Restglieder gegen Null konvergiert.

3. Bestimmen Sie die nachfolgenden Grenzwerte!

lim sin(x) ~ lim cos(r)
z—0—0 x z—0—-0 2%
Hier wurde ein Mal die Regel von L’Hopital angewendet, da dort ein Bruch der
Form 0/0 wvorlag.
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Hier strebt der Nenner gegen 0 , wohingegen der Zdhler gegen 1 strebt. Der
Grenzwert ldsst sich also direkt angeben; die Regel von L’Hopital darf nicht
angewendet werden!
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Zundchst vereinfacht man die Aufgabe, indem man e™®) = x nutzt. Danach
liegt ein Bruch der Gestalt 0/0 wvor, dessen zugehorigen Grenzwert man mit

einmaliger Anwendung der Regel von L’Hopital angeben kann.

(+) Tim sin(x) + x

v=o0 cos(r) + x
Zahler und Nenner streben jeweils gegen unendlich, weil sin(x) +x >z — 1 und
cos(x)+x > x—1 fir alle x € R gelten. Dennoch darf man hier nicht die Regel
von L’Hopital benutzen, weil dann im Zihler der Term cos(z) 4+ 1 und im Nen-
ner der Term —sin(x) + 1 entstehen, die jeweils fiir x — oo keinen Grenzwert
besitzen. Es ist aber trotzdem mdglich, hier einen Grenzwert auszurechnen, z.B.
mit dem Quetschlemma. Dazu stellen wir fest, dass fir alle x € R die Unglei-
chungen —1 + z < sin(x) + 2 < 1+ 2z und —1 + = < cos(x) < 1+ z gelten.
Damit erhdlt man
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d.h. obere und untere Schrankenfunktion haben denselben Grenzwert, damit strebt
auch die zu untersuchende Funktion gegen 1.

4. Gegeben sei die Funktion f(x) = z - In(z). Vervollstandigen Sie die nachstehenden
Aussagen!

e Der maximale Definitionsbereich von f ist D(f) = (0, 00)
FEs muss lediglich darauf geachtet werden, dass die Logarithmusfunktion fir x <
0 nicht definiert ist.

e Die Ableitung von f lautet f/'(z) =1-In(z) + -1 =In(z) +1

e An der Stelle zy = 1/e befindet sich ein ® Minimum / O Maximum von f.
Die erste Ableitung ist genau dann Null, wenn x = 1/e gilt. Mit Hilfe der
zweiten Ableitung f"(x) = 1/x ldsst sich dann feststellen, dass an dieser Stelle
ein Minimum liegt.

e Berechnen Sie das Integral /le fl(x)dx = f(e) — f(1) =e

Wir kennen bereits eine Stammfunktion der Funktion f', daher ldsst sich das
Integral leicht mit Hilfe des Hauptsatzes der Integral und Differentialrechnung
losen.



