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’Begriffe: Kongruenzrelation, Normalteiler, Faktor(halb)gruppe, Homomorphismus‘

U73 (a) Auf der Menge Z ist durch a = b(mod 5) eine Aquivalenzrelation R definiert.

(i) Zeigen Sie, dass R alle Eigenschaften einer Kongruenzrelation auf der Halbgruppe (Z, -)
erfiillt. Geben Sie die Elemente der Faktorhalbgruppe (Z/R,-g) an, und beweisen Sie,
dass - eine Operation in Z/R ist (Repriisentantenunabhiingigkeit).

(ii) Es 148t sich analog zu (i) zeigen, dass R eine Kongruenzrelation auf der Gruppe (Z, +)
ist. Finden Sie einen Normalteiler N in (Z,+), fiir den (Z/N,+x) = (Z/R, +r) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die Relation R, gegeben durch
R={(a,b) € ZXZ |a—bist gerade},

eine Kongruenzrelation auf der Halbgruppe (Z,-) ist. Bestimmen Sie alle Elemente der
Faktorhalbgruppe Z/R. Stellen Sie die Verkniipfungstafel der zugehorigen Operation - auf.

U74 Gegeben ist die Gruppe (Zg, ) mit der Verkniipfungstafel der Multiplikation mod 18 in Zig:

I
141 5) 7 11 |13 |17
5 || 5 7 17 |1 11 |13
T 17 113 |5 1 11
11 |11 |1 5 13 |17 |7
13 || 13 |11 |1 17 |7 )
17 || 17 |13 |11 |7 ) 1

|5 [7 [11 ]13 [17]

(a) Zeigen Sie: Die Mengen Uy = {1,17} und Uy = {1,7, 13} bilden Untergruppen von (Zig, -).
Begriinden Sie, dass Uy und Us sogar Normalteiler von (Z3g, ) sind.

(b) Geben Sie die Elemente der Faktorgruppen Zig/U;, ¢ = 1,2 an und stellen Sie die zugehorigen
Gruppentafeln auf.

U75 Die Menge G := G L, (R) der reellen reguliiren nxn-Matrizen bildet mit der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ von (GL,(R),-) auf (R \ {0}, "), die durch
¢:GL,(R) - R\ {0}, A~ detA,

definiert ist, ein Homomorphismus von (GL,(R),-) auf (R\ {0},-) ist. Bestimmen Sie den
Kern von ¢ und die Elemente der Faktorgruppe GL,,(R)/Ker(y) .

(b) Geben Sie einen Isomorphismus zwischen den Gruppen (GL,(R)/Ker(y),-) und (R \ {0}, -)

al.



H76 Auf der Menge Z wird folgende Relation R betrachtet:
R={(z,y) €ZxZ | Ik, 1€ N\ {0}: 2" =¢'},

(a) Beweisen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist.

(b) Beweisen Sie, dass R keine Kongruenzrelation auf der Halbgruppe (Z, -) ist.

H77 (a) Untersuchen Sie fiir die Potenzmenge P(N) der Menge der natiirlichen Zahlen N, ob die
Relation R C P(N) x P(N), die fiir beliebige A, B € P(N) durch

(A,B)e R < min(A) =min(B)

definiert ist, eine Kongruenzrelation auf der Halbgruppe (P(N),U) bildet.

(b) Es sei M eine endliche Menge mit Michtigkeit |M| = n. Zeigen Sie, dass die Potenzmenge
P(M) mit der symmetrischen Differenz A als Operation eine abelsche Gruppe bildet, die zur
Gruppe (Z%,+) isomorph ist.

Hinweis: Fir A, B € P ist AAB := (A\B) U (B\A). Die Addition in Z5 ist die iibliche Addition mod 2 und

in Z% ist die Addition entsprechend komponentenweise auszufiihren.

H78 Gegeben sind folgende Permutationen aus der Symmetriegruppe (Ss,0):
(1 2 3 4 5 8= 1 2 3 4 5
@\ 345 2 1) - 2 315 )"
(a) Geben Sie «, 3, sowie ao 3, a=%, 7 und (B0 )=t in Zyklenschreibweise an.
(b) Bestimmen Sie die Ordnung der Permutationen o und g.
) Stellen Sie die Permutationen o und « o 8 als Produkt von Transpositionen dar.
)

(c

(d) Bestimmen Sie die Untergruppen < a > und < 8 > von (S5, o).



