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10. Ubungsblatt
Halbgruppen, Monoide, Gruppen

U55  (a) Vervollstéindigen Sie die nebenstehende Tafel so, dass die
Menge M = {a,b,c,d} mit der durch die Tafel definierten
Operation o eine Gruppe bildet (die Elemente sind natiirlich
paarweise verschieden).

Wie viele Moglichkeiten gibt es? Gilt Kommutativitat?

Finden Sie zu jeder der Gruppen alle ihre Untergruppen.

(b)

ola b ¢ d
ala d
b a
clec

d

Schreiben Sie die Verkniipfungstafeln der Gruppen (Zg4,+) (mit Addition mod 4)

und (Za x Zs2,+) (mit komponentenweiser Addition mod 2) auf, und vergleichen Sie
die Gruppen mit den Gruppen aus (a).

Loésung;:

(a) Man iiberlegt sich schnell, dass a das neutrale Element ist, denn aus aca =a =a-e
folgt mit Kiirzungsregel a = e. Es gibt schliellich genau zwei Moglichkeiten:
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Beide Gruppen sind offenbar abelsch, d.h. kommutativ.
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2.

ola b ¢ d
ala b ¢ d
blb a d c
cle d b a
d|ld ¢ a b

Untergruppen: Da die Ordnung beider Gruppen 4 ist, sind nur Untergruppen der
Ordnung 1, 2 oder 4 moglich (Satz von Lagrange).

()] = Ha}[ =1, [(0)] = {a,b}| = 2, [{)] = [{a,c}| =2, ()] = [{a,d}| = 2.

Untergruppen sind (a), (b), (¢), (d) und die Gruppe selbst, weitere sind nicht moglich.

Ka)| = {a}| =1, [(B)] = {d)| = [{a,b,c,d}| =4, [{c)| = {a,c} =2.

Untergruppen sind (a

(b) Es ist
(Zg, +)

|
), (¢) und die Gruppe selbst, weitere sind nicht moglich.

w N = o+

W N = oo

S W N ==

— O W NN

N = O WWw

(Za X Za,+)

+ (0,00 (0,1) (1,0) (1,1)
0,00 (0,0) (0,1) (L,0) (1,1)
(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
L1 | (L) (1,0) (0.1) (0,0)



Durch Vergleich der Tafeln erkennt man, dass die 1. Gruppe (Kleinsche Vierergrup-
pe) zu (Zg X Zg,+) und die 2. Gruppe zu (Z4, +) isomorph ist. Bei letzterer hilft
eine Umsortierung der 2. Gruppe.

H60 Zeigen Sie, dass die Menge G := {z € R|x > 1} mit der Operation
zoy:=az"Y fiir alle z,y € G

eine abelsche Gruppe bildet.

(Hinweis. eine Gruppe (G, o) heiit abelsch, wenn sie kommutativ ist.)

Loésung;:

(1) Die Kommutativitét ist erfiillt:

Inb _ 6ln(al“b) — elnblna _ cnalnb _ eln(bh”") — plna

aob=oa = =boa

(2) Das Assoziativgesetz ist erfiillt:

(CLOb) oc = (aob)lnc — (alnb)lnc — ginbInc _ glnclnb _ aln(blnc) — CLln(boc) — qo (bOC)
(3) e ist das neutrale Element, denn: eoa = e"® =g =a' =a"¢=qoe
(4) Zu jedemlElement a aus den reellen Zahlen mit a > 1 existiert ein Inverses:

a~!:=ema, denn

m(e(m)) L 1 1
aoa_lza :a(m):ah)gae:ezeﬁ:(em)lna:a_loa



