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9. Ubungsblatt
Halbgruppen, Monoide, Gruppen

U49 Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen M mit den angegebenen Operationen Halb-
gruppen, Monoide oder Gruppen sind. Welche der Operationen sind kommutativ?

(a) M=7Z, Vx,ye M: zoy:=x+y—z-y,
(mit der iiblichen Multiplikation - und Addition + der reellen Zahlen)

(b) M = (R\{0}) xR, V(r1,¢1),(r2,02) € M : (r1,¢1) 0 (r2, p2) = (r1-72, 01+ ¢2),
(mit der iiblichen Multiplikation - und Addition + der reellen Zahlen)

(¢) M= {(COL 2) ‘ a,b e R} mit der iiblichen Matrizenmultiplikation.

Losung:

(a) ’abgeschlossen:‘ Operation o ist offensichtlich abgeschlossen in Z.

ja, denn fiir alle x,y, z € Z:

(xoy)oz=(r4+y—ay)oz=x+y+z—2y—2z—yz+2xyz und
zo(yoz)=zo(y+z—yz)=x+y+z—yz—ay—xz+xyz.

’neutralesElement:‘ ist 0,denn Qox =0+2—-0-2=2=24+0—-2-0=200.

’ inverses Element? ‘ Es sei z € Z\{0} beliebig. Wenn 2! existierte, miisste gelten:

zort=z"loz=0 =aol=-%

aber diese Zahl liegt fiir  # 0 nicht in Z. Es ist also keine Gruppe.

(b) Entspricht der Multiplikation im Komplexen bei Verwendung der exponentiellen
Form: z = re¥. Da die Struktur zu (C \ {0}, ) isomorph ist, ist es eine abelsche
Gruppe.

Oder im Detail:

’abgeschlossen:‘ Operation o ist offensichtlich abgeschlossen. in Z.

ja, denn die Addition und Multiplikation reeller Zahlen wirken sepa-
rat auf

den Komponenten und haben diese Eigenschaft.

’neutrales Element: ‘ ist offenbar (1,0).

’inverses Element‘ ist fiir beliebiges (r,¢) mit r # 0 durch (r,¢)™" = (,—¢)
gegeben.




(c) ’abgeschlossen:‘ M ist bzgl. o abgeschlossen, denn:

a b c d o fa b c d\ _[ac ad+bc
v<0 a)’(() c)EM' (0 a>'<0 c>_<0 ac )EM'

’ o ist assoziativ: ‘ Es ist bekannt, dass die Matrizenmultiplikation assoziativ ist.

= M bildet mit dieser Operation eine Halbgruppe.

’neutrales Element: ‘ e=FEye M = (M,-) ist ein Monoid.

a b
0 a

’Inverses Element: ‘ Es sei A = < > € M beliebig. Da a # 0, ist detA = a? # 0,

a®\0 a

also existiert A7 mit A- A~ = A~1. A = E,. Die Inverse ist A1 = L, <a _b>
liegt also in M.
= (M, ") ist eine Gruppe.

U50 Beweisen Sie:

(a) Der Durchschnitt zweier Unterhalbgruppen U,V einer Halbgruppe (H, o) ist eine
Unterhalbgruppe oder (.

(b) Fiir jedes Element a eines Monoids (H, o) existiert hochstens ein b € H mit
aob=boa=e.
Losung:

(a) Seien a,b € UNV beliebig. Da U,V Untergruppen sind, gilt acb € U und aob € V
und folglich aocbe UNV.

(b) Annahme, es giibe a,by, by € H mit aob; =bjoa=eund aoby = by oa = e, dann
folgt: by =byoe ="by o (aobg) = (by 0a)oby =eoby =by. Widerspruch.

U51 (a) Finden Sie alle Unterhalbgruppen der Halbgruppe (H,o), oll 2 3 4
die durch die nebenstehende Verkniipfungstafel definiert 113 2 3 4
ist.

. . . 212 4 2 3

Gibt es unter diesen Unterhalbgruppen solche, die mit der
Operation o Monoide oder sogar Gruppen bilden? 313 2 3 4
414 3 4 2

(b) Gegeben sind die Mengen A = {a,b,c¢} und M = {f : A — A}. Es werden zwei
Abbildungen f1, fo € M betrachtet, die folgendermaflen definiert sind:

fila) = a, f1(b) = fi(¢c) =b  und  fa(a) = b, fa(b) = g(c) = a.

Zeigen Sie, dass die Teilmenge U = { f1, fo} von M mit der Hintereinanderausfithrung
o von Abbildungen ein Monoid bildet. Handelt es sich um ein Untermonoid des Mo-
noids (M, o)?

Losung:
(a) s. Ubungsmitschrift.

(b) U ={f,g} bildet Monoid, wenn U bzgl. o abgeschlossen ist und ein Einselement e
existiert (wissen, dass o assoziativ ist, da (M, o) Monoid ist):
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flg|fef|feg|lgof|gog
alal|b a b b a
b|b|a b a a b
c|b|a b a a b
=f =9 |=9|=Ff

= U ist abgeschlossen bzgl. o. Finselement ist ey = f.

Kein Untermonoid von (M, o), da ey # ey =1id.

Untersuchen Sie die Menge der geraden natiirlichen Zahlen und die Menge der
ungeraden natiirlichen Zahlen darauf, ob sie mit der iiblichen Addition bzw. mit
der iiblichen Multiplikation eine Halbgruppe oder sogar ein Monoid bilden.

Es bezeichne A* die Menge aller endlichen Zeichenketten (”Worter”), die sich aus
dem Alphabet A = {a,b,...,z} bilden lassen, zusammen mit dem leeren Wort e.
Als Operation oy auf A* sei die Verkettung der Worter wy op we = wiws fiir alle
wy,wy € A* betrachtet (Konkenation).

Zeigen Sie, dass A* mit dieser Operation ein Monoid bildet. Handelt es sich sogar
um eine Gruppe?

Losung

(a)

Addition und Multiplikation der natiirlichen Zahlen ist bekanntlich assoziativ, bei-
de Operationen haben auch ein neutrales Element, und zwar 0 bzw. 1.

Bleibt die Abgeschlossenheit zu priifen: Addition und Multiplikation sind in den ge-
raden Zahlen abgeschlossen, diese Menge bildet also mit beiden Operationen Halb-
gruppen, ein Monoid jedoch nur mit der Addition, da 1 keine gerade Zahl ist und
auch kein anderes neutrales Element fiir die Multiplikation der geraden Zahlen exi-
stiert.

Die ungeraden Zahlen sind bzgl. der Addition nicht abgeschlossen, damit bilden sie
damit nicht einmal eine Halbgruppe, bzgl. der Multiplikation sind sie abgeschlossen
und 1 ist enthalten, sie bilden also ein Monoid.

’abgeschlossen:‘ Operation o ist offensichtlich abgeschlossen in 3*.

fir alle wy, ws, w3 € X*:

(w1 0 we) 0 wg = wiwaws = wi o (wg © w3).

’neutrales Element: ‘ e=¢.

(Bemerkung: o ist offenbar nicht kommutativ.)

(3%, o) ist keine Gruppe, da es nicht zu jedem Wort ein Inverses gibt. Genaugenom-
men gibt es ausser zu € zu keinem Wort ein Inverses: Da w; o wg = w3 ein Wort ws
ergibt, das in seiner Lénge nicht kiirzer als die Ausgangsworter wy, ws ist, kann nie
w1 o we = € gelten, wenn wy nichtleer ist.



