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13. Ubungsblatt

Ringe, Integrititsringe, Korper
Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.

Es sei (R, +,-) eine Ring und S mit () # S C R eine Teilmenge von R.
Beweisen Sie das Unterring-Kriterium: Es ist S ein Unterring von R genau dann, wenn
die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Va,be S: a+beS und a-beS.

(2) Vae S: —a€S.

U73 Es werden folgende Restklassenringe betrachtet:

e (Z15,+,) mit der iiblichen Addition und Multiplikation mod 15,
e (Z17,4+,-) mit der tiblichen Addition und Multiplikation mod 17.

(a) Machen Sie sich klar, dass beide Strukturen alle Ringeigenschaften besitzen.

(b) Geben Sie jeweils, wenn vorhanden, einen Nullteiler und eine Einheit in dem Ring
an. Wie viele Einheiten gibt es jeweils ?

(c) Handelt es sich bei diesen Restklassenringen sogar um Integritétsringe oder Korper ?

(d) Welche Unterringe gibt es in diesen Restklassenringen ?

U74 Es ist als bekannt vorauszusetzen, dass (Z,®,®) mit
a®b:=a+b—1, a®b:=a+b—ab
ein Ring ist.
(a) Wie findet man das Nullelement dieses Ringes ?

(b) Bestimmen Sie zu jedem Element a € Z sein additives Inverses.

(c) Ist der Ring sogar ein Integritéitsring ?

U75 Betrachtet wird die Menge Z[i] = {a +ib | a,b € Z}.

(a) Zeigen Sie, dass Z[i] mit der {iblichen Addition und Multiplikation in C einen
Integritéatsring bildet.
(b) Welches sind die Einheiten von Z [i] ?

(c) Geben Sie Unterringe von Z [i] an.
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Hausaufgabe, bitte vor Beginn der niichsten Ubung unter Angabe Ihres
Namens und Threr Matrikelnummer abgeben.

Die Potenzmenge P (M) einer endlichen, nichtleeren Menge M bildet mit den folgenden
Operationen

A+B = AAB={zeM|ze(AUB)\(ANB)},
A-B = ANB fir A, B e P(M)

einen endlichen, kommutativen Ring R mit Einselement (Das ist nicht zu beweisen!).
(a) Bestimmen Sie das Nullelement von R und zu jedem Element sein additives Inver-

Ses.

(b) Bestimmen Sie das Einselement von R, sowie alle Einheiten und alle Nullteiler.

(a) Bestimmen Sie im Ring aller 2 x 2-Matrizen iiber Zs

ZgXQ:{(Z Z) )a,b,c,dezg}

mit der iiblichen Matrizenaddition und -multiplikation mod 2 alle Nullteiler.

(b) Beweisen Sie, dass die Menge

{(32) e0es)

einen Unterring von Z§X2 bildet. Ist U ein Korper?

(a) Es sei (R,+,-) ein Ring mit Einselement. Beweisen Sie:

(1) Va,be R: a-(=b)=(—a)-b=—(a-b).
(2) Va,be R: (—a)-(-b)=a-b.

(b) Es ist als bekannt vorauszusetzen, dass es (bis auf Isomorphie) genau einen Korper
K mit vier Elementen gibt und fiir das Nullelement 0 und das Einselement 1 gilt:
1+1=0.

Wiéhlen Sie K = {0, 1, a,b}, und stellen Sie die Operationstafeln fiir (K, +) (Addi-
tion) und (K \ {0},-) (Multiplikation) auf. Welche bekannten Gruppen sind dazu
isomoph?



