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U21 Beweisen Sie folgende Aussagen mit vollstéindiger Induktion:

(b) Fiir die in der Vorlesung rekursiv definierte Addition und Multiplikation in N gilt
die Eigenschaft der Distributivitét:

Va,bceN: a-(b+c)=a-b+a-c.
(c) Fiir alle n € N;n > 2, gibt es eine Primzahl, die n teilt.

Losung:

(b) Vollsténdige Induktion iber n := c.
Die Aussage A, lautet: a(b+ n) = ab+ an gilt fir beliebige, feste a,b € N.

’Induktionsanfang ‘: Ap gilt nach Definition der Addition und Multiplikation:

ab+0)=a-b=a-b+0=a-b+a-0.

’Induktionsschritt: ‘ Fiir alle n € N gilt: Wenn A,, gilt, dann gilt auch A, ;.
——
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Es gelte A,,, zu zeigen ist: Va,b € N: a(b+n')=ab+an™.
Es gilt nach Definition der Addition und Multiplikation:

ab+nt) = ab+n)T =alb+n)+a

Y wtan+a=ab+ant =ab+ant .0

= das Distributivgesetz gilt.
(c) Die Aussage A, lautet: Es gibt eine Primzahl, die n teilt.

’Induktionsanfang ‘: Ay gilt, denn 2 teilt 2.

’Induktionsschritt: ‘ Fiir alle n € N;n > 2 gilt: Wenn A,, gilt, dann gilt auch A, 1.
N——
v
Es gelte A fiir alle k < n, zu zeigen ist, dass es eine Primzahl gibt,
die n + 1 teilt.
1. Fall: n 4+ 1 ist Primzahl. Das ist trivial, da n + 1 sich selbst teilt.

2. Fall: n + 1 ist keine Primzahl. Dann gibt es m,k e Nym > 1,k > 1mit n+1 =
m - k. Folglich ist & < n und nach IV gibt es eine Primzahl p, die k teilt. Dann teilt
p aber auch n + 1.



H23 (a) Es bezeichne d(n) die Anzahl der Diagonalen eines ebenen, konvexen n-Ecks. Be-
weisen Sie mit vollstédndiger Induktion, dass d(n) = w fiir n > 3 gilt. Finden
Sie auch einen Beweis ohne vollstédndige Induktion?

(b) Wir betrachten die Fibonacci-Zahlen F,,,n = 0,1,..., die durch f,4+1 = F, + F,_1
und Fy = F; = 1 rekursiv definiert sind. Zeigen Sie durch vollsténdige Induktion,
dass je zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen teilerfremd sind.

Losung:

n(n—3)
5

(a) Die gewiinschte Aussage A, lautet d(n) =

’Induktionsanfang‘ As gilt, da ein Dreieck keine Diagonalen besitzt; also

d(3) =0= 30

’Induktionsschritt: ‘ Fiir alle n > 3 gilt: Wenn A,, gilt, dann gilt auch A, 1.
~——

v
Es gelte A, zu zeigen ist, dass ein konvexes (n + 1)-Eck genau

dn+1) = ergﬁ Diagonalen besitzt.

Sei dazu @, +1 ein ebenes, konvexes n + 1-Eck. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit beschriften wir die Eckpunkte von @41 im Uhrzeigersinn mit 1,2,...,n + 1.
Sei bezeichne a nun die Anzahl der Diagonalen von @41, die n + 1 als Endpunkt
haben, und es bezeichne b die Anzahl der Diagonalen von @Q,11, die n + 1 nicht
als Endpunkt haben. Offenbar gilt a = n — 2, denn es kommen nur die Diagonalen
der Form (i,n + 1) fiir i € {2,3,...,n — 1} in Betracht. (Die Strecken (1,n + 1)
und (n,n+1) sind Kanten von @1, keine Diagonalen!) Die Diagonalen, die n+ 1
nicht als Endpunkt haben, entsprechen (bis auf (1,7)) genau den Diagonalen eines
ebenen, konvexen n-Ecks; also gilt b = d(n) + 1. Wir erhalten:

dn+1)=a+b
=n—-24+d(n)+1

Ié/n_2+n(n2—3)+1
 2n—2+n(n—3)
N 2
_n2—n—2
-
_ (n+1)(n—-2)
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(b) Die Aussage A, lautet: F,, und F,4; sind teilerfremd.
e IA: Es gilt Ay, denn ggT(Fy, F1) = ggT(1,1) = 1.
e IS: Fiir alle n € N gilt: Wenn A,, gilt, dann gilt auch A, ;.
——
v
Beweis: Sei ¢ gemeinsamer Teiler von F,,11 und F, 42, d. h. ¢|F,,11 und ¢|F), 4o
- t’(Fn+2 —Fn+1) - t‘Fn
—_———

Fy
Mit t|Fy,, t|Fpy1 und ggT(F 41, F,) = 1 folgt t = 1. Also ggT(Fy 42, Fry1) = 1.



H24 (a) Geben Sie fiir beliebiges m € N die Primfaktorzerlegung der Zahl n = 42™ an.
Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von m eine Formel fiir die Anzahl Teiler von n.

(b) Finden Sie alle n € N, so dass die Zahlen n+ 1, n+ 5 und n 4 15 Primzahlen sind.

Losung:

(a) m=2"-3™.7™ Die Anzahl der Teiler ist folglich (m + 1)3.

(b) Die Zahl n muss gerade sein. Weiterhin ist hier die Teilbarkeit durch 3 der sprin-
gende Punkt. Lésst n bei Division durch 3 den Rest 0, d.h. n = 3k, k € N, dann ist
n+15 =3k + 15 = 3(k +5) keine Primzahl. Lésst n bei Division durch 3 den Rest
1, dh.n=3k+1,k€eN,soist n+5=3k+6 = 3(k + 2) keine Primzahl. Bleibt
also nur, dass n bei Division durch 3 den Rest 2 lédsst, d.h. n = 3k+2,k € N. Dann
ist n+1 = 3k+3 = 3(k+1). Das ist genau dann eine Primzahl, wenn k = 0 ist und
damit n = 2. Dies ist die einzige solche Zahl (n+1=3,n+5=7,n+ 15 =17).



