TECHNISCHE
@ UNIVERSITAT
DRESDEN

Fachrichtung Mathematik e Institut fiir Algebra e Prof. Bodirsky, Dr. Noack

Einfiihrung in die Mathematik fiir Informatiker: Diskrete Strukturen INF 110
Wintersemester 2019/20

5. Losungsblatt
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Euklidischer Algorithmus, Rechnen mod n

U25 (b) Wir betrachten die durch F,i1 = F, + F,—; firn € Nmit Fy = [} = 1
rekursiv definierten Fibonacci-Zahlen. Aus Ubung 4, H23, ist bereits bekannt, dass
geT(Fy+1, Fp,) =1 fiir alle n € N ist. Beweisen Sie, dass fiir alle n € N,n > 2 gilt:

1= (-1)"Fy_2Fyp1 + ()" F,1 - F,.
Losung:
(b) Mit vollstiandiger Induktion: Aussage A,: 1 = (=1)"F,,_o-F 1+ (=1)"T1F, |- F,.
IA: Es gilt Ay, denn 1= (=1)2-1-3+ (=1)3-1-2.
IS: Fiir alle n € N gilt: Wenn A, gilt, dann gilt auch A,4+1, d.h.
N——
1A%
(_1)n+1Fn—1Fn+2 + (_1)nFn : Fn+1 =1
Beweis: Es gelte A, fiir ein beliebiges, aber festes n > 2. Dann folgt:
(_1)n+1Fn—1 : Fn+2 + (_1)n+2Fn : Fn—i—l
= (_1)n+1Fn—1(Fn+1 + Fn) + (_l)nFn “Fn
= (-)""F, 1 F+ ()" F, 0 F, 4+ (-1)"F, - Fu
(IV) :1—(—1)” n—2Fni1
= 1+(- 1)n+1F —1Fpp — (1) FooFopr + (—1)"Fy - Foa
= 1+ ( 1)n+1Fn+1(anl + Fn72) + (_l)nFn : Fn+1
N————
—F,
= 1+ (-)""F 1 F+ (-)"F, - Foyr=1. O

U26 (b) Berechnen Sie z = 472! mod 11 und die letzte Ziffer der Zahl 21909,

Loésung;:

(b) Letzte Ziffer von 2'%% durch Betrachtung modulo 10:
1000 = 29 + 28 + 27 + 26 125 4+ 23 [1000]5 = 1111101000,

91000 229+28+27+26+25+23

—  o(((((2+1)2+1)2+1)2+1)22+1)2°
((((( )2 2)2 . 2)2 . 2)2-2 . 2)2.2.2

((((8%-2)%-2)%-2)*2.2)2%2(mod 10)
(((6%-2)*-2)*2 - 2)>22(mod 10)
(
(

(22-2)%2.2)222(mod 10)
822.2)2%2 = 9222 — g(mod 10)



oder alternativ gerechnet:

Zerlegung Bindrcode k 22° mod 10
1000 = 2-500 + 0 0 0 2

500 = 2250 + 0 0 1 4

250 = 2125+ 0 0 2 16=6
125 =262 +|1] 1 3 36=6
62=2-31+0 0 4 36=6
31=2-15+]1] 1 5 36=6
15=2-7+[1] 1 6 36=6 «
7=2-3+[1] 1 7 36=6
3=2-1+1] 1 8 36=6
1=2-0+|1] 1 9 36=6 «

= 200 =6.6.6-6-6-6=06 (mod 10).

U27 (a) Beweisen Sie: Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 3 teilbar ist. (Analoges gilt fiir die Zahl 9.)

(b) Beweisen Sie, dass fiir alle a,b € Z und alle m,n € N\ {0} gilt:
m-a=m-b(modm-n) < a=0b(modn).

(c) Bestimmen Sie die Menge aller a € Zag, so dass 14a = 21 (mod 28).
Loésung;:
(a) 10 =1 (mod 3) = 10¥ = 1 (mod 3) fiir alle ¥ € N, und mit der Dezimaldarstellung:
n=>71 gz 10 =20+ 21 + 22 + ... + 2, (mod 3).
(b) Es seien a,b € Z, m,n € N\ {0} beliebig. Dann gilt

m-a=m-b(modm-n) < 3k eZ:ma=mb+kmn
& dke€Z:a=b+kn (dam#0)
< a=b(modn).

(¢) Wenden (b) an: a € Zgg erfiillt 14a = 21 (mod28) genau dann, wenn 2a =
3 (mod4). Letzreres ist fiir kein a erfiillbar, da 2a mod 4 stets gerade ist. Die
Losungsmenge ist also £ = ().

H29 Zu zeigen ist, dass n® —n fiir alle n € N durch 5 teilbar ist. Beweisen Sie dies auf

zwel Wegen, einerseits mit vollstéindiger Induktion, andererseits ohne Induktion durch
Fallunterscheidung fiir n mod 5.

Loésung:

1. Weg: | Fallunterscheidung

n mod 5 n® mod 5
0 0
1 1
2 20=32=2
3 3°=9.9.3=3
4 45=(2°)2 =4




2. Weg: ’Mit vollstandiger Induktion‘

(IA)n=0: n®—n=0 und 5[0
(IS) Zu zeigen. Fiir alle n € N gilt: Wenn 5 | (5n° —n), dann auch 5| (n+1)% — (n +1).
Beweis:
(n+1°—(n+1) = n’+5n* +10n3 + 100> +5n+1-n—1
= n® —n +5(n* 4 2n3 + 2n? + n)
N—— —~
nach IV durch 5 teilbar durch 5 teilbar
H30 (a) Beweisen Sie: Eine Zahl ist genau dann durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende

(b)

Quersumme durch 11 teilbar ist (z.B. fiir 924 ist dies 9-2+4 = 11).

Finden Sie die kleinste natiirliche Zahl n, die bei der Division durch 3 den Rest
1, bei Division durch 4 den Rest 2 und bei Division durch 5 den Rest 3 lésst.
Verwenden Sie dazu den chinesischen Restsatz.

Losung:

(a)

(b)

10 = —1 (mod 11) = 10* = (—1)* (mod 11), und mit der Dezimaldarstellung:

= %k 10" = 20— 21+ 29 — ... + 5+ 2, (mod 11), wobei s = 1 falls m gerade,
sonst s = —1.
=1 (mod 3)

x =2 (mod 4) 3, 4, 5 sind paarweise teilerfremd, m =3-4-5 =60

x =3 (mod 5)

a1 =4-5 a9=3-5, a3=3-4

4-5-71=1(mod3) ~ 2r1=1(mod3) ~ x13=2(2"1=2inZ3)
3-5-29=2 (mod4) ~ 3z2=2(mod4) ~ x3=2(3"1=3in7Zy)
3-4-23=3 (mod5) ~ 4dr3=1(mod5) ~ wx3=4 4 '=4in7Zs)

= = = 2a; +2a2+4a3 = 40+ 30+ 48 = 58 (mod 60). Also ist z = 58 die kleinste
solche Zahl.



