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Rechnen mod n

U33 (a) Essei R die Menge aller Symmetrieabbildungen eines Rechtecks, das kein Quadrat

ist.

(1) Geben Sie alle diese Symmetrieabbildungen als Permutationen der Eckpunkte
des Rechtecks an (die Eckpunkte seien gegen den Uhrzeigersinn mit 1,2, 3,4
bezeichnet).

(2) Zeigen Sie, dass (R, o) mit der Hintereinanderausfiihrung o von Abbildungen
eine Gruppe bildet. Stellen Sie dazu die Verkniipfungstafel auf und verwenden
Sie diese fiir [hre Argumentation.

(3) Ist (R,o) abelsch?
(b) Zeigen Sie, dass (Za X Za,+) mit der komponentenweisen Addition mod 2 eine
Gruppe bildet. Stellen Sie die Verkniipfungstafel auf.

Losung:

(a) (1) Zwei Drehungen: d; =1id, d2 = (1 3)(2 4)
und
zwei Spiegelungen: s; = (12)(3 4), s2 = (1 4)(2 3)
(3) Gruppentafel

(R,0) o ‘ di dy s1 $So
di | di dy s1 s2
da |da di s2 81
s1 |81 s2 dy do
S| 82 s1 dy di

Offenbar ist R nichtleer. Aus der Verkniipfungstafel ist weiterhin ablesbar, dass
R bzgl. o abgeschlossen ist, dass d; das neutrale Element ist und dass jedes
Element ein Inverses besitzt, ndmlich sich selbst. Es bleibt die Assoziativitét
zu zeigen: Seien «, 8,7 € R beliebig, dann gilt

(vef)oy=ao(fey) & Voe{l,2,3,4}: ((acf)oy)(z) = (ao(feoy))(x)
Fiir beliebiges « € {1,2,3,4} ist

((aop)on)(@) = (aop)(y(z) = a(B(v()))
und ebenso

(a0 (Bom))(z) =a((Boy)(x)) = alB(y(z)))

Damit ist die Assoziativitdt bewiesen.



(3) Die Gruppe ist abelsch, siche Symmetrie der Gruppentafel bzgl. Hauptdiago-
nalen.

(b) Gruppentafel
(Z x Zo,+)  + |
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Die Gruppe in (a) hat offenbar bis auf Bezeichnungen der Elemente die identische
Stuktur wie (Zg X Zg, +). Somit ist (Zg x Zsa, +) ebenfalls eine Gruppe, das neutrale
Element ist (0, 0).
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H35 (a) Es sei (G;o0) eine Gruppe mit neutralem Element e. Beweisen Sie die Kiirzungsre-
geln:

VabceG: aob=aoc = b=c¢c und boa=coa = b=c.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede endliche Gruppe (G} o) gilt: In der Verkniipfungstafel tritt
in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element der Gruppe genau einmal auf.

Losung:

(a) Es seien a,b,c € G beliebig. Dann gilt:

1oaoc:}bzc.

aob=aoc=atogob=g"
——
—e =e
Die andere Aussage beweist man analog.

(b) Zeigen zuerst indirekt, dass jedes Element hochstens einmal in jeder Zeile und je-
der Spalte auftritt:
Angenommen, in einer Zeile der Gruppentafel sind zwei Eintrége gleich, das be-
deutet: Es gibt drei verschiedene Elemente a, b, ¢ der Gruppe mit aob = aoc. Aber
daraus folgt aufgrund der Kiirzungsregeln fiir Gruppen b = ¢ 4. Analoges gilt fiir
die Spalten.

H36 Zeigen Sie, dass die Menge G = {z € R | z > 1} mit der Operation

aob:=am?
eine abelsche Gruppe bildet.
Losung:
’abgeschlossen:‘ Operation o ist abgeschlossen in (1, 00).

Das Assoziativgesetz ist erfiillt:

(a o b) oec = (a o b)lnc — (alnb)lnc — glnblnc _ glnclnb _ aln(blnc) _ aln(boc) —qo (bO C).

’ neutrales Element: ‘ e ist das neutrale Element, denn: eoa = ™% =a=a" = a™® =
aoe.

’inverses Element: ‘ zu jeder reellen Zahl a > 1 existiert ein Inverses:

1
a~!:=eha, denn

ln(e(m)> 1 1 1
voal—a = a(ma) = @8 = ¢ = ela = (ema)2e =g 1o

= es ist eine Gruppe.

b _ eln(al“b) — glnblna Inalnb _ eln(bh‘“) — plna

Kommutativitit gilt: aob = a™ = boa.

= die Gruppe ist abelsch.
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