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Graphentheorie

U56 (b) Beweisen Sie: Der Blockgraph eines zusammenhingenden Graphen ist zusammenhingend.

H59

Loésung:

(b)

(a)

Es sei G ein zusammenhéngender Graph. Zeigen zunéchst per Induktion iiber n, dass wenn
es einen Pfad vq,...,v, der Linge n zwischen zwei Gelenkpunkten vy, v, in G gibt, dann
auch einen Pfad zwischen vy, v,, im Blockgraphen - dies sei die Aussage A(n).

’Induktionsanfang: ‘ Diese Aussage ist trivialerweise fiir n = 1 richtig.

’Induktionsschritt: ‘ Zeigen: Vn > 1: Wenn A(k)fiir alle 1 < k > n gilt, dann auch A(n+1).

Beweis: Es sei vy, ...,v,41 ein Pfad der Lange n+ 1 zwischen zwei Gelenkpunkten vy, vy, 11
in G . Sei weiter j grosstmoglicher Index, so dass alle Knoten vy, va, . .., v; im gleichen Block
B von G liegen. Dann muss v; ein Gelenkpunkt von G sein. (Fiir Briicken ist das trivial,
isolierte Knoten kommen nicht in Frage und bei zweifach zusammenhéngenden Subgraphen
gibt es fiir alle anderen Knoten des Pfades eine weitere Kante im Block, um den Pfad
fortzusetzen.)

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Pfad w von v; nach vp41 im Blockgraph. Der
Pfad im Blockgraph von v; nach v, ist dann v; - B — .

Um zu zeigen, dass der Blockgraph von G zusammenhéngend ist, muss gezeigt werden, dass
fiir beliebige zwei Knoten a, b des Blockgraphen ein Pfad zwischen ihnen existiert.

Wenn sowohl a als auch b Gelenkpunkte von G sind, dann gibt es einen Pfad von a nach b
in GG, da G zusammenhéngend ist, also auch einen Pfad zwischen a und b im Blockgraphen
- diesen Fall haben wir oben behandelt.

Wir diskutieren nun den Fall, dass b Gelenkpunkt in G ist, nicht aber a. Der Fall, dass a
Gelenkpunkt ist, nicht aber b, lduft analog.

Der Fall, dass a und b Blocke sind, geht ganz dhnlich.

Sei also a ein Block, b Gelenkpunkt. Wéhlen v, € a beliebig. Da G zusammenhéingend, gibt
es einen Pfad vy, vs,...,vx = b in G. Sei nun ¢ maximal, so dass vy,...,v; allesamt in a
liegen. Dann ist v; Gelenkpunkt, und nach der Aussage oben gibt es einen Pfad w von v;
nach vg. Dann ist a,w der getinschte Pfad von a nach vg = b.

Der Graph G = (V, E) ist durch folgendes Diagramm gegeben:
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(1) Bestimmen Sie alle Blocke von G und zeichnen Sie ein Diagramm des Blockgraphen.

(2) Ist das Komplement desjenigen induzierten Subgraphen H von G, der die Knotenmenge
V(H)=1{1,2,3,4,8,9} besitzt, zusammenhingend? Begriinden Sie Thre Antwort.



(b) Wie viele Kanten hat ein zusammenhéngender Graph mit n Ecken und genau n—3 Briicken?

Losung:

(a) (1) Sieben Blécke By, ..., By mit Knotenmengen: {1}, {6, 7}, {7,11,12}, {2,3,8}, {3,4}, {4,9}
bzw. {5,10}.
Blockgraph Gp zu G:

V(GB) = { 37 47 73 7B17BQ7B3aB47B57367B7}u
——
Gelenkpunkte Blocke
E(GB) = {{37 B4}’ {3’ B5}’ {47 B5}’ {4, Bﬁ}v {77 B2}a {7a B3}}

Diagramm:

By B2 B3 By Bs Bg B7

(2) Da 1 ein isolierter Knoten ist, sind alle Kanten von 1 zu den anderen Knoten im Kom-
plement des induzierten Subgraphen enthalten, also ist dieser zusammenhéngend.

(b) (V, E) sei ein zusammenhéngender Graph mit |V| = n Ecken und genau n — 3 Briicken. Die
Menge dieser Briicken sei B C F.
Da (V, E) zusammenhéngend ist, ist |E| > n—1, folglich £\ B # (. Der Graph (V, E'\ B) hat
mindestens n — 2 Zusammenhangskomponenten, denn die Wegnahme jeder Briicke erhcht
die Zahl der Zusammenhangskomponenten.
Jede Kante, die keine Briicke ist, liegt in einem Kreis, und umgekehrt ist keine Kante eines
Kreises eine Briicke. Es gibt also in (V, E'\ B) mindestens einen Kreis (Lénge > 3) und
damit mindestens eine Zusammenhangskomponente mit > 3 Ecken.
Da es mindestens n — 2 Zusammenhangskomponenten gibt, jede davon mindestens eine Ecke
enthélt, eine dabei mindestens 3 Ecken enthélt und insgesamt nur n Ecken vorhanden sind,
gibt es nur eine Moglichkeit: Alle bis auf eine Zusammenhangskomponente sind einelementig,
und eine ist ein Kreis mit drei Elementen. Also ist auch F \ B dreielementig, und da B aus
genau n — 3 Briicken besteht, enthéilt £ genau n Kanten.

H60 (a) Finden Sie einen unbenannten bipartiten Graphen mit 14 Knoten und maximaler Anzahl
Kanten und zeichnen Sie ein Diagramm des Graphen. Ist der Graph eindeutig bestimmt?

(b) Beweisen Sie, dass es in einem Graphen mit n Knoten héchstens n — 2 Gelenkpunkte gibt.

Losung:

(a) Bipartiter Graph mit 14 Knoten: Partition (V1, V) der Knoten. Mit m := |V1|, n = |V3]
folgt aus der Eigenschaft bipartit, dass der Graph m-n = (14—n)n Kanten hat. Die Funktion
f(z) = (14 — )z ist eine nach unten gedfinete Parabel mit Scheitel bei x5 = 7. Folglich ist
die Kantenzahl fiir m = n = 7 maximal. Der Graph ist eindeutig bestimmt.

(b) Mit vollsténdiger Induktion:
IA: Ein Graph mit 1 oder 2 Knoten besitzt offenbar keine Gelenkpunkte. Ein Graph mit 3
Knoten hat offenbar nur hochstens 1 Gelenkpunkt (die Kette).

IS: Zeigen, wenn Graphen mit kleiner gleich n Knoten hichstens n-2 Gelenkpunkte besitzen,
dann besitzen Graphen mit n + 1 Knoten hochstens n-1 Gelenkpunkte.

Beweis: Es moge einen Gelenkpunkt fiir einen gegebenen Graphen mit n+1 Knoten (n;2)
geben. Dann zerfillt der Graph ohne diesen Knoten und die inzidenten Kanten in k Teilgra-

phen mit mq,...,mg_1 bzw. n— (m1 +...+mg_1) Knoten. Nach IV haben diese Graphen
hochstens Anzahl Knoten - 2 Gelenkpunkte. Also hat der urspriingliche Graph insgesamt
hochstens

(m—2)4+...4(mg—1—24+n—(m1+...4+mp_1)—2+k+1=n+1—k Gelenkpunkte

(der Summand k+1 kommt daher, dass neben dem ausgewiihlten Gelenkpunkten all seinen
Nachbarn Gelenkpunkte sein konnten). Da der Graph beim Streichen eines Gelenkpunktes
in mindestens 2 Zusammenhangskomponenten zerfillt, ist & > 2.



