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Relationen

U68 (c) Aufder Menge A = {1,2,---,8} wird die Relation R = {(x,y) |  mody = 2 und |z — y| > 1}
betrachtet.
(1) Geben Sie R als Menge konkreter Paare an.
(2) Kann man eine partielle Ordnung finden, die R enth&lt?

Bestimmen Sie gegebenenfalls die kleinste partielle Ordnung 7', die R enthélt, und zeich-
nen Sie ein Hasse-Diagramm von T'. Erweitern Sie T" zu einer linearen Ordnung.

(c) o R={(2,4),(2,5),(2,6),(27),(28),(5,3),(6,4),(7,5),(8,6),(8,3)} .
e R ist azyklisch, deshalb 148t sie sich zu einer Ordnungsrelation erweitern.
Kleinste Ordnungsrelation T, die R enthalt:

R?={(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(7,3),(8,4)}

R ={(2,3),(2,4)}

R'=0) = R"'=0n>4

= trans(R) = RUR?UR? =R U{(2,3),(7,3),(8,4)}.

T =trans(R) U {(a,a)|a € A} ={(a,a)|a € A} U{(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(2,7),(2,8),

(5,3),
(6,4),
4 3 (77 S)a (775)7
(8,3),(8,4),(8,6)}.
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Hasse-Diagramm von T'

Es gibt viele verschiedene lineare Erweiterungen, d.h eine passende Kette zu erzeugen.
Es muss nur die bisherige Sortierung erhalten bleiben. Z.B. (im Hasse-Diagramm von
unten nach oben): 2-1-7-8-5-6-3-4.

U67 Fiir eine endliche Menge A # () und eine Abbildung f : A — A wird die Relation
Ry ={(a,b)[In e N: b= f"(a)}
betrachtet. (Dabei ist f™ die n-malige Hintereinanderausfithrung von f, f° =id.)

(a) Zeigen Sie, dass Ry eine Quasiordnung ist.

(b) Zeigen Sie, dass Ry genau dann eine partielle Ordnung ist, wenn kein Zyklus der Lange > 2
in Ry existiert, d.h. keine Folge (a1, a2), ..., (an,a1) mit a; # as.

(c) Untersuchen Sie, ob Ry fiir f: Zs — Zs, f(a) := a®> + 1 (mod m) eine partielle Ordnung ist.



H72 (a) Nebenstehend sind Diagramme dreier Ordnungsrelationen R, S

Losung:

o

reflexiv, denn: a = f%(a) = (a,a) € Ry fiir alle a € A.
transitiv, denn: (a,b) € Ry und (b,c) € Ry
= 3dn,meN: b= f"(a),c= f™(b) = c=f"""(a) = (a,c) € Ry.

v
FEine Quasiordnung ist Ordnung gdw. sie antisymmetrisch ist.

Existiert ein Zyklus der Lange > 2 in Ry, so gibtesa, b€ A,a #b,n>0,m >0: f"(a) =b
und f™(b) =a = (a,b) € Ry und (b,a) € Ry = Ry nicht antisymmetrisch.

Ist Ry nicht antisymmetrisch, so existieren a,b € A,a # b mit (a,b) € Ry, (b,a) € Ry
= es existiert ein Zyklus (a,b)(b, a) der Lange 2.
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/O\ Keine Ordnung.
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3 5
und 7" auf der Menge A = {1,2,3,4,5} gezeichnet. . A A
(1) Geben Sie RNS und T o S jeweils als Menge von Paaren 2 3
an. Welche der Relationen sind linear? 1 1
(2) Ist RN S eine partielle Ordnung? Ist sie linear? 1 9 1
R S T

(3) Ist T o S eine partielle Ordnung?

(b) Es ist auf der Menge A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} folgende Relation gegeben:

R= {(amy)‘x <y, ggT(z,y) > 1} .

(1) Geben Sie die Relationen R, R? und R? jeweils als Menge von Paaren an.
(2) Warum 148t sich R zu einer Ordnungsrelation erweitern? Bestimmen Sie die kleinste
Ordnungsrelation T', die R enthélt, und zeichnen Sie ein Ordnungsdiagramm fiir 7.

Loésung:

(a) (1) RNS={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3), (1, )ﬂ5%@3)@ﬁhﬂﬁﬂ
ToS={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(1,3), (1,4), (1,5),

(2,1),(2,3),(2,4). (2,5), (3.4). (3,5), (4.5)}
(Bemerk: T o S enthélt hier T und S.)

(2)
[ToS[1]2]3]4]5]
1 r|lr|lx|xz|x
2 zlxz|x|x|x
3 0|0z |z|x
4 00|00 |z |=x
5 00|00 |

RN S ist Ordnungsrelation, jedoch nicht linear, obwohl R und S linear sind.
(2) Das Relationenprodukt 7" o S ist nicht antisymmetrisch = keine Ordnungsrelation.



b) 1) R=A{(z,y|z<y,geT(z,y) >1}, A={1,..., 9}.

= R={(2,4), (2,6), (2,8), (3,6), (3,9), (4,6), (4,8), (6,8), (6,9)}
= R2 :ROR:{(ZG)a (2;8)a (279)v (3a8)7 (379)’ (4’8)7 (4’9)}
= R}*=RoR>={(28), (2,9)}

(2) R 148t sich zu Ordnung erweitern, da R azyklisch ist.
T =trans(R) U (A4) .

Ordnungsdiagramm:
9 8
6
3 4



