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13. Vorlesung

o Riickblick: Ubersicht zu Ringen R

©

Standardbeispiel:  Polynomringe R[x]

©

Polynomringe K[x] (K Korper) sind EUKLIDische Ringe

o Gibt es einen groBten gemeinsamen Teiler von Elementen a, b
eines Ringes?

o Kann man in Ringen den EUKLIDischen Algorithmus
anwenden?

o Rechnen im Ring (K[x]/f(x),®, ®)

o Erganzung: Anwendung bei zyklischen Polynomcodes



Ubersicht zu Ringen

—1

Ring | - komm. | Einsel. 1 keine a " ex.
existiert | Nullteiler | fiir alle a # 0
Ring X
komm. Ring X X
Integritatsring X X X X
Korper X X X X X

o Integritatsring Z:

Nur 1, —1 besitzen multiplikative Inverse.

o Integritatsring Z[i]:

Nur 1, —1, /, —i besitzen multiplikative Inverse.

o Integritatsring Z, (p prim):

Jedes Element a # 0 besitzt ein multiplikatives Inverses.




Polynome iiber Ringen

Sei (R, +,-) ein Ring.

o R[x] bezeichnet die Menge aller Polynome in der
Unbestimmten x mit Koeffizienten aus R:

R[x] :=={ao +aix+ -+ amx™ +...| a; € R fiir alle i}

endlich viele Summanden

o Addition von Polynomen
a(x) ® b(x)=(ao + arx + -+ + amx™) ® (bo + bix + - - - + bmx™)
=(a0 + bo) + (a1 + b1)x + -+ - + (am + bm)x™

o Multiplikation von Polynomen
a(x) © b(x)=(a0 + aix + - - + amx™) © (bo + b1x + - - + bmx™)
k
=(ao0 - bo) + (a1 - bo+ a0 - bi)x 4 - + (Zai'bkfi)xk‘i‘---
i=0



Polynomringe

o Sei (R,+,) ein Ring. Dann ist (R[x], ®, ®) ein Ring.

o Sei (R,+, ) ein Integritatsring.
Dann ist (R[x],®, ®) ein Integritatsring.

Polynomringe K|[x] tiber einem Kdrper K sind spezielle
Integritatsringe, namlich

EukLIDische Ringe.

Im Weiteren benutzen wir dann aber nicht die Definition solcher
Ringe, sondern eine (einfacher verstandliche) Charakterisierung (als
Ringe, in denen man jeden groBten gemeinsamen Teiler ggT(a, b)
mit (a, b) # (0,0) mit Hilfe des EUKLIDischen Algorithmus
berechnen kann).



GroBter gemeinsamer Teiler

o Ein Element d eines Integritatsringes R heiBt ein groBter

gemeinsamer Teiler (ggT) von Elementen a1,a2,...,a, € R
(Schreibweise: ggT (a1, a2,...,a,) = d),

wenn gilt:

(1) d|ala d|‘92; ceey d|an

(2) Aus tla; (i=1,2,...,n) folgt t|d fiir alle t € R.

o Esgilt ggT(a1,az,...,an) = ggT(ggT(a1,a2,...,an—1),an).

o Zu je zwei Elementen a;, a» mit (a1, a») # (0,0) eines
EukLiDischen Ringes R existiert ein groBter gemeinsamer
Teiler und jeder groBte gemeinsame Teiler von a; und ap lasst
sich als Linearkombination von a; und a, mit Koeffizienten
aus R darstellen.



Polynomringe liber Korpern

o Polynomdivision:
Sei K[x] ein Polynomring iiber einem Korper K.
Sind a(x) und b(x) Polynome aus K[x] mit a(x) # 0, dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome q(x), r(x) € K[x] mit
b(x) = q(x)a(x) + r(x) und r(x) = 0 oder
Grad(r(x)) < Grad(a(x)).

o Sei K[x] ein Polynomring iiber einem Kérper K.
Dann ist K[x] ein EUKLIDischer Ring.

o Den groBten gemeinsamen Teiler zweier Polynome kann man
mit dem EUKLIDischen Algorithmus berechnen.

o Man kann modulo eines Polynoms rechnen.



Konstruktion von Ringen

Ring der ganzen Zahlen

Z
} Rechnen modulo n

Zn

Restklassenring modulo n

Polynomring
tiber einem Korper K

Klx]
1 Rechnen modulo p(x)
Kixl/p(x)

Polynomring modulo p(x)



Rechnen im Ring (K[x]/f(x); ®, ®)

Sei K ein endlicher Kérper und f(x) € K[x] mit Grad(f(x)) = n.
K[x]/f(x) = {r(x) € K[x]| r(x) =0 oder Grad(r(x)) < n}
= {n+nx+ - +rax"t|rnecKfiri=0,..,n—-1}

o Addition ®:
a(x)®b(x) = (ao+ax+ - +an—1x" )@ (bo+ bix + -+ bp1x"1)

= (a0 + bo) + (a1 + b1)x + -+ + (an—1 + bp_1)x" "

o Multiplikation ®:
a(x)® b(x) = a(x)®b(x) (mod f(x))

_ .‘.+(§a;-bk_,->xk+... (mod (x))



Erganzung: Zyklische Polynomcodes

(s} K[x],,:{ao+a1x+agx2+~~-+an,1X"_1|a,-eKﬂiri:0,...,n—1}

a(x)
bezeichnet die Menge aller Polynome in der Unbestimmten x
vom Grad < n mit Koeffizienten aus K, wobei K ein endlicher
Korper ist.

Codewdrter aus K" «~  Codewdrter aus K[x],
1

{

€1 ... Cn-1 c(x)=c+ax+-+ cp1x"

2 —1
Cn—1C0C1...Cpn—2 e Cp1+ X+ C1x” + -+ + cp_ox”

= x - ¢(x) (mod x" — 1)

o Ein (n, k)-Linearcode C iiber einem Korper K ist genau dann
zyklisch, wenn fiir alle ¢(x) € C gilt:

c(x)eC = x-c(x) (mod x"—1)eC

Bezeichnung: C wird zyklischer Polynomcode genannt.



