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6. Ubungsblatt fur die Ubungen vom 12.11.-16.11.2018
lineare Abbildungen

V6.1 Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.
Es sei f : R? — R? eine lineare Abbildung mit f((é)) = (‘;’) und f(((l])) = (;)

(a) Warum ist durch diese Festlegung die (lineare!) Abbildung f festgelegt?
(b) Bestimmen Sie f((é)), f((g)) und f((%))

(c) Bestimmen Sie Kern und Bild von f.
U6.2 Beweisen Sie Korollar 1/6/13:
Ist V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V, dann gilt dimg(U) < dimg (V).
Gilt sogar dimg (U) = dimg (V) < oo, dann folgt U = V.

6.3 Untersuchen Sie, welche der folgenden Abbildungen f; auf den gegebenen K-Vektorraumen
K-linear sind:

(a) K =R, fo: R — Rmit fo(x) := max+n (fir beliebige, aber fest gewdhlte m,n € R),
(b) K,V beliebig, f1: V xV =V mit fi(x1,x2) := x1,
(c) K=C, fo:C— C%?mit fo(z) := (z — 2,2+ 1),
(d) K =R, f3: Abb(R,R) — R mit f3(g) := g(1),
() K=Q, f1: Q% — Q3 mit fy(x1,22,23) := (271 + 222, 319 — 223,273 — 11),
(f) K beliebig, f5: K — K mit f5(z) := 2.
U6.4 Eine Abbildung f: R? — R? ist durch <§) — (2{{%2%) gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.

(b) Bestimmen Sie dimker(f) und dimim(f) und entscheiden Sie, ob f injektiv oder
surjektiv ist.

(c) Geben Sie eine Basis des R-Vektorraums im(f) an und bestimmen Sie ker f.
A6.5 Hausaufgabe, Abgabe (mit Namen und Matrikelnr.) bis 19.11.2018, 12:00 Uhr

(a) Fir welche a € R ist das System M := (vy, ve, v3) mit

3 1 a
vp=|2],v2= 1 3= |a| eR?
1 a+1 2

linear unabhéngig {iber R?



(b) Essei B := {e1, e, e3} die Standardbasis des R3 und f, : R?* — R3 (fiir a € R) lineare
Abbildungen mit fy(e;) = v; fir alle ¢ € {1,2,3}. Warum sind die Abbildungen
fa durch diese Festlegung eindeutig bestimmt? Bestimmen Sie ker(fp), ker(f1) und
ker(f2).

(c¢) Fir welche a € R ist f, surjektiv? Begriinden Sie!

H6.6 Die Menge R[X]3 aller Polynome vom Grad hochstens 2 bildet einen R-Vektorraum (siehe
U5.5). Zeigen Sie, dass der Ableitungsoperator / : R[X]3 — R[X]s mit az?+bz+c +— 2az+b
eine lineare Abbildung ist. Bestimmen Sie Kern und Bild!

H6.7 (a) Ist die Abbildung f : R — R? mit f(x) := (x,z) R-linear? Beweisen Sie!
(b) Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : K — K genau dann K-linear ist, wenn es ein
A€ K mit Vo e K: f(v) =\-v gibt.

H6.8 Es seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V.

(a) Zeigen Sie, dass durch
vew = v—welU
eine Aquivalenzrelation ~ auf V definiert wird.
(b) Es sei [v] die Aquivalenzklasse von v beziiglich ~. Zeigen Sie, dass [v] = v + U gilt.
(c) Essei V/U := {[v] | v € V} die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~. Wir definieren
auf V/U eine Addition und eine Multiplikation mit Elementen aus K durch [v]+[w] :=
[v + w] und k[v] := [kv] fiir beliebige v,w € V', k € K.
Zeigen Sie, dass die Operationen wohldefiniert sind und dass V/U mit diesen Opera-

tionen ein K-Vektorraum ist, der sogenannte Quotienten- oder Fuktorraum.

(d) Beweisen Sie, dass die Abbildung 7w : V. — V/U, v — [v] ein Epimorphismus von
K-Vektorraumen ist.



