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9. Ubungsblatt fur die Ubungen vom 3.12.-7.12.2018

Koordinatenvektoren, Basiswechsel, transponierte Matrizen

V9.1 Vorbereitungsaufgabe: Bitte bereiten Sie diese Aufgabe zur Ubung vor.

(a) In der Anschauungsebene R? seien die beiden Basen B = ((1,1)7,(~1,1)”) und
C = ((2,1),(-1,2)T) gegeben. Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen MJ (id) und
Mg (id).

(b) Die drei Elemente x,y, z € R? mit

=) =) =)

sind die Eckpunkte eines Dreiecks D in R?. Bestimmen Sie die Koordinatenvektoren
von x,vy, 2z bzgl. der Basis C.

(c) Visualisieren Sie die Ergebnisse aus (b), in dem Sie sie in ein Koordinatensystem bzgl.
der Standardbasis By des R? eintragen.
9.2 Es seien K ein Korper und m,n,r € N.

(a) Beweisen Sie: VA, B € K™*": (A+ B)T = AT + BT.
(b) Beweisen Sie: VA € K"™*™VB € K™*" : (AB)T = BT AT,
(c) Zeigen Sie, dass fiir jede invertierbare Matrix A die Beziehung (AT)~! = (A~1)7T gilt.

= (
09.3 Die Tupel E := B3 = ((1,0,0)",(0,1,0)",(0,0,1)") und H = ((1,1,1)7, (1,2, )7, (1,1,2)T)
sind Basen des R-Vektorraums R3, ' := By = ((1,0)7,(0,1)”) und G = ((1,1)7, (1,3)T)
sind Basen des R-Vektorraums R2.

(a) Bestimmen Sie die Transformationsmatrizen ME und M und {iberpriifen Sie, dass
diese Matrizen zueinander invers sind.

(b) Berechnen Sie fiir die durch f: R — R? (x,y,2) — (z+y,y + 2) gegebene lineare
Abbildung f die Darstellungsmatrizen ME(f), ME(f), ME(f) und ME(f).

(c) Verifizieren Sie, dass durch jede der darstellenden Matrizen aus (b) tatsdchlich der
Vektor (10,9,8)7 auf den Vektor (19,17)7 abgebildet wird.
U9.4 (a) Bestimmen Sie alle invertierbaren Matrizen aus R?*2, fiir die A~! = A gilt.

(b) Bestimmen Sie alle invertierbaren Matrizen aus R?*?2| fiir die A~! = A7 gilt.

Hinweis: Solche Matrizen heiffen auch orthogonale Matrizen.



A9.5 Hausaufgabe, Abgabe (mit Namen und Matrikelnr.) bis 10.12.2018, 12:00 Uhr

H9.6

(a)

(a)

(e)

Es sei V = R? und E die Standardbasis des R®. Weiter seien B = (b1, by, b3) sowie
C = (1,2, c3) zwei Basen von V' mit

1 1 1 1 0 0
b1: 0 ,b2: 1 ,b3: 1 , C1 = 1 , Co = 1 , C3 = 0
0 0 1 1 1 1

Bestimmen Sie die Transformationsmatrizen M g , Mg und Mg.
Ein Endomorphismus f : R3 — R? sei durch die darstellende Matrix

01 1
ME(H) =1 0 1
1 1 0

gegeben. Bestimmen Sie die darstellende Matrix Mg (f)-

Bestimmen Sie fiir untenstehenden Vektor u den Koordinatenvektor up bzgl. B und
berechnen Sie dessen Bild (f(u))p unter f:

1
u=|0] e R>.
1

Bestimmen Sie alle a € R, fiir die die Matrix

1 3 -1
A=[2 7 4 | erR?>3
1 4 a

invertierbar ist. Berechnen Sie die Inverse A~! von A fiir a = 4.

Es sei B = (v1,v2,v3) eine Basis des Vektorraums R3. Verifizieren Sie, dass auch
C = (w1, w2, ws) mit

w1 = v1 + 2v2 + v3, wo = Jv; + Tvg + 4vs, wg = —vy + 4vg + 4vg

eine Basis von R3 ist.

) Bestimmen Sie die Transformationsmatrizen ME und M§.

Es sei f : R? — R3 eine lineare Abbildung, fiir die f(vy) = wy, f(ve) = we, f(v3) = v1
gilt. Begriinden Sie, dass f durch diese Festlegung eindeutig bestimmt ist. Geben Sie
die darstellenden Matrizen ME(f) und ME(f) an.

Bestimmen Sie den Kern und das Bild von f jeweils durch Angabe einer Basis.

H9.7 Hinweis: Zur Losung dieser rechenintensiven Aufgabe konnen Sie ausnahmsweise elektronische Hilfs-

mittel verwenden.

Gegeben sei die rechts im Diagramm skizzierte Figur F

mit den Punkten
I = (O,O,O)T,$2 = (150’0)T’x3 - 151,0)T,x4 - 051,0 T,
T5 = (0’0?1)T?x6 = (1’0?1)T’x7 - (15 1’1)T,x8 = Oa 1’1 T,
13 ., 13 .
—(z,2.0 — (=, 21T,
Hie) (2727 ) » £10 (2727 )




(a)
(b)

Skizzieren Sie den Aufriss der Figur, d.h. die Projektion in die z-y-Ebene.

Die Basis Bg = ((1,0,0)7,(0,0,1)7,(0,1,0)T) iiberfiihrt die Figur in den Grundriss.
Berechnen Sie den Grundriss, indem Sie die zugehorige Basiswechselmatrix G bestim-
men und die Produkte G - z; fiir alle ¢ € {1,...,10} berechnen. Skizzieren Sie die
Projektion der Figur in die z-y-Ebene (d.h. in die von den ersten beiden Basisvek-
toren aufgespannte Ebene durch den Nullpunkt) und iiberlegen Sie, ob IThr Ergebnis
stimmt.

Die Basen
V2 0 V2 2 2 1
2 2 3 3 3
By, = 0 [.]1].]0 und Bg = “lf 2] -2
V2 0 V2 _2 1 2
2 2 3 3 3

liefern eine Darstellung von vorn links bzw. von ,schrig oben®. Berechnen Sie analog
zu (b) die Bilder der Punkte z1, ..., z19 unter den induzierten Basiswechselmatrizen L
bzw. S, skizzieren Sie die Projektion der Ergebnisse in die xz-y-Ebene und vergleichen
Sie mit Threr Anschauung.

Berechnen Sie die Basiswechselmatrix @, die die Koordinaten beziiglich Bg in die
Koordinaten beziiglich By, iiberfiihrt. Verifizieren Sie Ihr Ergebnis durch folgende
beide Moglichkeiten der Probe:

(1) Berechnung der Bilder @ - y;, dabei seien die y; die Koordinaten der Punkte aus
F beziiglich By, (d.h. y; = L - ;).
(2) Durch Berechnung von L - S~!. (Warum ist das gleich Q?)



